turie a 2 x 2 a] 
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翻译 说 明 


这 个 译本 依据 的 是 原 书 2006 年 第 12 次 印刷 本 . 在 翻译 时 进行 了 以 下 变动 . 
































1. 原 书 的 标题 分 三 级 : 章 、 节 、 小 节 . 为 了 方便 读者 查阅 , 我 们 使 用 了 统一 的 






































没有 小 节 ) . 公式 的 编号 则 在 








编号 . 例如 3.4.1 表示 第 3 章 第 4 节 第 1 小 节 , 5.2 表示 第 5 革 第 2 节 (有些 节 下 面 
章 之 内 统一 编号 , 而 不 专门 指明 出 自 哪 一 节 和 小 节 . 











例如 (10.3) 表示 第 10 章 的 第 3 个 式 子 (绪论). 但 是 , 本 书 完全 避免 了 常见 的 定 
义 、 定 理 和 证 明 的 模式 , 许多 “ 式 子 ”其 实 就 是 定理 , 其 证 明 的 开始 时 常 未 加 指明 ， 












































但 在 相当 多 的 情况 下 , RIN 

















EBA 





也 是 按 章 来 编排 的 . 例如 , 图 3-5 表示 第 3 章 的 第 5 个 图 . 











“证 毕 ” 或 用 其 他 话 表 示 证 明 结束 . 插图 的 编号 
































2. 本 书 很 注重 介绍 历史 发 展 , 涉及 不 少 人 名 (不 只 是 数学 家 ). 为 了 避免 误 读 ， 
































法 不 同 , 我 们 力求 说 明 ; 二 








除了 最 著名 的 大 人 物 , 如 欧 几 里 得 、 高 斯 等 , 译 者 给 出 了 他 们 名 字 的 外 文 拼 法 、 生 浴 
年 份 和 国籍 . 这 里 有 两 种 情况 : 一 是 同一 个 人 的 名 字 , 其 英文 拼写 与 其 本 国文 字 拼 
是 有 一 些 话语 如 “伟大 的 ”等 是 译 者 加 的 , 虽然 其 中 并 无 
























































深意 , 也 一 定 会 有 不 同 看 法 . 当然 也 还 有 未 曾 找到 出 处 的 , 只 好 付 诸 阙 如 . 这 些 材料 
很 大 一 部 分 来 自 著名 的 数学 史 网 站 The MacTutor History of Mathematics archive. 




















本 书 全 由 译 者 负责 , 欢迎 读者 批评 
3. 译 者 根据 需要 加 了 一些 注解. 译 者 认为 原 书 说 法 有 不 妥 之 时 , 多 数 情况 下 尊 














指正 . 



































者 也 做 了 一 些 文字 的 变通 . 

















总 之 , 翻译 中 必然 有 各 种 问题 、 缺 陷 和 错误 , 都 请 读者 不 将 指正 





重 作者 的 意图 〈 请 看 原作 者 的 前 言 ), 未 加 变动 ; 少数 情况 认为 有 必要 时 加 了 一 些 
说 明 . 这 些 注解 放 在 一 页 之 末 , 以 译 者 注 形 式 出 现 , 并 且 我 自己 承担 责任 . AZ 
处 希望 读者 指正 , 原 书 有 少量 错误 , 其 中 大 部 分 只 是 印刷 上 的 问题 , 翻译 时 随时 加 
以 改正 , 未 加 说 明 , 但 比较 重要 的 都 说 明了 , 这 是 译 者 的 责任 . 最 后 还 有 一 些 地 方 ， 
原文 涉及 外 国人 的 日 常生 活 之 处 , 外 国人 一 看 就 懂 , RERA J A Be LEB it, PE 
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已 知 的 各 种 理论 , 时 常 可 以 用 不 同 的 物理 概念 来 描述 , 而 它们 做 出 的 一 切 预测 
可 能 都 是 等 价 的 , 因此 它们 在 科学 上 没有 区 别 . 然而 , 当 试图 从 那个 基础 走向 未 知 
世界 时 , 这 些 理论 在 人 们 心理 上 则 是 不 同 的 . 因为 不 同 的 观点 可 能 会 提示 做 出 不 同 
的 修正 , 所 以 在 企图 了 解 尚未 被 理解 的 事物 时 , 由 它们 产生 的 假设 并 非 是 等 价 的 . 


R. P. Feynman [1966] 


poe 
。 一 个 语言 





假想 有 一 个 社会 , 在 那里 , 鼓励 〈 甚 至 是 强迫 ) 到 了 一 定年 龄 的 公民 去 读 乐谱 
《有 时 还 要 谱 曲 ) , 这 一 切 都 是 令 人 尊敬 的 . 然而 这 个 社会 有 一 个 非常 奇怪 且 令 人 
苦恼 的 法 律 (几乎 没有 人 记得 这 个 法 律 是 怎么 来 的 ) 禁止 听 音 乐 和 演奏 音乐 
在 这 个 社会 里 , 虽然 音乐 的 重要 性 是 被 广泛 承认 的 , 但 是 由 于 某 些 原因 , 音乐 
并 没有 被 广泛 地 欣赏 . 可 以 肯定 , 教授 们 在 起 劲 地 揣摩 巴 灰 、 瓦 格 纳 等 人 的 伟大 作 
品 , 他 们 尽 其 所 能 地 向 学 生 们 传授 他 们 在 这 些 作 品 中 找到 的 美丽 的 含义 , 但 是 如 果 
劈 头 臂 脑 地 问 问 他 们 “这 究竟 有 什么 意义 ", 他 们 只 能 无 言 以 对 ! 
这 个 寓言 里 , 立法 禁止 学 音乐 的 学 生 直接 从 “声音 的 直觉 ”去 体验 与 理解 音乐 ， 
这 明显 是 不 公正 不 合理 的 . 但 是 在 我 们 的 数学 家 社会 里 就 有 这 样 的 法 律 . 这 是 一 条 
不 成 文 的 法 律 . 虽然 轻视 它 的 人 也 还 可 能 发 迹 , 但 是 这 是 一 条 法 律 , 那 就 是 : 禁止 数 
学 成 为 可 视 的 ! 
很 可 能 当 一 个 人 随便 打开 一 本 关于 随便 什么 主题 的 现代 数学 教材 时 , 他 面 对 的 
就 是 抽象 的 符号 推理 , 与 他 关于 实际 世界 的 感官 经 验 完全 脱节 , 尽管 他 正在 研究 的 
现象 时 常 是 借助 于 几何 〈 可 能 还 有 物理 ) 直觉 才 发 现 的 . 
这 反映 了 一 个 事实 : 近 几 百年 来 形象 思维 在 数学 中 的 名 声 被 下 污 了 . 虽然 伟大 
的 数学 家 们 从 来 也 不 在 意 这 种 风尚 , 然而 “街头 埠 尾 的 数学 家 们 ”直到 前 不 久 才 接 
受 了 几何 的 挑战 . 
这 本 书 将 用 一 种 新 的 、 可 以 看 得 见 的 ( 即 可 视 化 的 ) 论证 方式 解释 初等 复 分 析 
的 真理 , 公开 地 向 当前 占 统治 地 位 的 纯 符号 逻辑 推理 叫板 ! 


。 计算 机 
对 几何 学 的 兴趣 之 所 以 又 重新 升 起 , 部 分 是 由 于 广大 群众 都 能 使 用 计算 机 来 画 






















































































































































































































































































































































































































































































则 主张 比较 清醒 地 把 计 
我 一 直 鼓 励 读者 这 























既 可 以 用 来 检验 关于 世界 构 
的 观念 做 出 新 的 解释 . 我 在 全 书 中 都 建议 这 检 




















出 种 种 数学 对 象 , 也 可 能 是 由 于 与 此 有 关 的 对 混沌 与 分 形 








算 机 作为 几何 推理 的 畏 
样 来 看 计算 机 : 把 它 比 








助 . 














理论 的 狂热 的 兴趣 . 本 书 


俞 为 一 个 物 3 








晶 学 家 的 实验 室 一 一 它 




















造 的 现 有 

















观念 , 又 可 以 用 来 发 现 


所 现象 , 从 而 要 求 用 新 





























1 Z. 














详细 的 教导 . 理 
软件 更 加 转瞬 即 























逝 的 东 





尽管 如 此 ,“f(z)” 程 序 仍 是 当前 可 视 地 探讨 本 书 中 各 种 观念 的 最 好 工具 ， 





以 从 Lascaux Graphics 


很 简单 : 数学 观念 是 改 








西 了 . 

















PATH SEB 
存 的 东西 , 而 几乎 很 少 有 比 计算 机 硬件 和 





L, 但 是 我 刻意 避免 给 出 














可 


公司 的 网 站 免费 下 载 其 试用 版 . 如 能 使 用 诸如 Maple® 或 











Mathematica® 这 种 多 月 
使 用 计算 机 也 能 完全 理 


。 本 书 是 在 牛顿 的 






































1982 年 夏天 , 我 在 韦 斯 特 
功 研读 了 牛顿 的 杰作 《自然 哲学 的 数学 原理 》 
Mathematica, Newton [1687]， 以 下 简称 《原理 





-F (S. Chandrasekhar ) 














众所周知 , 1665 年 





不 一 样 : CIEE 








AAA 








十 进 制 小 数 展 








式 . 


讲法 一 一 通常 是 与 莱 布 








理 》 中 提出 的 各 种 结论 中 所 弄 含 的 自 





昌 途 的 数学 引擎 , 有 时 也 是 有 好 处 的 . 然而 我 想 强 调 一 下 : 不 


解 全 书 .” 
“创世纪 ”中 生成 的 



































的 书 (Chandrasekhar 























eI». 



































FALK 





有 附带 的 意义 . 毕竟 , 牛顿 运 月 











计算 /sin zdz 一 样 容易 . 请 莱 布 尼 茨 也 来 试 试 这 件 事 ! 





人 们 不 其 知晓 的 是 , 到 了 1680 年 左右 , 牛顿 对 这 两 种 方法 都 不 再 


着 手 撰写 微 积分 的 第 3 
































种 版 本 , F 




















以 几何 为 基础 . 这 种 “几何 微 积 分 ” 正 是 
顿 的 《原理 》 走 向 辉 烛 的 物理 学 的 数学 动力 . 
我 在 掌握 了 牛顿 的 方法 以 后 , 就 立刻 在 我 教 微 积分 入 门 课 程 中 试 了 试 自 
身手 . 可 以 举 一 个 例子 来 帮助 说 明 这 是 什么 意思 . 我 们 来 证 明 , 如 果 T = tano, 则 





HR BY NEE (Westfall [1980]) 的 鼓舞 下 , 用 
(Philosophiae Naturalis Principia 
E》) ， 详 贝 尔 物理 学 奖 得 主 钱 德 拉 塞 
1995]) 追求 的 是 完全 展示 牛顿 在 《 原 
然 本 性 , 本 书 则 是 着 迷 于 牛顿 的 方法 . 
出 版 的 牛顿 的 微 积分 的 最 初版 本 和 我 们 现在 学 的 微 积分 很 
运算 , 而 牛顿 把 对 于 究 级 数 的 运算 比喻 为 在 算术 中 运用 
符号 演算 就 是 现在 每 一 本 标准 教科 书 上 的 那 种 微 积 分 的 
已 次 的 名 字 连 在 一 起 的 , 牛顿 虽然 完全 熟悉 它 , 却 认为 它 对 
HAE MOREL fe? dz 那样 的 积分 ， 
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迷 , 那 时 他 
E 动 牛 











1A 























己 的 





= 1 十 72. 如 果 我 们 让 9 增加 一 个 小 量 db, W T 也 将 增加 一 个 量 d7, 如 下 图 所 








II 


人 




















Q@ 在 原 书 的 下 面 一 段 中 , 作者 详 








IHG [练习 ]. 所 以 极限 将 是 











细 介 绍 了 他 在 编辑 与 印刷 本 书 时 所 使 














它们 , 或 者 它们 与 汉字 并 不 
































的 软件 , 由 于 中 文 译本 并 未 使 
兼容 , 所 以 翻译 时 略 去 了 这 一 段 . 一 一 译 者 注 








S 要 想 得 出 结果 , 只 需 注意 到 , 当 db 趋向 0 时 , 其 极限 情况 将 是 : 图 上 的 黑色 三 
角形 将 最 终 相 似 于 阴影 三 4 

























































































是 在 发 现 复 乎 面 几乎 300 年 后 的 事 了 ! 


。 怎样 读 这 本 书 








为 了 使 这 本 书 读 起 来 有 趣 , RAR 









































后 来 我 才 逐 渐 看 到 这 种 思维 方式 可 以 多 么 自然 地 用 于 复 平面 的 几何 学 一 一 那 


严 它 写成 好 像 向 一 位 朋友 面对面 地 解释 其 


中 的 思想 . 相应 于 此 , 我 也 一 直 试 图 使 你 〈 读 者 ) 主动 参与 展开 这 些 思想 . 例如 , 我 


























轻快 地 从 一 块 石头 跳 到 另 一 块 石 头 . 这 些 地 方 都 注 上 了 “[ 练 习 ]” 标 记 ; 它们 通常 只 





在 论证 进展 中 , 时 常 有 意 地 放 上 一 两 块 风 辑 的 垫 脚 石 , 放 得 相当 远 , 你 需要 停 一 下 ， 





















































计算 , 稍微 想 一 想 就 行 了 . 























这 样 就 进 到 真正 的 习题 , 它们 放 在 每 一 章 末 尾 . 我 相信 , 求解 一 个 问题 最 本 质 











的 前 提 是 有 




















用 到 的 重要 事 
在 求解 这 些 问 题 的 过 程 中 , 读者 会 自动 地 发 展 出 恰当 的 计算 技巧 , 男 一 方面 , 在 大 
若 习题 中 我 的 意图 正 是 要 表明 几何 思维 时 常 可 以 代 痊 见长 的 计算 . 
书 中 凡 标 有 星 号 (*) 的 部 分 初 读 时 均 可 略 去 , 如 果 你 真 想 读 加 了 星 号 的 某 节 ， 
岂可 以 略 去 加 了 星 号 的 任何 小 节 . 然而 请 注意 , 加 了 星 号 的 部 分 不 一 定 比 其 他 部 分 
更 难 , 也 不 一 定 没有 什么 意思 或 不 其 重要 . 











种 愿望 要 去 找到 解答 , 所 以 我 尽力 给 出 一 些 能 激 起 好 奇 心 的 习题 








题 . 这 








些 习题 比 通 常 所 见 范围 广 得 多 , 而 且 在 其 中 又 时 常会 确立 一 些 以 后 在 正文 中 会 自 
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实 . 我 一 方面 避免 了 那 种 从 头 至 尾 就 只是 例 行 计算 的 问题 , 并 且 相信 

























































































。 怎 样 教 这 本 书 





全 书 大 约 可 在 一 年 内 教 完 . 如 果 想 开 














一 学 期 的 课程 , 首先 必须 确定 , 把 这 门 复 


分 析 教 成 什么 类 型 的 课程 , 然后 选 定 教 这 本 书 的 路 径 . 我 这 里 只 提出 3 种 可 能 的 


路 径 . 


传统 课程 . 第 1~9 草 , 略 去 所 有 加 星 号 的 材料 (例如 第 6 章 全 章 ) . 
向 量 场 课程 . 为 了 利用 Polya 向 量 场 方法 所 提供 的 使 复 积 分 可 视 化 的 好 处 ， 


可 以 仍 按 上 述 的 “传统 课程 ”来 教 , 但 略 去 第 9 章 而 加 上 第 10~11 y 


















































星 号 的 部 分 . 











FP 未 加 


非 欧 几 何 课 程 . 可 以 不 教 所 有 关于 积分 的 材料 , 集中 注意 默 比 乌 斯 (Mabius) 


变换 和 非 欧 几 何 . INAT I PN TSAR AY 
学 最 重要 的 部 分 , 同时 又 是 在 本 科 生 教材 中 几乎 被 完全 忽视 了 的 部 分 . 但 五 
究 生 水 平 的 著作 又 总 是 假设 你 已 经 在 本 科 各 
第 22 条 军 规 的 又 一 个 例子 ! 

这 种 课程 可 以 这 相 





























来 教 : 第 1 章 全 部 ; 第 2 章 无 星 号 部 分 ; 














。 省 略 与 致 痰 


如 果 你 和 我 一 样 ， 相信 数学 和 物理 学 最 终 是 统 
所 起 的 作用 而 深 感 复数 之 必要 性 ， 同 
究 也 ( 越 来 越 有 力 地 ) 表明 , 复数 在 管 
H. HEH, 如 果 物 质 和 时 空 的 规 得 
上 控 讨 这 些 问题 , 我 们 只 能 向 有 兴 





论 规律 中 也 起 同样 的 
则 很 可 能 只 有 在 复数 的 援助 之 下 才 行 . 本 书 不 可 和 

















第 3 BAA 
包括 加 了 星 号 的 各 节 , 但 是 (也 可 以 ) 略 去 加 了 星 号 的 小 节 ; 第 4 章 全 部 ; 
第 6 章 全 部 , 包括 加 了 星 号 的 各 节 , 但 是 (也 可 以 ) 略 去 力 小 




















辖 物质 的 量子 力学 规 得 
(Roger Penrose) KERE 


















































了 分 可 能 是 它 对 于 现代 数学 和 物理 









































阶段 见 到 了 其 主要 思想 : 这 是 








= 
W. 


0 了 星 号 的 


的 , 那么 你 会 因为 复数 在 统 


样 , 罗 杰 WOM 
害 时 空 结构 的 相对 

















趣 的 读者 推荐 以 下 著作 : Feynman [1963, 1985], Penrose [1989, 19 








Rindler [1984]. 


一 个 更 严重 的 省 略 是 本 
论 它 , BERANI 
T. 然而 , 到 本 书写 成 时 , 这 部 分 内 容 的 架构 大 间 
完成 的 书 中 . 特别 地 , 我 希望 有 兴趣 的 读者 会 发 现 , 本 






























































最 终 会 得 到 统一 ， 


94] 和 Penrose and 





缺少 了 对 黎 曼 曲面 的 讨论 . 我 原 打 算 在 最 后 一 章 来 讨 
此 的 处 理 必 定 导 致 全 书 不 合理 的 膨胀 时 , 这 个 计划 就 被 放弃 
分 已 经 措 建 起 来 了 , 且 仍 保留 在 已 












































对 物理 学 的 洞察 是 有 帮助 的 , 而 在 Klein [1881] 中 对 此 有 所 阐述 . 








[1957, 第 1 章 ], 它 基本 | 





我 以 为 数学 史 对 ] 












































最 后 3 章 对 理解 黎 曼 最 初 





也 可 参看 Springer 


上 复述 了 Klein We, 又 加 上 了 一 些 很 有 好 处 的 评述 . 
晶 解 数学 的 现状 与 其 未 来 的 轨迹 都 是 不 可 或 缺 的 工具 . 遗憾 的 





是 , 我 在 本 书 中 只 能 略微 触及 一 点 历史 事实 , 我 只 能 推荐 读者 去 读 J. Stillwell 的 一 























KEP (BUA RIE) (Mathematics and Its History) , 即 文献 中 的 John Stillwell 





























他 数学 领域 的 联系 . 

















1989]. 说 真 的 , 我 强烈 喜 励 你 随 本 书 一 起 读 它 : 它 不 仅 追 溯 和 解释 了 复 分 析 的 发 
展 , 还 探讨 和 说 明了 它 和 
我 愿 向 专业 的 读者 致歉， 





因为 我 发 明了 一 个 词 :“ 伸 扭 ” Camplitwist) [第 4 章 ] 


作为 “导数 ”的 同 义 语 , 我 从 “伸缩 ” (amplification) 和 “扭转 ” (twist) 两 字 中 各 

















取 部 分 凑 在 一 起 , 创造 了 
造 了 这 样 一 个 词 的 . 如 果 不 



































样 做 的 用 意 ! 附带 说 一 下 , 还 有 一 个 先例 可 为 “ 伸 扭 ? 
Klein) MEKIH EE (Bieberbach) 等 人 的 老 德国 学 派 也 造 了 一 个 类 似 的 词 . 他 们 用 
的 是 “eine Drehstreckung”, 即 | 


就 我 所 知 , 本 书 中 很 大 一 部 分 几何 的 事实 和 论证 都 是 新 的 . 我 在 正文 中 没有 强 














词 辩解， 




















“drehen” (扭转 ) JI “strecken” 


























扭 ” 这 个 新 词 . 我 只 能 说 , 我 是 在 教学 过 程 中 不 得 已 才 
用 这 样 的 词 来 讲授 本 书 的 思想 , 那 你 很 快 就 会 明白 我 这 





那 就 是 殉 莱 因 CF. 

















( 拉 伸 ) 合成 . 























调 这 一 点 , 是 因为 这 样 做 没有 意思 : 学 生 们 不 需要 知道 这 些 , 而 专家 们 不 说 也 知道 . 
然而 , 如 果 一 个 思想 显然 是 不 同 寻常 的 , 而 我 又 知道 别人 曾经 发 表 过 , 我 都 会 努力 
做 到 功 归 应 得 者 . 

在 重新 思考 这 么 多 经 典 数 学 时 , 无 疑 会 犯错 误 ; 责任 全 在 我 个 人 . 感谢 大 家 指 
出 些 错 误 , 我 将 接受 并 修正 . 

本 书 无 疑 还 有 许多 未 曾 发 现 的 毛病 , 但 是 有 一 桩 “罪行 ”是 我 有 意 去 犯 的 , 对 此 
我 也 不 后 悔 有 许多 论证 是 不 严格 的 , 至 少 表面 上 看 是 如 此 . 如 果 你 把 数学 仅仅 看 
成 人 类 的 心智 所 创造 的 , 是 发 屎 可 危 的 高 答 的 建筑 物 , 这 就 是 一 桩 严重 的 罪行 . 追 
求 严格 性 就 好 比 绞 尽 脑汁 来 维持 这 幢 建 筑 物 的 稳定 , 以 防 整 个 建筑 物 在 你 映 旁 表 然 
倒塌 . 然而 , 如 果 你 和 我 一 样 , 相信 我 们 的 数学 理论 只 不 过 是 试图 获取 一 个 柏拉图 
式 世 界 的 某 些 侧面 , 这 个 世界 并 非 我 们 创造 的 , 我 就 会 争论 说 , 开始 时 缺少 严格 性 ， 
只 不 过 是 付出 了 小 小 的 代价 , 使 得 读者 能 比 采 用 其 他 方式 更 直接 更 愉快 地 看 透 这 个 
世界 . 

























































































































































































































































































特 里 斯 坦 ” 尼 达 姆 
1996 年 6 月 于 加 州 旧金山 





HI 





BY 


谢 


E, 我 最 要 感谢 的 人 是 Stanley Nel 博士 , 他 是 我 的 朋友 、 我 的 同事 和 我 的 系 

















主任 , 他 以 这 三 种 身份 帮助 我 完成 了 本 书 . 作为 朋友 , 他 在 我 进展 缓慢 情绪 不 高 时 


给 我 以 支持 ; 作为 数学 同事 , 他 读 了 本 书 的 大 部 分 内 容 并 提出 了 有 益 的 建议 ; 作为 


RE, 











他 不 断送 给 我 性 能 越 来 越 强 的 计算 机 , 而 当 美 国 移民 
国人 来 取代 我 的 职务 时 , 他 成 功 地 为 我 力争 . 为 了 这 一 切 , 还 有 许多 其 他 








的 事 , 我 向 他 深 致谢 意 . 





























作 之 频繁 , 可 以 看 到 我 认为 其 价值 之 大 . 同村 


却 仍然 力求 学 习 并 采用 他 的 处 型 








lf, 我 虽然 没有 他 那 利 








局 要 求 用 “同样 有 资 








其 次 , 我 要 感谢 Monash 大 学 的 John Stillwell 教授 . 从 我 在 下 文中 引用 他 的 著 












































行文 简洁 的 才能 ， 














LE 方式 , 以 便 能 为 数学 概念 找 回 真 义 . 最 后 , RAK 




















于 他 最 大 也 最 具体 的 在 于 , 他 在 各 章 文稿 写 完 之 时 就 阅读 了 它们 


没有 见 过 面 ! 本 书 多 处 有 赖 于 他 的 许 许多 多 有 益 的 建议 与 改正 . 
我 觉得 我 能 够 来 到 旧金山 大 学 数学 系 是 很 幸运 的 . 这 里 完全 没有 政治 和 人 事 














上 的 纠葛 、 对 抗 以 及 种 种 学 术 界 





















































, 而 我 们 两 人 一 直 




















的 坏 风 气 . 我 要 感谢 所 有 的 同事 们 , 他 们 创造 了 一 


个 如 此 友好 的 气氛 , 使 我 可 以 在 其 中 工作 . 我 想 特别 致谢 以 下 诸位 : 


Nancy Campagna 辛勤 地 读 了 一 半 校 样 


Allan Cruse 和 Millianne Lehmann 不 仅 在 他 们 担任 系 主任 期 间 应 多 了 我 所 























有 关于 软件 的 需求 , 而 且 从 我 到 美国 起 就 一 直 给 我 善意 的 、 明 智 的 建议 ; 
James Finch 在 我 用 ATEX 编辑 本 书 时 以 耐心 和 专长 克服 了 种 种 问题 


Robert Wolf 在 图 书馆 里 建立 了 一 个 很 好 的 数学 藏书 ; 
































Paul Zeitz 对 于 我 和 我 力求 达到 的 价值 观 有 很 大 的 信任 , 感谢 他 的 具体 建 


议 与 更 正 , 他 有 















































勇气 作为 除 我 之 外 第 一 个 使 用 本 书 各 章 来 教 复 分 析 的 人 . 





我 要 诚挚 地 感谢 Santa Clara 大 学 的 Gerald Alexanderson 教授 , 他 在 读 到 最 初 


儿 章 时 就 给 了 我 吉 





出 版 让 我 特别 高 兴 和 和 登 ， 

















励 , 后 来 又 做 了 许多 善意 的 事 . 
我 永远 感谢 我 在 牛津 大 学 Merton 学 院 受 到 的 教育 , 本 : 
心 ， 我 要 特别 感谢 前 高 级 数学 编辑 Martin Gilchrist 博士 ， 
我 一 开始 把 关于 这 本 书 的 想法 告诉 他 时 , 就 得 到 了 他 热忱 的 鼓励 


























能 在 牛津 大 学 出 版 社 








当 我 1989 年 第 一 次 从 英国 来 到 旧金山 大 学 时 , 我 还 没有 见 过 计算 机 . 现在 牛 





就 说 明 自 那 以 来 我 已 走 了 多 么 远 . 


时 , 他 还 
















































































津 大 学 出 版 社 能 够 直接 从 我 用 因特网 传送 的 PostScript@ 文档 来 印 这 本 书 , 这 件 事 
这 一 切 我 都 要 感谢 James Kabage. 当 我 们 相识 
只 是 一 名 研究 生 , 但 很 快 就 逐 级 升任 为 网 络 服务 中 心 主 牺 





E. 尽管 如 此 , 他 毫 





xii 致 ” 谢 








不 犹 殉 地 在 我 的 办 公 室 里 一 待 就 是 几 个 小 时 , 解决 我 新 近 遇 到 的 硬件 和 软件 问题 . 
他 总 是 用 额外 的 时 间 回 我 解释 他 的 解决 方法 的 道理 , 这 样 我 就 成 了 他 的 学 生 . 

我 要 感谢 旧金山 大 学 信息 技术 服务 中 心 行政 主任 Benjamin Baab 博士 . 尽管 
他 已 吴 居 高 位 , 但 总 愿意 的 起 袖子 来 帮 我 解决 有 关 微 软 产 品 的 难题 . 

我 诚挚 地 感谢 多 才 多 艺 的 网 页 管理 员 Eric Scheide, 他 为 我 编写 了 一 个 极其 
活 的 Perl 程序 , 大 大 加 快 了 索引 的 编制 . 

我 感谢 麻 省 理工 学 院 的 Berthold Horn 教授 , 因为 他 创造 了 了 不 起 的 Y&Y TEX 
System for Windows, 他 大 度 地 帮 我 解决 许多 TEX 方面 的 问题 ; 他 也 乐意 地 采纳 了 
我 关于 改进 这 个 软件 的 几 个 建议 , 而 我 认为 这 个 软件 是 TEX 世界 的 奔驰 汽车 . 

我 同样 要 感谢 Lascaux Graphics 公司 的 Martin Lapidus, 他 把 我 的 许多 建议 采 
纳 进 了 他 的 “f(z)” 程 序 , 使 之 成 为 我 写 这 本 书 的 更 好 的 工具 . 
本 书 在 最 新 印刷 中 做 了 许多 更 正 . 其 中 大 多 数 是 由 读者 指出 的 , 我 非常 感谢 他 
们 的 努力 . 虽 不 能 列 出 他 们 每 个 人 的 名 字 , 但 我 必须 承认 R. von Randow 博士 独立 
地 指出 30 多 处 错误 . 
作为 罗 杰 ” 绢 罗 斯 的 学 生 , 我 有 和 幸 目 睹 他 是 怎样 在 黑板 上 进行 美丽 作 图 来 有 声 
地 说 出 自己 的 思想 的 . 在 这 个 过 程 中 , 我 越 来 越 相 信 , 如 果 一 个 人 足够 努力 , 也 足够 
聪明 , 那么 每 一 个 数学 的 神秘 都 能 用 几何 推理 来 解决 . 乔治 ” 伯 内 特 -斯 图 尔 特 和 
我 在 同 为 彭 罗斯 的 学 生 时 就 成 了 好 朋友 . 在 我 们 关于 音乐 、 物 理 和 数学 的 无 穷 无 尽 
的 讨论 中 , 乔治 帮助 我 净化 了 我 对 数学 本 性 的 概念 , 也 帮 我 弄 清楚 了 在 这 个 学 科 里 
什么 才 是 可 接受 的 . 我 把 本 书 的 献 词 送 给 这 二 位 师 友 亦 不 足以 回报 我 有 负 于 他 们 
之 处 . 

好 几 位 朋友 帮助 我 克服 了 我 杀 爱 的 母亲 Claudia 去 世 带 给 我 的 悲伤 . 除了 我 的 
兄弟 Guy 和 父亲 Rodney 之 外 , 我 要 特别 感谢 Peter. Ginny Pacheco 和 Amy Miller, 
没有 他 们 的 爱心 抚慰 , 我 不 知道 我 能 做 出 什么 . 

最 后 , 我 要 感谢 爱 妻 Mary. 在 我 写 这 本 书 时 , 她 容忍 我 装 作 认为 科学 是 一 生 中 
最 重要 的 事 . 现在 书 已 经 写 完了 , 正 是 她 每 日 每 时 都 向 我 证 明 , 还 有 比 科 学 更 重要 
的 东西 . 
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第 1 章 ”几何 和 复 算术 


1.1.1 历史 的 概述 


从 最 初 发 现 复数 以 来, 已 经 过 了 4 个 半 ; 
个 词 讲 的 是 一 个 形 如 a 十 记 的 整体 , 这 里 a,b 是 通常 的 实数 , 而 i 和 
都 不 同 , 具有 记 = -1 这 个 性 质 ， 这 个 发 现 最 终 对 整个 数学 有 深远 的 影 | 











原来 根本 不 同 


的 东西 统一 








的 好 结局 














事实 


上 故事 还 在 继 


1.1 5l 
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起 来 , 解释 了 许多 原来 似乎 不 能 
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痛苦 . 说 真 的 , 与 19 世纪 以 后 所 取得 的 进展 比较 ， 


乎 没有 进展 ， 


在 那些 如 篆 卡 儿 、 费 马 、 























天 才 出 生 而 又 逝去 的 年 代 里 , 复数 怎么 











但 是 从 复数 最 初 发 现 以 来 , 进展 
复数 生存 的 前 





大 的 智者 甚至 还 有 和 牛顿 这 检 


理解 的 事情 . 





hed. 现在 , 读者 可 能 已 经 知道 , 复数 这 


任何 普通 的 数 
向 , 把 许多 
尽管 有 这 样 
慢 得 令 人 
250 年 里 , 可 以 说 几 
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1545 年 出 版 的 卡 丹 诺 
卡 丹 诡 的 著作 中 , 这 利 
IMA. 我 们 将 会 
第 一 次 对 复数 进行 了 实际 
HO 复数 是 自己 的 创新 , 说 “所 有 这 些 似乎 是 以 诡辩 而 不 是 以 
1702 年 , 莱 布 尼 欧 还 把 -1 的 平方 根 描述 为 “4 
这 种 情绪 似乎 也 在 这 个 
讨论 了 复数 , 复数 仍 被 称 为 “不 可 能 数 ” 或 “虚数 ” (imaginary) , 很 不 笠 , 后 
词 直到 今天 仍然 残留 着 . ”甚至 到 1770 4 
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生 证 . 然而 ， 
摸 又 没有 用 处 





(L’Algebra) 一 书 
认 〈 至 少 一 开始 是 这 档 
真理 为 基础 的 ”. 


存在 之 间 的 两 
































即使 在 
EF” 而 加 
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晚 到 
栖 类 ”. 

















E 都 完全 沉 用 


案 似乎 在 于 这 机 
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台 得 到 的 并 不 是 拥抱 ， as 
CHI (KA) CArs Magna) 一 
F 数 也 是 一 被 
看 到 , 庞 贝 利 "在 他 157 
的 计算 . 
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B, 通 第 被 认为 是 复数 的 出 
ARB ATE “BEA AT HE 
2 年 出 版 的 《代数 》 
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T, 创 


不 很 混乱 , 甚至 像 欧 拉 这 样 











新 者 似乎 还 否 





介 平 存在 与 不 











eee 哪怕 是 
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伟大 的 



































































































































@ Girolamo Cardano, 1501—1576, 意大利 数学 家 对 于 本 书 中 讲 到 的 许多 数学 家 , 除了 少数 几 
个 最 著名 的 以 外 , 译 者 都 试 着 写 出 他 们 的 全 名 、 国 籍 和 生 座 年份. 有 些 还 加 了 一 些 说 明 . 这 些 , 特别 
是 某 些 “形容 词 ” 由 译 者 附 上 并 对 此 负责 . 一 一 译 者 注 

@ Rafael Bombelli, 1526—1572, 意大利 数学 家 . 译 者 注 

© 然而 现在 虚数 (或 纯 虚 数 ) 是 指 i 的 实数 倍 , 而 不 是 指 整个 复数 . 附带 说 一 下 , 引进 “实数 ”这 个 词 
正 是 为 了 想 把 它 与 “虚数 ”区 别 开 来 .虚数 的 “ 虚 ” 字 在 笛 卡 儿 那 里 是 用 的 imaginary. imaginary 
一 词 既 指 “ 虚 幻 的 "， 又 指 “ 想 象 中 的 "” “图 形 中 的 "， 第 卡 儿 原 来 是 在 后 一 个 意义 下 使 用 它 的 ， 即 
强调 只 能 在 几何 中 理解 . 译 者 注 ) 
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数学 家 还 错误 地 去 论证 V-2V-3 = V6. 

麻烦 的 根源 似乎 来 自 心 理 上 或 哲学 上 如果 谁 也 不 知道 怎样 回答 “什么 是 复 
数 ” 这 个 问题 , 怎么 可 能 热情 而 有 信心 地 去 研究 这 些 事 情 呢 ? 

直到 18 世纪 末 , 这 个 问题 才 有 了 令 人 满意 的 答案 .” 韦 塞 尔 ”、 阿 尔 冈 ”和 高 斯 
相继 独立 然而 很 快 一 个 接 一 个 地 认识 到 , 可 以 给 复数 一 个 简单 的 具体 的 几何 解释 
即 平面 上 的 点 (或 向 量 ): 应 该 把 a + ib 这 个 神秘 的 东西 看 成 zy 平面 上 以 (a,b) 为 
坐标 的 点 , 或 等 价 地 看 成 连接 原点 到 此 点 的 向 量 . 见 图 1-1. 这 样 来 看 待 的 平面 记 
VEC, 并 称 为 复 平面 . 
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对 两 个 复数 的 加 法 和 乘法 现在 也 可 以 赋予 确定 的 几何 意义 , 即 解释 为 平面 上 相 
应 的 点 (或 向 量 ) 的 几何 运算 . 图 1-2a 演示 了 加 法 的 法 则 : 
两 个 复数 之 和 A 十 B 由 通常 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 给 出 . (1.1) 


注意 , 这 与 图 1-1 是 相 容 的 , 因为 (举例 来 说 ) 4 十 3i 确实 是 4 与 3i 之 和 . 
图 1-2b 画 出 了 不 那么 明显 的 乘法 法 则 : 

4 刀 之 长 是 4 之 长 与 已 之 长 的 乘积 , AB 的 辐 角 是 A 与 BB 的 

辐 角 之 和 . 


这 个 法 则 并 不 是 由 图 1-1 就 可 以 看 出 的 . 但 是 要 注意 它 至 少 与 图 1-1 不 矛盾 ，( 举 
例 来 说 ) 3i 确实 是 3 与 i 的 乘积 , 请 读者 自己 验证 . i 与 自身 的 乘积 是 一 个 更 加 令 
人 兴奋 的 例子 . 因为 i 有 单位 长 而 ASIA (x/2), P ERA FMK w. 所 以 
i? =-1, 

韦 蹇 尔 和 阿尔 冈 虽 然 发 表 了 这 个 几何 解释 , 却 未 引起 注意 , 但 是 高 斯 的 名 声 ( 当 
时 已 和 今天 一 样 显赫 ) 保证 了 “复数 作为 平面 上 的 点 ”得 到 广泛 传播 而 普遍 为 人 接 
受 . 比 起 这 个 新 解释 看 来 不 那么 重要 (人 至少 一 开始 显得 如 此 ) 的 是 这 样 一 个 事实 ; 




































































(1.2) 







































































































































































© Wallis 在 1673 年 几乎 碰 上 了 这 个 结果 . Stillwell [1989, 第 191 页 ] 讨论 了 这 个 有 趣 的 几乎 被 弄 糊涂 




















了 的 事 . 
@ Caspar Wessel, 1745—1818, 挪威 测量 学 家 . 一 一 译 者 注 
® Jean-Robert Argand, 1768—1822, 法 国会 计 . 一 一 译 者 注 














@ 也 称 为 高 斯 平面 或 阿尔 冈 平面 . 


























现在 终于 有 了 某 种 办 法 使 这 种 数 有 意义 了 一 一 它们 现在 终于 成 了 合法 的 研究 对 象 
T. 不 管 怎么 说 , 伟大 发 现 的 闸门 即将 开启 . 








da 





















































新 理论 ( 即 现在 所 谓 复 分 析 ) 却 发 
黎 曼 等 人 得 出 ) 是 在 1814~18 




















图 1-2 














tk 识 花 了 2 个 半 世 纪 还 多 , 但 是 怎样 用 这 些 数 做 微 积分 的 美丽 的 
展 得 快 得 令 人 吃惊 . 绝 大 多 数 基本 结果 C 
51 年 得 到 的 一 一 期 间 还 不 到 40 年 ! 
































柯 西 、 


对 这 门 学 科 的 历史 肯定 可 能 有 别 的 看 法 . 例如 Stewart and Tall [1983, 第 7 页 ] 














指出 , 比 之 复 分 析 的 爆炸 式 发 展 ， 


























几何 解释 就 不 那么 重要 了 .“ 但 是 有 


























到 , 如 果 事 先 不 具备 复 平 面 的 几何 知识 , 黎 曼 的 思想 是 完全 不 可 能 区 





1.1.2 ” 庞 贝 利 的 “奇想 ” 











E NA/ 六 日 
点 必须 提 


复 分 析 的 力量 和 美丽 最 终 来 自 乘法 法 则 (1.2) 和 加 法 法 则 (1.1). 这 些 法 则 最 初 











是 由 庞 贝 利 以 符号 规则 的 形式 
是 凭空 抓 出 来 了 这 些 法 则 , 所 以 我 们 再 四 
许多 教科 书 都 按 一 种 方便 的 历史 虚构 来 引入 复数 , 即 以 求解 二 次 方程 














似乎 】 














为 基础 . 大 约 在 公元 前 2000 年 , 就 已 经 知道 这 利 


公式 





























为 需要 方程 (1.3) 
16 
这 种 解 , 说 它 是 “没有 


有 人 解 ， 






































qg = 
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HAY, 到 两 个 多 世纪 以 后 才 出 现 
到 16 世纪 以 便 型 



































图 1-2. 
E 解 其 代数 根源 . 
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w= mt E 








(m+ Vin? + 4c) 
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做 . 对 于 古 希 
并 不 是 
(1.3) 可 以 看 成 求 抛物 线 y 
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他 们 的 论据 , 我 们 有 一 点 必须 提出 





抗议 : Wallis 在 1673 4 
























































Al 
但 是 这 种 论据 在 今天 也 和 在 
引出 ， 卡 丹 诺 毫 不 迟疑 地 据 弃 


由 不 去 这 样 





可 问题 的 载体 . 例如 
<| 1-3a. 











FE 并 没有 得 到 几何 解释 , 见 上 页 脚注 











因为 原来 


(1.3) 
方程 的 一 种 解法 , 它 等 价 于 现代 的 


但 是 如 果 m + 4c 为 负 会 如 何 ? 正 是 这 个 问题 使 得 卡 丹 诺 考虑 负数 的 平方 根 . 到 这 
一 步 为 止 , 这 些 教科 书 在 历史 方面 都 是 正确 的 , 但 是 
就 迫使 我 们 严肃 地 考虑 复数 . 
此 纪 一 样 , 几乎 没有 什么 分 量 . EKE, 我 们 已 经 
Ab” AY. 

并 不 是 卡 丹 诺 缺 少 继续 追究 这 件 事 所 需 的 想象 力 ， 而 是 他 很 有 到 
IEA, 数学 就 是 几何 学 的 同 义 语 , 所 以 , 如 (1.3) 那样 的 代数 关系 式 
革 为 代数 问题 来 看 待 的 , (1.3) 只 是 解决 一 个 真正 的 几 
与 直线 y 


? 


4 第 1 章 几何 和 复 算 术 








在 Ly 的 情况 下 , 问题 6 











实 有 解 ; 从 代数 J 











上 式 给 出 . 在 Do 的 情况 下 , 这 个 问题 显然 没有 解 ; 从 代数 











Eii, (m? + 4c) > 0, 而 两 个 交点 则 
Lit, (m? + 4c) < 0, 公式 








中 出 现 了 “不 可 能 ”的 数 正确 地 宣示 了 解 的 不 存在 . 


















































































































































1-3 
并 不 是 二 次 方程 迫使 我 们 严肃 地 考虑 复数 , 而 是 三 次 方程 
x? = 3px + 2q 

迫使 人 们 这 样 做 . [习题 1 表明 , 一 般 的 三 次 方程 都 可 以 化 为 这 种 形式 .] 这 个 方程 代 
表 求 一 条 三 次 曲线 y = za3 与 直线 yy = 3pz + 24 的 交点 . 见 图 1-3b. 卡 丹 诺 的 《大 
术 》 一 书 以 菲 洛 “和 塔 塔 里 亚 “ 的 工作 为 基础 , 证 明了 这 个 方程 有 以 下 的 著名 解 式 
[见习 题 2): 

w= fq Ey- p31 /q Va — pe. (1.4) 











请 读者 









































先 注意 , HA y 
x? = 15x + 4, 得 出 





H z3 = 6z 十 6 去 试 一 试 . 
这 个 公式 出 现 大 约 30 年 后 , 庞 贝 利 看 出 来 它 有 一 些 奇怪 的 那 论 式 的 地 方 . 
3px 十 29 满足 P > e, 则 公式 中 出 现 复数 . 例如 庞 贝 利 考虑 了 








z= V241lit YH 11i. 














在 图 1-3a F, 出 现 复数 表示 几何 问题 无 解 , 但 在 图 








相交 ! 事实 上 , 检验 一 下 庞 贝 利 的 例子 就 会 给 出 x = 4. 


庞 贝 利 在 与 这 个 悖 论 斗 争 
2 一 11i 二 2 一 ni, 说 不 定 就 会 给 出 x = 4. 当然 , AT 
复数 A =a+ 记 与 B=5b+ 匀 的 加 法 需 服 从 一 个 似乎 近 必 


A+ B=(a+ia) + (b+ ib) = (a+b) +i(a+ b). 





® Scipione del Ferro, 1465—1526, 意大利 数学 家 . 一 一 译 者 注 
®© Tartaglia, 真名 Nicolo Fontana, 1500 一 1557, 意大利 数学 家 , 他 





人 





吃 者 ”. 








译 者 注 









































ye 
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1-3b 中 , 这 条 直线 一 定 会 与 曲线 





























H, 忽 发 “奇想 ”: 如 果 在 上 式 中 设 &%2 十 11i = 2+ ni, 
使 此 法 可 行 , 他 必须 假设 两 个 

理 理 的 法 则 : 
D b (1.5) 




















IZ, tartaglia 就 是 意大利 语 


1.1 引 言 


5 





其 
此 


利 


这 个 法 则 判明 了 他 的 “奇想 ”胜利 , 因 
验证 . 


际 


进 


面 有 兴趣 的 读者 , 可 以 在 Stillwell [1989] 中 找到 
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HE 
估 

















次 , 如 果真 正 有 一 个 值 n 能 使 V3 十 11i = 24 ni, 他 就 必须 去 计算 (2 + in)3. 为 












































, 他 假设 可 以 像 通常 代数 中 那样 把 括号 乘 开 , 于 是 


(a + ia)(b + ib) = ab + i(ab + Gb) 
































+a. 


H i? = 1, 他 得 出 结论 说 两 个 复数 的 乘积 应 由 下 式 给 出 : 
AB = (a + ia)(b + ib) = (ab — Gb) + i(ab + Gb). 
为 现在 他 能 够 证 明 (2 + i)8 = 2 十 11i, 请 自行 











(1.6) 

















尽管 复数 本 身 仍然 是 神秘 的 , 然而 庞 贝 利 关于 三 次 方程 的 工作 证 实 了 , 完全 实 














的 问题 也 需要 用 复 算术 来 求解 . 





复数 理论 以 后 的 发 展 也 和 它 的 诞生 一 样 , 是 与 数学 其 他 领域 GE 
展 密 不 可 分 的 . 令 人 遗憾 的 是 , 我 们 在 本 书 中 只 能 稍微 触及 这 些 问 题 , 对 于 这 方 
J 有 关 这 些 相 互联 系 的 完全 |] 









































的 讨论 . 重复 一 下 在 前 言 中 说 过 的 , 把 Stillwell 的 
计 也 不 过 分 . 








1.1.3 一些 术 语 和 记号 





现在 , 我 们 把 历史 放 在 一 边 来 介绍 描述 复数 的 现代 术语 和 记号 . 这 些 都 概括 在 





























与 本 ; 

















LE 学 ) 的 


晶 引 人 入 


一 起 读 , 其 价值 怎么 




























































































下 表 中 , 并 在 图 1-4 中 绘 出 . 
名 称 a x ic 号 
z 的 模 z WKE r |z| 
2 的 辐 角 z 的 角度 6 arg(z) 
z 的 实 部 z 的 z 坐标 Re(z) 
z 的 虚 部 z H y 坐标 Im(z) 
实 轴 实数 的 集合 
虚 轴 虚数 的 集合 
z WSS GE z 对 实 轴 的 反射 z 


有 





Ed 
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I) 


























从 一 开始 就 把 复数 〈 按 几何 观点 ) 看 成 一 个 不 可 分 的 整体 , 即 平面 上 一 点 , 是 

















好 处 的 . 具有 当 我 们 用 数值 坐标 来 描述 此 点 时 , 复数 才 成 为 “复合 





























和 地 说 , C 被 说 成 是 二 维 的 , 意 为 需要 两 个 实数 〈 即 坐标 ) 来 标记 它 , 至 了 
全 由 我 们 目 己 决定 . 









































的 ” 数 . 更 准 
F 如 何 标记 ， 


FATE BR ULAB bn CSD x 和 虚 部 y) 把 复数 写成 z = a tiy, 只 是 标记 方法 之 一 . 
我 们 处 理 复数 的 加 法 时 , 这 是 很 自然 的 标记 , 因为 (1.5) 说 明 A+B 的 实 部 和 有 

















ae lk 








TEE A 和 B 的 实 部 和 虚 部 分 别 相 加 而 得 . 
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MV. 
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z=attiy=rZ0 
? 


y=Im(z)=z 的 虚 部 





实 轴 








z=z 的 复 共 辆 =z 一 这 


图 1-4 


晶 是 在 乘法 情况 下 , 币 卡 儿 标 记 法 就 不 再 是 自然 的 了 , 因为 它 给 出 拖 省 而 且 没 
有 启发 性 的 法 则 (1.6). 简单 得 多 的 几何 法 则 (1.2) 使 我 们 看 得 很 清楚 , 我 们 应 该 用 
极 坐标 来 标志 一 个 典型 的 点 z :7 = Jel, 9 = arg z. 我 们 现在 可 以 把 z 写作 z=7Z9 
而 不 是 z = r tiy, 这 里 符号 和 用 于 提醒 我 们 0 是 z 的 角度 . [虽然 现在 还 有 人 使 用 
这 种 记号 , 但 是 我 们 只 是 暂时 用 一 下 ; 本 章 稍 后 我 们 将 发 现 一 个 好 得 多 的 记号 〈 标 
准 的 记号 ), 而 且 本 书 以 后 就 一 直 使 用 它 .] 几何 乘法 法 则 (1.2) 现在 就 有 了 简单 的 
形式 
































=> 



















































































































































































(R2Z¢)(rZ0) = (Rr)Z(¢ + 8). (1.7) 
和 笛 卡 儿 标 记 x 十 iy 一 样 , 一 个 给 定 的 极 坐标 标记 Zo 就 确定 了 唯一 的 点 , 但 
Æ CSTE RULED AAD, 一 个 给 定 的 点 并 没有 唯一 的 极 坐标 标记 . 因为 任意 两 个 
相差 2r 的 整数 倍 的 角度 表示 同样 的 方向 , 所 以 一 个 给 定 的 点 可 以 有 无 穷 多 个 不 同 
的 标记 : 
-- = rL(0 — 47) = rZ(6 — 27) = r0 = rL(0 + 27) =7Z(0 二 4r) = 


当 我 们 的 学 科 逐 步 展 开 时 , 关于 角度 的 这 个 简单 事实 会 越 来 越 重要 . 
笛 卡 儿 坐 标 和 极 坐 标 是 标记 复数 最 通常 的 方法 , 但 在 第 3 章 中 我 们 将 遇 到 一 
个 特别 有 用 的 方法 一 一 “和 球 极 ”坐标 . 
1.1.4 ”练习 

在 继续 往 下 读 之 前 , 我 们 强烈 建议 你 彻底 弄 明 白 至 今 引入 的 概念 、 术 语 和 记号 ， 
直到 自如 运用 . 为 此 , 请 试 着 用 几何 方法 〈 以 及 /或 者 用 代数 方法 ) 把 下 面 每 个 事实 
都 弄 得 确实 无 疑 : 


Re(2) = 5(2+2), Im()= 去- 习 ， 加 = Vere, 










































































































































































































































































zz = |z|?, rZ6=r(cosO + isin), 














cos PESE eee es E ee 
用 关系 式 (1/z)z = 1 来 定义 2 可 得 a a N 
Rọ R l ok, t Y 
r0 SN 9), r+iy «2+? ‘e+ ye’ 





(’4+it*=-4, (+i) =-281+1, (1 上 +iV3)6 = 2%, 


i 3)3 1)3 See 
iN = Ai, eo V2Z—(x/12), TZ =rZ(-6), 


z1 F22 = 21 +20, Z122 = 2122, 21/22 = 21/22: 


最 后 还 有 所 谓 的 广义 三 角 不 等 式 








[z1 + 22+ +++ + Zn] S [zal + [22| +--+ + [en]. (1.8) 
等 号 何 时 成 立 ? 
1.1.5 ”符号 算术 和 几何 算术 的 等 价 性 
我 们 一 直 在 交换 地 使 用 符号 法 则 (1.5)(1.6) 与 几何 法 则 (1.1)(1.2), 现在 我 们 要 
证 明 二 者 等 价 , 因此 这 种 交换 使 用 是 合理 的 . 加 法 法 则 (1.1) 与 (1.5) 的 等 价 性 对 于 
学 过 向 量 的 人 是 熟悉 的 , 对 其 他 人 , 不 管 怎么 说 , 验证 一 下 也 是 直截了当 的 , 所 以 可 
以 留 给 读者 来 做 . 因此 我 们 只 来 讨论 乘法 法 则 (1.2) 与 (1.6) 等 价 . 
ee a 由 几何 法 则 导出 . 为 此 我 们 先 用 一 种 特别 有 用 
的 重要 方法 来 重 述 几何 法 则 (1.7). S z 为 C 中 一 般 的 点 并 且 考 虑 当 用 一 个 固定 复 
数 4 = R26 EREI, 它 rn 按 (1.7), 2 的 长 度 将 放大 R 倍 , 而 z 的 角 
度 将 增加 一 个 o. 的 每 一 点 都 同时 这 样 做 : 
从 几何 上 看 , 乘 以 复数 A= RZLyb 就 是 把 平面 旋转 一 个 角 6, E 
放大 一 个 因子 R. 


需要 提醒 几 点 : 
旋转 与 放大 都 以 原点 为 中 心 . 
先 旋转 再 放大 或 者 先 放 大 再 旋转 都 是 一 样 . 
WR R<1, Brig “放大” 其实 是 缩小 . 

图 1-5 画 出 了 这 种 变换 的 效果 , 浅 色 的 图 形变 成 了 深 色 的 图 形 . 请 自行 验证 ， 
在 此 例 中 A = 1+iv3 = 228. 

现在 , 从 几何 法 则 导 出 符号 法 则 变 成 了 一 件 简单 的 事 . 回忆 一 下 , 庞 贝 利 导出 
(1.6) 的 关键 步骤 是 : (i) i? = 一 1; (ii) 可 以 把 括号 乘 开 , 即 是 说 , 若 A, B,C 为 复数 ， 
则 A(B+C)=AB+AC. 我 们 已 经 看 到 , 几何 法 则 可 以 给 出 G); 图 1-5 则 表明 (ii) 
也 是 成 立 的 , 原因 很 简单 : 旋转 和 放大 都 保持 平行 四 边 形 不 变 . 由 加 法 的 几何 定义 ， 





























































































































































































































(1.9) 
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B+C 是 一 个 平行 四 边 形 的 第 4 个 顶点 , 而 另外 三 个 是 0, B,C. 为 了 证 明 (ii), 只 
需要 注意 到 , 用 A 去 乘 就 是 把 这 个 平行 四 边 形变 成 以 O, AB, AC 和 A(B+C) 为 
顶点 的 另 一 个 平行 四 边 形 . (1.6) 由 此 即 可 推出 . 
( f AC 
NS 4(B+O) 
| 0 
| A 
B 
oS B+C 
1-5 














反 过 来 , 我 们 现在 证 明 几 何 法 则 也 可 由 符号 法 则 导出 .“ 先 考虑 变换 z oe iz. 
按 符号 法 则 , 这 意味 着 (z 十 iy)  (-y +iz), 图 1-6a 表明 iz 就 是 把 z 逆 时 针 
转 一 个 直角 . 现在 用 这 个 事实 来 解释 4 为 一 般 复数 时 , 变换 z m Az 是 什么 , 以 
A=44+31=52¢ 为 例 就 能 很 好 地 掌握 它 , 这 里 o = arctan(3/4). 图 1-6b 就 是 如 
此 . 符号 规则 表明 , 括号 可 以 乘 开 , 所 以 我 们 的 变换 可 以 重 写 为 


ze Az = (4 + 3i)z = 4z + 3(iz) = 4z +3 (z 旋转 r/2) . 


















































图 1-6c 画 出 了 这 些 步 又 . 现在 我 们 看 到 , 图 1-6c 和 图 1-6b 中 的 阴影 三 角形 是 相似 


的 , 所 以 用 546 去 乘 就 表示 把 平面 旋转 一 个 角度 $ 再 按 因子 5 放大 . 证 毕 . 








O 在 我 们 查阅 过 的 所 有 教科 书 


























P, 这 都 是 








用 














恒等式 来 订 

















E 明 的 . 我 们 相信 , 现在 的 证 法 支持 一 个 观 





点 , 即 这 种 恒等式 只 是 复数 乘法 的 简单 法 则 复杂 化 了 的 表现 形式 . 
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1.2 KEAR 
1.2.1 引言 
现在 该 把 r20 换 成 一 个 好 得 多 的 记号 了 , 这 个 记号 基于 一 个 奇迹 般 的 公式 
e? 一 cos0 十 isinb0|! 1.10) 














式 表 明 ei 是 单位 
具体 说 来 ， 
量 拉 长 到 z. 这 利 


H 





A z= re; 








自明 的 事 ; 



































圆 


























(Re'®)(re'”) = 








换 句 话说, 如 同 处 理 实 函 数 ez 一 检 

















前 , 我 们 先 谈 一 
EN 9 的 一 点 . 我 们 可 以 不 再 
必须 先 取 指向 z 的 单位 向 量 
表示 法 的 好 处 就 在 于 , 复数 乘法 的 几何 


要 想 达到 z, 











下 它 的 意义 与 








用 途 . 正如 图 


网 拉 在 1740 年 左右 发 现 了 它 , 现在 它 被 称 为 欧 拉 公式 以 纪念 他 . 
在 解释 这 公式 之 














Rre +o), 





图 1-7 

















法 则 (1. 







































































1-7a 所 示 , 这 个 公 
巴 复数 写 为 z= r20, 而 写 











ei9, 然后 























再 把 这 向 
7) 现在 成 了 几乎 


对 e 进行 代数 操作 , 可 以 得 出 关于 复数 为 真 的 























为 了 解释 欧 拉 公式 , 我 们 必须 先 处 理 一 个 更 基本 的 问题 “ei? 是 什么 意思 ? ” 
令 人 吃惊 的 是 , 许多 作者 竟然 赁 空地 定义 ei 就 是 cos O + isin 0. 局 就 走 这 步 
BL, 如 同 开局 就 舍弃 一 个 子 一 样 , 在 逻辑 上 是 无 懈 可 击 的 , 然而 这 又 太 小 瞧 了 欧 拉 ， 
竟然 把 他 的 最 伟大 成 就 之 一 仅仅 当成 一 种 袭 述 . 所 以 , 我 们 将 要 给 出 支持 (1.10) 的 
两 个 启发 式 的 论证 , 更 深刻 的 论证 将 在 以 后 各 章 中 出 现 . 
1.2.2 ”用 质点 运动 来 论证 

回忆 一 个 基本 的 事实 : ez 是 其 自身 的 导数 , Ee = ez. 这 其 实 是 一 个 可 用 作 定 


义 的 事实 , 即 如 果 E f(x) = 
个 实 常数 , 则 esz 可 以 
常 的 指数 函数 ez 从 z 的 实数 值 推 / 
k=i 时 此 式 为 真 , 即 


a 








Pz 
Kk; 














f(x) 





f(0) = l 则 f(x) = 














以 下 性 质 

















来 定义 : 2 fla) = kyla). 


© 与 此 类 似 , wR k 
f(0) = 1. 为 了 把 通 























是 一 


-到 虚数 值 我 们 可 以 抓 住 这 一 点 不 放 , 坚持 认 


(1.11) 
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我 们 使 用 字母 t RE x, 因为 我 们 现在 认为 自 变 量 是 时 间 . 我 们 已 经 习惯 于 把 
实 函 数 的 导数 理解 为 函数 图 像 的 切线 斜率 , 但 是 怎样 理解 上 式 中 的 求 导 呢 ? 
为 了 型 清楚 这 样 做 的 意义 , 想象 一 个 点 沿 C 中 一 曲线 运动 , 见 图 1-7b. 这 个 点 
的 运动 可 以 用 参数 表述 为 , 此 点 在 时 刻 t 的 位 置 是 一 复数 Z(t). 再 回想 一 下 , 在 物 
理学 中 说 过 , 速度 V(t) 是 一 个 向 量 (现在 把 向 量 想 作 复 数 ), 其 长 度 是 动 点 的 瞬时 
速率 , 方向 是 其 瞬时 运动 方向 ( 即 与 轨迹 相 切 ), 图 1-7b 给 出 了 该 点 在 时 刻 t 与 
t+6 之 间 的 运动 (即位 移 ) M, 于 是 很 清楚 
d A A M 
it m amr E a vie 
所 以 , 给 定 了 人 
动 点 的 位 置 , 而 E 是 其 速度 . 
我 们 现在 就 用 这 个 想法 在 Z(t) = e 的 情况 下 求 其 轨迹 , 见 图 1-8. 按 (1.11) 
速度 = V =i2Z = 位置 逆 时 针 旋 转 一 个 直角 . 
因为 此 点 的 初始 位 置 是 Z(0) = e = 1, 所 以 初速 度 是 i, 且 垂 直 向 上 运动 . 几 分 之 一 
秒 后 , 此 点 将 沿 此 方向 稍微 动 一 点 , 而 其 新 速度 将 与 新 位 置 向 量 成 直角 . 按 此 法 来 
构造 运动 , 很 清楚 , 此 点 将 沿 单位 圆周 运行 . 









































































































































































































































































































































V=iZ yy 












初始 位 置 =1 


图 1-8 








因为 我 们 知道 在 整个 运动 过 程 中 |2(t)| 一 直 为 1, 所 以 该 点 的 速度 |V(t) = 1. 
于 是 在 时 间 t= 0 以 后 , 此 点 将 在 单位 圆周 上 运行 一 个 距离 0, 所 以 2(0) = ei 的 
HANA 0. 这 就 是 欧 拉 公式 的 几何 表述 . 
1.2.3 MARRAIRE 

为 了 做 第 二 个 论证 , 我 们 先 用 索 级 数 来 重新 表述 定义 的 性 质 : £f) = f(a), 
f(0) =1. 设 f(z) 可 以 表示 为 ao 十 aiz + ar? 十 …, 经 简单 计算 可 以 证 明 


r? r’ 


进一步 的 研究 则 可 证 明 这 个 级 数 对 x 的 一 切 ( 实 ) 值 都 收敛 . 
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图 1-9 画 出 了 当 x 为 实 值 9 时 , 这 个 和 是 水 平 轴 上 实数 的 无 穷 和 . 为 了 使 e* 
有 意义 , 我 们 仍 坚持 用 这 个 级 数 , 但 令 x = i0: 



































图 1-9 则 表明 这 个 级 数 与 e? 的 级 数 同样 有 意义 . 但 是 各 项 并 不 具有 相同 方向 , 而 是 
每 一 项 的 方向 都 是 前 一 项 的 方向 旋转 了 一 个 直角 , 成 了 某 种 螺旋 形 线 . 
































1 6 @/2! 6/3) 








这 个 图 使 我 们 看 清 , 已 知 e? 级 数 的 收敛 性 , 即 可 保证 ex 的 螺旋 级 数 也 收敛 于 
C 的 某 一 定点 . 然而 并 不 清楚 它 会 收敛 于 单位 圆 上 角度 为 0 的 点 . 为 了 证 明 这 一 
点 , 我 们 把 这 条 螺旋 形 线 分 为 实 部 和 虚 部 : 


e° = C(0) +iS(0), 






































2 4 3 5 
0) =1- 4+5, S(0)=0-F +e 
至 此 我 们 本 可 借助 泰勒 定理 证 明 C(0) 与 S0) 就 是 cos9 5 sind INABA, 从 而 
证 明 欧 拉 公式 . 我 们 也 可 以 用 以 下 不 需 泰 勒 定理 的 初等 方式 得 到 同样 的 结果 . 
关于 el? = C(9) 十 iS(9), 我 们 想 证 明 两 件 事 : (i) 它 有 单位 长 ; (让 它 的 角度 为 
0. 为 此 , 首先 注意 到 , 对 C 和 5 的 寡 级 数 求 导 可 得 到 



















































































Ss 























C=-S, =C, 














这 里 , MERIT 0 求 导 . 
为 了 证 明 (i), 注意 








Se? = (C? + PY = 2(CO’ + SS’) =0, 
这 意味 着 ei? 之 长 与 9 无 关 . 但 因为 e = 1, 所 以 对 一 切 0 有 Jel =1. 
为 了 证 明 (ii), 用 O(0) 记 ex 的 角度 , 我 们 要 证 O(0) = 0. 因为 6(9) 是 ei 的 
角度 , 所 以 


























tan O(0) = nok 
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因为 我 们 已 知 C2 + 382 = 1, 可 知 上 式 左 方 的 导数 是 





[tan O(6))’ = (1 + tan? 0)O’' = (1 + =) eae 





C2) O? 
而 右 方 的 导数 则 为 
S] sic-c's 1 
CG ~ O02 ~ O02 
ae do 
一 一 
eo 





此 式 表明 O = 0+. 取 ei? = 1 的 辐 角 为 0 [如 果 取 为 2x, 有 没有 几何 上 的 差 
Al? |, 我 们 得 到 O = 0. 

现在 我 们 可 得 到 结论 , 即 ( 不 需 泰勒 公式 ) C(O) 和 5(6) 就 是 cos0 和 sin9 的 
TRA, 虽然 这 个 结论 对 于 我 们 的 目的 只 是 附带 的 . 
1.2.4 用 欧 拉 公式 来 表示 正弦 和 余弦 
欧 拉 公式 的 一 个 简单 而 重要 的 结论 是 : 正弦 和 余弦 可 以 用 指数 函数 构造 出 来 
准确 地 说 , 检查 一 下 图 1-10, 可 得 



























































id 一 id 一 


e +e? = 2cos0, e — e~? =2isin0， 


或 者 与 此 等 价 有 





(1.12) 


1.3 一 些 应 用 


1.3.1 引言 



























































革 末 的 习题 中 还 有 更 多 的 例子 . 
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第 一 个 例子 [三 角 ] 只 是 说 明了 已 有 概念 的 力量 , 而 在 其 他 例子 中 将 要 论述 重 
要 的 新 思想 . 
13.2 =f 

所 有 的 三 角 恒 等 式 都 可 以 看 作 来 自 复 数 的 乘法 法 则 . 在 下 面 的 例子 中 , 为 了 
避免 符号 太 宛 长 , 我 们 将 采用 一 种 速写 法 : 大 写 的 C = cosd, S = sind, 小 写 的 
c=cos@¢, s=sing. 


为 了 得 出 cos(6 + ¢) 的 恒等式 , 把 它 看 作 ei9+9) 的 一 个 分 量 , 见 图 1-11a. 因为 










































































cos(@ + $) +isin(0 9) = eit) — gia 








= (C +iS)(c+is) 
= [Cc — Ss] + i[Sc+ Cs], 


























我 们 就 不 但 得 出 了 cos(6 + 6) 的 恒等式 , 还 得 出 了 sin(9 + 6) 的 恒等式 : 




















cos(0 +) = Cc— Ss, sin(@+¢) =Sc+Cs. 


又 表现 出 使 用 复数 的 另 一 个 强大 的 特点 : BES ASS A TREE 
要 想 同时 得 到 cos 39 和 sin 30 的 恒等式 , 请 考虑 ei39: 
































pu 








cos30+isin30= e”? = (e)? = (C + iS)? = [C® — 3C'5?] +il3C25 — S°). 














利用 C? + 9 = 1, 这 些 恒等式 就 可 写 为 比较 常见 的 形式 : 


cos30=403—30C, sin30=—453+35. 




















我 们 刚才 看 到 怎样 用 9 的 三 角 函 数 的 震 来 表示 9 的 倍 角 的 三 角 函 数 , 但 是 我 们 也 
可 以 反 向 进行 ， 举 一 个 例子 , 假设 我 们 想 用 0 的 倍 角 三 角 函 数 表示 cos40， 因 为 
2cos0 = e? +e, 所 以 






































24 cost 0 = (el? 十 er 


= (elt? J: ee) 十 4(ei28 +4 | +6 
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= 2 cos 40 + 8 cos 20 + 6 


1 
=> cos40= 3 cos 46 + 4cos 20 + 3). 




















虽然 欧 拉 公式 在 用 作 这 类 计算 时 极为 方便 , 却 不 是 必 不 可 少 : 我 们 实际 上 用 到 
的 只 是 复数 乘法 的 几何 形式 与 符号 形式 的 等 价 性 . 为 了 强调 这 一 点 , 我 们 不 用 欧 拉 
公式 再 来 举 一 个 例子 

我 们 的 目标 是 找 一 个 恒等式 来 用 T= tan9 表示 tan 39. ZE z=1+iT, WA 
1-11b. 因为 z 的 角度 是 6, 23 的 角度 就 是 30, 所 以 tan 39 = Im(z3)/Re(z3). 所 以 
3T =T" 
1 一 372 ` 










































































2 = (1 +iT)? = (1 -372)+i(37 一 7T3) = tan3é= 


1.3.3 ”几何 


我 们 以 一 个 例子 作为 几何 应 用 讨论 的 基础 . 在 图 1-12a 中 , 我 们 在 一 个 任意 
边 形 的 四 个 边 上 各 做 一 个 正方 形 . 我们 想 证 明 此 图 中 明显 给 出 的 事实 : 连接 相对 
的 正方 形 中心 的 线段 互相 垂直 并 等 长 . “要 想 找 出 这 个 令 人 惊奇 的 结果 的 纯粹 几何 
证 明 , 需要 极 大 的 才能 . 所 以 我 们 不 要 单 靠 自 己 的 智 意 , 还 要 用 复数 的 智慧 3 
我 们 ! 
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为 方便 起 见 , 引入 因子 2, 并 令 2a, 2b, 2c, 2d 为 表示 四 边 形 4 边 的 复数 . 唯一 的 
条 件 是 这 个 四 边 形 要 封口 , 即 




















a+b+c+d=0. 























@ 这 是 著名 的 Thébault 问题 . Victor Thébault 是 法 国 儿 何 学 家 , 他 在 1938 年 提出 了 3 个 问题 . 这 
是 第 一 个 , 其 中 最 难 的 是 著名 的 Thébault 第 三 问题 : 如 图 做 3 个 

E, 外 圆 是 外 接 圆 , 圆心 是 I, 求证 O1, I, Og ZARR, 其 中 O1 
和 O2 是 图 上 2 AWAR DG. AF] 1983 年 (或 1973 年 ) A 
人 给 出 解答 , 但 因 太 长 ， 人 们 都 认为 初等 解法 尚 属 未 知 ， 请 参看 S. 

Gueron, Two applications of the generalized Ptolemy theorem, 

American Math. Monthly, Vol.109, (2002), 362-370. 关于 另外 

两 个 Thébault 问题 可 见 A. Bogomolny, Thébault’s Problem, I, 

II, IIL. 一 一 译 者 注 Thébault 第 三 问题 
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如 图 1-12a 所 示 , 取 2a 开始 的 顶点 为 C 的 原点 . 要 想 走 到 这 一 边 的 正方 形 中心 p, 
就 要 先 走 一 个 a, 再 沿 与 a 成 直角 ( 逆 时 针 ) 的 方向 走 过 同 样 的 距离 . 这 样 , 因为 ia 
正 是 a 依 逆 时 针 方向 旋转 一 个 直角 而 得 ,所 以 p=a+ia= (1+ ija. 同 理 
q=2a+(1+i)b, r=2a+2b+(1+i)c, s=2a+2b+2c+(1+i)d 
所 以 由 g 到 s 的 复数 A4=s 一 g 和 由 pp 到 7 HRM B =r- p 就 是 
A=(b+2c+d)+i(d—b), B=(a+2b+c) +i(c—a). 

我 们 想 要 证 明 A 和 B 互相 垂直 且 等 长 . 这 两 个 命题 可 以 合并 成 单个 复命 题 
B=iA, BY B APLAR A 依 逆 时 针 方向 旋转 /2 而 得 . 这 也 就 是 A 十 iB = 0, 而 后 
者 可 以 归结 为 一 般 计 算 而 结束 证 明 : 

A+iB=(a+b+c+d)+i(a+b+c4+d)=0. 

对 图 1-12a 的 结果 做 纯粹 几何 解释 的 第 一 步 是 考虑 图 1-12b. 图 中 在 一 个 任意 
三 角形 的 两 边 上 各 做 一 个 正方 形 , 由 图 中 可 以 得 到 : 连接 这 两 个 正方 形 中 心 到 三 角 
形 另 一 边 的 中 点 m 的 两 个 线段 互相 垂直 而 且 等 长 ,习题 21 将 证 明 图 1-12a 可 以 
很 快 地 由 图 1-12b 得 出 ”. 图 1-12b 的 结果 当然 可 以 用 上 面 同 样 的 方法 来 证 明 , 但 
是 让 我 们 试 一 试 找 出 一 个 纯粹 几何 的 证 法 . 

为 此 我 们 故意 绕 一 个 有 趣 的 弯 子 , 即 用 复 函 数 来 研究 平面 上 的 平移 与 旋转 . 事 
KE, 这 个 “ 索 子 ”本身 比 我 们 打算 用 它 来 解决 的 几何 难题 重要 得 多 . 

用 五 记 平面 上 平移 一 个 向 量 〈 亦 即 复 数 ) vw， 所 以 一 般 的 > 点 被 它 映 射 为 
T(z) =z +v. 图 1-13a 画 出 了 平移 一 个 三 角形 的 效果 . 五 的 逆 , 记 作 TT, 就 是 解 
除 这 个 平移 的 变换 ; 更 形式 化 的 方法 是 按照 关系 式 T oT ==6 = oT RE 
LT, 这 里 的 6 就 是 “什么 都 不 变 ” 的 变换 〈 称 为 恒 等 变换 ) , 它 把 每 一 点 映射 
为 其 自身 : E(z) =z. 很 明显 , T7! = Ty. 














































































































































































































































































































如 果 我 们 先 做 一 个 To BAER- To, 则 平面 上 的 复合 映射 To 0T, 将 
是 另 一 个 平移 : 























Tw ° Tolz) = Tolz +v) = z + (w + v) = Tor (2). 





D 这 个 方法 基于 一 篇 文章 Finney [1970]. 
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这 使 我 们 得 到 关于 加 法 的 一 个 有 趣 的 启发 . 如 果 我 们 在 引进 复数 v 时 , 认为 它 就 是 
一 个 平移 , 则 可 以 定义 两 个 复数 五 与 To 之 “和 ”就 只 是 相继 实施 了 这 两 个 平移 
(次 序 无 关 ). 这 当然 与 我 们 实际 给 出 的 加 法 的 定义 等 价 . 

S R? 表示 平面 绕 a 点 旋转 一 个 角度 9. 例如 , RÉ oR? = RTE, (R!) = 
RI? . 为 了 第 一 步 把 旋转 表示 为 复 函 数 , 要 注意 (1.9) 表明 绕 原 点 的 旋转 可 以 写 为 
RY(z) = ez. 

1-13b 表明 , 一 般 的 旋转 RE 可 以 这 样 做 : 先 把 a 平移 到 0, 绕 0 旋转 0, 再 
把 0 平移 回 a: 


Ra(2) = (Tao Roo T,*)(z) = e" (z — a) +a = ez + k, 


HP k= a(1 — el). 这 样 , 我 们 发 现 绕 任 意 点 的 旋转 都 可 以 表示 为 绕 原 点 做 同样 的 
旋转 , 再 继 以 一 个 平移 : RI = (Tho RG). 反 过 来 , 绕 原点 旋转 a 再 继 以 平移 v 又 可 
化 为 单个 旋转 : 































































































T,oR@=R2, HH c=v/G-ec). 
同样 , 可 以 很 容易 地 验证 , 如 果 在 旋转 之 前 就 做 平移 , 则 净 变 换 仍 可 以 用 一 个 旋转 
来 完成 : R oTo = RO. p 是 什么 ? 
刚才 得 到 的 结果 在 几何 上 肯定 不 是 明显 的 [请 试 一 试 ], 但 这 样 做 足以 表明 , 把 
旋转 和 平移 都 用 复 函 数 来 表示 是 多 么 有 力 . 作为 进一步 的 说 明 , 考虑 绕 不 同 点 做 两 
个 旋转 的 净 效 果 . 把 旋转 用 复 函 数 表示 出 来 , 经 简单 计算 [练习 ] 即 有 
(R$ oRO)(z) = HOM 24 y, 其 中 v = aeig(1 一 ei0) 十 (1 一 eig)， 


除非 O+ b 是 27 的 整数 倍 , 否则 由 上 一 段 可 知 


























































































































v ac? (1 — el?) +b(1 — e'®) 
Re o 及 6 = REO, 其 中 c= ] etA 一 1 — ei(0+8) ' 
[如 果 b= a MK o= 0, c 应 该 是 什么 ? 请 验算 一 下 此 公式 .] 结果 见 图 1-14a. 我 们 以 
后 还 会 找 出 这 个 结果 的 一 个 纯 几 何 解 释 , 而 且 在 此 过 程 中 找 出 上 述 复杂 公式 所 表示 
的 e 的 一 个 很 简单 的 几何 构造 . 
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另 一 方面 , 如 果 (0 十 内 是 2r 的 整数 倍 , 则 ei(9+ = 1, 而 
ReoR§=T,, HP v=(1-e'%)(b-a). 
例如 , 设 9 = o = n, 这 个 结果 预示 REo RI = hoa) 就 是 按 连 接 第 一 个 旋转 中 心 
到 第 二 个 旋转 中 心 的 复数 的 2 倍 做 平移 . 可 以 由 图 1-14b 直接 看 出 此 事 为 真 . 
以 上 关于 两 个 旋转 的 复合 的 结果 意味 着 [练习 ]: 












































令 M = Ror o---oRRoRS 为 n 个 旋转 的 组 合 ,日 = 人 负 十 2 十 … 十 Ox 
为 净 旋 转 量 . 一 般 来 说 , 存在 某 个 复数 c 使 M = RÌ, 12% O 是 27 HE 
BANS, 则 必 存 在 某 个 v, 使 M =T. 

回 到 我 们 原来 的 问题 , 现在 就 可 以 给 图 1-12b 的 结果 一 个 漂亮 的 几何 解释 . 在 

图 1-15a 中 , M = RI o RẸ? o REP. 根据 刚才 的 结果 , M 是 一 个 平移 . 为 弄 明 
白 是 什么 平移 , RIR EREM 对 菜单 个 点 的 效果 就 行 了 . 很 明显 , M(k) = k, 因 
此 M 是 一 个 零 平 移 , 即 恒 等 变 换 E. 所 以 

REID o RED = (RE) 0 M = RE. 
如 果 我 们 定义 s% = RZ (8), 则 m 是 ss 的 中 点 . 但 另 一 方面 

s =R T RI OIER a; 
所 以 sps' 是 一 个 等 腰 三 角形 而 且 在 p 点 处 为 直角 , 所 以 sm 与 pm 互相 年 直 且 等 
长 . 证 毕 . 































































































1.3.4 faa 

考虑 求 ersinz 的 第 100 阶 导数 , 并 以 此 作为 微 积分 的 例子 . 更 一 般 地 说 , 我 们 
各 要 说 明 怎 样 用 复数 来 求 ex? sin ba 的 n 阶 导 数 . 

我 们 在 讨论 欧 拉 公式 时 就 已 看 到 , eit 可 以 看 成 一 个 点 以 单位 角速度 绕 单 位 
周 运行 时 在 时 刻 t 的 位 置 . 同样 , ei?t 可 以 看 成 一 个 单位 复数 以 角速度 绕 原 点 运 
行 . 如 果 我 们 把 单位 复数 在 其 旋转 中 伸 长 es 倍 , 它 的 端点 就 描绘 了 一 个 点 螺旋 环 
绕 着 离开 原点 , 见 图 1-15b. 
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这 件 事 对 于 待 解决 问题 的 意义 在 于 : 此 点 在 时 刻 t 的 位 置 是 
Z(t) = ee’? = et cos bt + ie” sin bt, 


所 以 e% sin bt 的 导数 恰 为 Z 的 速度 V 的 垂直 分 量 〈 即 虚 分 量 ) . 

我 们 本 可 以 对 上 式 给 出 的 2 的 两 个 分 量 求 导 来 求 出 V, 但 是 我 们 想 利用 这 个 
例子 来 介绍 本 书 中 一 直 会 使 用 的 几何 方法 . 在 图 1-16 中 , 考虑 该 点 在 时 刻 t 与 t+6 
之 间 的 运动 M = Z(t + 8) — Z(t). 

回忆 一 下 , V 的 定义 是 当 5 趋向 零 时 (MY6) 的 极限 , 所 以 当 5 非常 小 时 , V 和 
(M/A 接近 于 相等 . 这 就 提示 我 们 两 种 直观 的 说 法 , 在 本 书 中 , 这 两 种 说 法 都 将 采 
H: (i) 当 6 ADGA ZN V = (M/5); (ii) V 与 (M1/6) 最 终 相等 〈 当 6 趋 于 零 时 ) . 

我 们 这 里 要 强调 , 最 终 相 等 和 无 穷 小 这 些 词 语 都 是 在 一 种 确定 的 技术 意义 下 使 
用 的 , 特别 是 无 穷 小 一 词 指 的 并 不 是 某 种 神秘 的 、 无 限 小 的 量 O°. 更 准确 地 说 , 如 果 
两 个 量 X 和 了 都 依赖 于 第 三 个 量 5, 则 


lim Š 二 1 & MFR OX =Y”. 
o “14 6 iF OW X AY 最 终 相 等 ”. 












































































































































































































































极限 的 基本 定理 可 知 : 最 终 相等 保存 了 相等 的 许多 普通 性 质 . 例如, 因为 V 与 
(M/5) 最 终 相等 , 所 以 V6 与 M 也 最 终 相等 . 

现在 回 到 求 螺旋 环绕 的 点 的 速度 问题 . 图 1-16 EEH T E o 到 Z(t) A Z+) 
的 射线 以 及 经 过 这 两 点 的 (以 0 为 中 心 的 ) 圆 弧 〈 虚 线 ) . $ A 和 B 为 连接 Z(t) 
到 这 两 条 射线 与 圆 弧 的 交点 的 复数 . 如 果 6 是 无 穷 小 , W B 与 4 以 及 B 与 Z 均 
成 直角 , mH M = 4+ 了. 






























































eii( ao 十 iD) “~ 


图 1-16 


现在 我 们 来 求 AM B 的 最 终 长 度 . 在 时 间 区 间 6 内 , 2 的 辐 角 增加 bo GI 
度 计 ) ,所 以 这 两 条 射线 在 单位 圆 上 切 下 长 为 56 的 弧 , 而 在 过 2 的 圆 上 切 下 长 为 

















© 在 Chandrasekhar [1995] 中 有 更 多 关于 这 种 差别 的 讨论 . 
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12126 的 弧 . 所 以 |B) 最 终 等 于 12155. 其 次 , 注意 到 |4| 是 |2Z()| 在 时 间 区 间 6 中 
的 增 量 . 这 样 , 由 于 











=, |Z(t)| = —e™ = alZ|, 





所 以 |4| 最 终 等 于 |2|a6. 
在 Z 处 的 阴影 三 角形 最 终 相 似 于 和 斜 边 为 c 十 记 的 阴影 直角 三 角形 . 把 后 者 旋 
转 2 的 辐 角 , 就 会 看 到 , A 6 为 无 穷 小 , 则 
M = (a + ib) JEFE Z 的 辐 角 并 放大 1216 信 = (a + id) Z6 


d 
> V=72= (at ib)Z. (1.13) 


这 样 , 所 有 从 原点 出 发 的 射线 都 以 相同 角度 [(a + ib) 的 辐 角 ] 与 螺旋 线 相交 , 而 点 
的 速率 正比 于 由 原点 到 该 点 的 距离 . 

注意 , 我 们 虽然 尚未 给 出 e 的 意义 (z 是 一 般 复 数 ) , 但 肯定 很 想 把 它 写成 
Z(t) = erteibt = elotib)t, 这 使 (1.13) 显得 十 分 自然 . 反 过 来 , 这 就 提醒 我 们 应 该 定 
X e? = etiv) 为 e?eiy. 在 下 一 章 还 会 给 出 这 一 步 的 另 一 种 论证 . 
























































































































































利用 (1.13) 就 能 很 容易 求 更 高 阶 导 数 了 . 例如 点 的 加 速度 是 
a? d 
qe? ig (a+ ib)?Z = (a +ib)V. 











继续 这 样 做 下 去 , 每 个 新 导数 都 可 由 前 一 个 导数 乘 以 (a-+ib) 而 得 [请 试 着 在 图 1-16 
中 画 出 各 阶 导 数 的 草图 ]， 如 果 写 成 (a+ ib) = Rét, 其 中 R = Vaz 十 好 2, 6 是 
arctan(b/a) 的 适当 的 值 , 我 们 就 有 


d 7 
ane = (a a ib)” Z = Rreird ettet z R” etine) 






































所 以 
—— [e sin bt] = (a? + b?) že% sin [bt + narctan(b/a)] . (1.14) 


1.3.5 ”代数 


BR OIBRE 1716 E) 有 一 个 了 不 起 的 发 现 , 使 他 能 (在 原则 上 ) 求 出 
一 族 积分 
dx 
| gr —1? 


IEP n = 1,2,3,…. 为 了 看 出 这 个 发 现 与 代数 的 联系 , 考虑 n = 2 的 情况 . 关键 的 
点 是 他 看 到 分 母 (x? 一 1) 可 以 因 式 分 解 为 (z 一 1)(z 十 1), 而 被 积 式 可 以 分 为 部 分 
分 式 (partial fraction, 或 译 分 项 分 式 ) , 从 而 


dx 1 1 1 1 z—1 
— d 一 C. 
ES Ales Hle sefil 


® Roger Cotes, 1682—1716, 英国 数学 家 , 牛顿 的 《原理 》 第 2 版 的 著名 编者 . 一 一 译 者 注 
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我 们 将 会 看 到 , 对 更 高 的 次 数 n, 若 不 用 复数 , 则 (e° — 1) 不 能 完全 因 式 分 解 
为 线性 因 式 . 而 在 1716 年 复数 还 是 一 种 罕见 并 且 可 疑 的 玩意 儿 ! 然而 , 科 蒋 看 到 ， 
如 果 能 把 (z” 一 1) 痢 开 成 实 的 线性 和 二 次 因 式 , 则 他 就 能 算出 积分 . 所 谓 “ 实 二 次 
因 式 ”就 是 系数 全 为 实数 的 二 次 式 . 

例如 , (at —1) 可 以 分 解 为 (z —1)(a@ +1) (2? +1), 于 是 可 得 如 下 形式 的 部 分 分 式 
1 A | B l Cx D 
z4—-1 2-1 wii gig eae 

所 以 其 积分 可 用 In 与 arctan 来 计算 . 更 一 般 地 , 即使 因 式 分 解 中 有 比 (xz? +1) 更 
复杂 的 二 次 式 , 也 很 容易 证 明 只 需 用 ln 与 arctan 就 能 算出 所 得 的 积分 . 

为 把 科 茨 关于 (z — 1) 的 工作 放 在 一 个 较 宽广 的 背景 下 来 考察 , 我 们 要 考察 多 
项 式 的 根 和 因 式 分 解 之 间 的 联系 , 这 个 联系 可 以 由 考察 几何 级 数 


m—1 | cm 一 2z Dupe cy? | ym-l 





















































































































































Gm-_-1 = C 
来 解释 , 这 里 c 与 z 都 是 复数 . 和 实 代数 一 样 , 要 求 此 级 数 的 和 只 须 注意 到 Gmi 
和 cGm-1 包含 几乎 相同 的 项 如 果 一 下 子 看 不 出 来 , 请 以 m = 4 为 例 试 一 下 . 
把 这 两 个 式 子 相 减 可 得 









































(z — c)Gm-1 = 2” — c", (1.15) 
所 以 zm em 
Gm-1 = ERT 

如 果 我 们 认为 ¢ 是 固定 的 而 z 为 变量 , 则 “(am 一 cm) fez 的 mm 次 多 项 式 , H. 








z =c 是 一 个 根 . (1.15) 表明 , 这 个 m 次 多 项 式 可 以 分 解 为 一 个 线性 因 式 (2 一 c) 和 
一 个 (m 一 1) 次 多 项 式 Gm-1 的 乘积 . 
fA BILE 1637 年 发 表 了 这 个 结果 的 一 个 重要 推广 . 令 Pale) 为 一 个 一 般 的 n 
次 多 项 式 : 






































P(z) = 2" + Ag) +s + Dz +E, 
其 系数 4,… ,可 以 是 复数 . 因为 (1.15) AR T 
P,(z) — Pale) = (2 — ©) [Gn-1 + AGn-2 +--+ + D], 
我 们 就 得 到 了 笛 卡 儿 因 式 定理 , 并 把 根 的 存在 与 做 因 式 分 解 的 可 能 性 联系 起 来 : 
若 c 是 P,(z) =0 的 一 个 解 , 则 Pale) = (z 一 ecP 1 其 中 已 1 是 
(n 一 1) 次 多 项 式 . 
如 果 我 们 能 再 找到 Pi 的 一 个 根 d, 则 由 同样 的 推理 又 有 PP, = (2 — (2 - 
oP_2. 这 样 做 下 去 , 第 卡 儿 定理 使 得 有 望 把 Pa 恰好 分 解 为 ”个 线性 因 式 : 
Pa(z) = (z — c1)(2 — c2) +++ (2 — cn). (1.16) 
如 果 我 们 不 承认 复 根 的 存在 〈18 世纪 早期 人 们 就 是 这 样 认为 的 ), 则 这 种 因 式 分 解 
有 时 可 能 (例如 2 一 1) ,有 时 又 不 可 能 (例如 2? +1). 但 是 与 此 形成 鲜明 对 照 的 
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是 , 如 果 承 认 复数 , 则 可 以 证 明 PÆ C PA n MR, 而 因 式 分 解 (1.16) BAT 
能 . 这 称 为 代数 基本 定理 , 我 们 将 在 第 7 章 中 解释 它 何以 为 真 . 

(1.16) 中 的 每 个 因 式 (2 — ce) 表示 一 个 把 根 ce 与 变量 点 2 连接 起 来 的 复数 . 
图 1-17a 演示 一 个 一 般 的 三 次 多 项 式 . 把 每 一 个 这 样 的 复数 都 写成 Reet, (1.16) 
就 有 了 一 个 更 生动 的 形式 


P,,(z) = Ri Ro- Rpa toitte), 





















































图 1-17 






































ERR BL ASIN aE ER E, 但 我 们 可 以 看 一 下 , 这 个 定理 是 如 何 保 
证 他 在 把 r” 一 1 分解 为 实 线性 因 式 和 实 二 次 因 式 的 征程 中 得 到 成 功 的 . 科 茨 的 多 
项 式 具 有 实 系 数 , 而 且 我 们 可 以 一 般 地 证 明 
若 一 多 项 式 具 有 实 系 数 , 则 其 复 根 必 为 成 对 复 共 力 的 , 而 它 可 以 分 解 
为 实 的 线性 因 式 和 实 二 次 因 式 . 
因为 如 果 Pal) 的 系数 A, -E 都 是 实 的 , 则 Palo = 0 必 意 味 着 P,(a = 0 [ 练 
习 ], 因 式 分 解 (1.16) 中 必 含 有 因 式 


(z—e)(z-—@) = 2? — (c+ 0)z+ © = 2? — 2Re(c)z+|c), 





















































它 是 一 个 实 二 次 式 . 
现在 我 们 来 讨论 科 获 如 何 借助 正 n 边 形 的 几何 来 把 2" 一 1 分 解 为 实 线性 因 
式 与 实 二 次 式 因 式 . 为 了 领略 下 面 的 讨论 , 请 设身处地 , 穿 上 18 世纪 的 服装 , 把 刚 
才学 到 的 代数 基本 定理 忘掉 , 甚至 把 复数 和 复 平面 全 都 忘掉 
对 于 开始 的 几 个 值 , RH Un(a) = a” 一 1 的 所 期 望 的 因 式 分 解 不 算 太 难 : 










































































U2(«) = (x — 1)(x + 1), (1.17) 
U3(x) = (£ — 1)(x? +z + 1), (1.18) 
1)(2? +1), (1.19) 








U(x) = (x 
Us( 2 一 


x) = ( 


1) (a 
1) (24 e+) (24 es) ; 
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但 是 一 般 的 模式 则 很 难 捉摸. 
想 要 找 出 这 样 一 个 模式 , 我 们 试 着 把 最 简单 的 情况 (1.17) 可 视 化 , 见 图 1-17b. 





S 0 为 平面 (不 把 它 看 作 C) 中 











为 了 在 此 精神 下 理解 二 次 
(1.19). Ua(z) 的 


H, 


想 还 是 想 把 Ual) 分 解 为 4 个 线 
U4(x) = 


类 




















并 把 后 两 个 “ 因 
解释 为 己 到 4 
更 准确 地 说 , 4 


I” 





























而 C1C2C3C4 就 是 KIE mý 
既然 我 们 已 经 
可 以 用 正三 边 


于 此 图 即 有 












































PC, PGs PC3 = 











距离 OP. 如 果 我 们 现在 以 O AA 






































因 式 , 我 们 跳 过 (1.18), 进 到 含有 









































的 交点 “, 显 


直线 上 的 定点 , P 为 其 上 的 动 点 , 用 x 记 两 点 的 
FP 心 做 单位 圆 , Ci, Co 为 它 与 此 直线 

















Be fiij E 























H P E MA 


因 式 分 解 是 我 们 不 
性 








因 








PC: . (PC>2)* 


(x —1)(x +1) 
比 为 真正 的 线性 





用 复数 就 能 得 到 的 最 好 的 分 解 J 
式 , 这 就 启示 我 们 把 


因 式 . 如 果 我 们 想 (类比 于 前 一 性 




















(1.19) BSA 


2 r? +1, 


xz? +1 
































= 





个 定点 的 距离 之 积 , 则 相应 于 
股 定理 告诉 我 们 , IE PP 为 Va? + 1? 的 点 必 在 
方向 上 且 与 O 的 距离 为 1 处 . 参照 图 1-18a, 可 
内 接 于 圆 的 正方 形 . 

形 ( 即 正方 形 ) 将 U(x) 做 了 
边 形 〈 即 等 边 三 角形 ) 将 Us(z) 做 因 





= (x — 1) 








后 两 个 “ 因 
































JL Ua(z) = 





因 式 分 解 , 说 不 定 


的 二 次 式 的 
, 但 是 我 们 的 理 





MM) 把 它 
式 ” 的 点 必 位 于 直线 之 外 . 
E 与 直线 OP 成 直角 的 
PC, . PC2 POs. PC，， 


区 

















(2) 





aft 
Pos 
2 


=(r-1)(e? +40), 

















证 明 的 Us(z) 的 


因 式 分 解 (1.18)! 





于 是 有 一 个 关于 Un(x) 的 


Æ CICoC3 


合 情 














里 的 推广 





出 现 了 : 


Cn 是 内 接 于 以 O 为 中 心 的 单位 圆 的 正 浆 边 形 , 已 是 


直线 OC, 上 与 O 的 距离 为 z 的 一 点 , 则 


Un (x) = 





@ 这 里 和 以 下 , 为 简单 起 见 , 设 x > 1, 使 得 Un(e) XE. 





PC, 


PEs ss 


‘ PC. 





式 分 解 . 见 图 1-18b, 把 勾 股 定理 用 





1.3 — 42 








这 就 是 科 茨 的 结果 . 不 幸 的 是 , 他 只 提出 了 结果 而 没有 
如 何 发 现 这 个 结果 的 线索 . 所 以 我 们 








的 证 法 .” 

图 1 

二 次 因 式 . 

时 , 对 科 茨 的 结果 


为 1, 则 科 欧 的 了 
































给 出 证 明 , 也 没有 留 下 他 是 
是 利用 了 茶 一 像 我 们 提供 



































只 能 猜想 他 可 能 











因为 正 n 边 形 的 顶点 总 是 成 对 地 与 OP 对 称 出 现 的 , 而 且 与 P 总 有 相等 距离 ， 
-18 的 例子 表明 , 科 茨 的 结果 确实 等 价 于 把 Un(a) 





因 式 分 解 为 实 的 线性 因 式 与 


现在 让 我 们 从 假装 的 对 于 复数 及 其 几何 解释 的 这 一 阵 失 忆 症 中 恢复 过 来 , 这 























的 理解 和 证 明 马 上 都 变 得 简单 了 . 取 O Dy SEF I 
E n 边 形 的 顶点 就 成 为 Ch41 = EC, k= 0,1,---,n—-1, 图 1-19 
显示 了 n= 12 的 情况 . 因为 (Cp) = 7 = 1, 突然 之 间 一 切 都 变 清楚 了 : En 




















的 原点 ， 取 Ci 





边 形 的 n 个 顶点 正 是 Un(z) = z" 一 1 的 n 个 复 根 . 因为 2—1 = 0 的 解 可 以 写成 
z= V1, IE n 边 形 的 顶点 就 称 为 n 次 单位 根 . 

















由 笛 卡 儿 因 式 定理 


























每 一 对 





CHCA HASSE 





(2 — 1) 的 完全 因 式 分 解 就 是 











z” — 1 = Un(z) = (z — C1 )(z — C2) (z — Chn), 








式 


(z = elt(2n/n) | (z — 全 | = z? 一 2zcos 2 +1. 
n 





每 个 因 
顶点 到 z 的 复数 . 这 样 , 若 P EOP IE 
结果 的 推广 形式 : 










































































这 里 $= (91 十 82 十 … 十 Bn). WR 尸 恰好 是 一 实数 〈 仍 设 为 大 于 1) , 则 下 =0[ 请 
确信 理解 了 这 一 点 ], 我 们 就 又 得 到 科 茨 的 结 





© Stillwell [1989, 第 195 页 ] 则 猜想 科 茨 已 经 使 





























发 现 


:复数 的 形式 加 以 宣布 . 




















式 z— Cy = Reel? 都 可 以 看 作 ( 见 图 1-17a) 是 连接 正 n 边 形 的 一 个 








上 的 任意 点 (不 一 定 在 实 轴 上 ) ,可 得 科 欧 的 














.. . PO,]e'®, 

















了 复数 (我 们 差 一 点 儿 也 这 样 想 ), 然后 又 故意 把 他 的 
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我 们 并 没有 直接 用 复数 来 陈述 和 证 明科 茨 的 结果 , 因为 我 们 觉得 以 上 的 直接 方 
法 有 一 种 引人入胜 的 地 方 . 事后 看 来 , 它 表 明 , 哪怕 我 们 打算 避免 复数 , 我 们 也 无 法 
回避 复 平面 的 几何 ! 
1.3.6 ”向 量 运算 


不 仅仅 是 复数 加 法 与 向 量 加 法 一 样 , 现在 还 要 证 明 , 我 们 熟悉 的 癌 量 点 乘 和 又 
F 〈 也 称 为 数量 积 和 向 量 积 ) 运算 也 包括 在 复数 乘法 中 . 这 些 向 量 运 算 在 物理 学 中 
极为 重要 ,它们 是 物理 学 家 发 现 的 !) 它们 与 向 量 乘法 的 联系 在 把 复 分 析 用 于 物理 
世界 , 以 及 在 用 物理 学 来 理解 复 分 析 时 , 都 很 有 价值 . 
“HERR z = x 十 iy 仅仅 看 成 向 量 时 , 我 们 就 用 黑体 z 来 表示 它 , 并 把 其 分 量 























































































































































































































竖 列 起 来 : 
eer) 
z=r+iy 4> z= ; 
y 
BA ARA RIER E EA A, 但 我 们 下 面 假设 所 有 向 量 都 在 同一 平 
面 一 一 复 平 面 内 . 
给 定 两 个 向 量 a 和 b, 图 1-20a 帮 我 们 回忆 起 , 点 乘 就 是 一 个 向 量 的 长 乘 以 马 


























向 量 在 此 向 量 上 的 投影 : 





a- b = |a||b| cos@ = b-a, 
其 中 9 是 a 与 口 之 间 的 夹 角 . 


axb [b] 











bZ 
2 |b|sin 0 






图 1-20 


图 1-20b 使 我 们 回忆 起 又 乘 的 定义 : axb 垂直 于 a 和 bb 所 决定 的 平面 , 其 长 
为 a,b 所 张 的 平行 四 边 形 的 面积 A. 但 是 请 停 一 下 , 有 两 个 (相反 的 ) 方向 都 垂直 
于 C; 我 们 选 哪 一 个 ? 

若 写 出 4 = |allb|sin9, 就 可 以 看 到 , 这 样 写 的 面积 4 是 有 符号 的 . 要 想 看 出 
为 何 这 里 有 符号 , 一 个 容易 的 方法 是 规定 这 里 的 9 是 由 a 旋转 到 b 所 成 的 角 (而 
不 是 二 者 的 夹 角 ) , 其 值 在 区 间 -x 到 x 中. 可见 A 的 符号 与 9 的 符号 一 致 . 如 果 
A > 0, 如 图 1-20b 那样 , 我 们 就 定义 a x b 是 由 平面 向 上 指 的 ; FA < 0, 就 定义 它 
是 向 下 指 的 . 由 此 可 见 a x b= 一 (bx a). 
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a xb 的 定义 中 包含 了 一 个 人 为 的 规定 , 又 乘 本 质 上 是 三 维 的 . 这 就 提出 了 一 
个 问题 如 果 a 和 b 被 看 成 了 复数 , a xb 就 不 可 能 是 复数 , 因为 它 并 不 位 于 a 和 
b 所 在 的 ( 复 ) 平面 C 内 . 对 于 点 乘 就 不 存在 这 个 问题 , 因为 a-b 只 是 一 个 实数 ， 
但 这 也 就 为 我 们 指出 了 一 条 出 路 . 
因为 我 们 所 有 的 向 量 都 在 同一 平面 内 , 对 此 平面 可 以 指定 一 个 法 线 方向 , 于 是 ， 
向 量 的 又 乘 要 么 与 此 法 线 有 同样 的 方向 , 要 么 方向 相反 , 所 以 一 个 又 乘 与 另 一 个 又 
乘 的 区 别 仅 在 A 的 数值 上 . 为 了 本 书 所 需 , 我 们 将 重新 定义 向 量 的 又 来 是 由 a 到 
b 所 张 的 (而 不 只 是 a Fo b 所 张 的 ) 平 行 四 边 形 的 (有 符号 的 ) 面积: 

a x b= |aļ||b| sin? = —(b x a). 

1-21 表明 , 若 有 两 个 复数 a = lale* A b = le, WH a 到 5 的 角 是 
0 = (8-a). 为 了 看 出 它们 的 点 乘 与 又 乘 怎样 与 复数 乘法 相关 , 先 考虑 用 5 乘 人 的 
任 一 点 的 净 效 果 . 这 就 是 旋转 一 个 角 -a 再 放大 a) 倍 , 如 果 再 看 斜 边 为 b 的 有 阴 
影 的 直角 三 角形 在 此 变换 下 的 象 , 则 我 们 可 以 立刻 看 到 








































































































































































































ab=a-b+i(a x b). (1.20) 
当然 也 可 以 通过 简单 的 计算 得 出 这 个 结果 : 
ab = (|ale~'*)(|ble'*) = Jallo 
= |al|ble? = |a||b|(cos 6 + isin 0). 














图 1-21 


当 我 们 把 点 乘 和 又 乘 说 成 是 “向 量 运 算 ” 时 , 这 意味 着 它们 是 几何 地 加 以 定义 
的 , 而 与 坐标 轴 的 任意 特定 的 选取 无 关 . 然而 , 一 旦 选 定 了 笛 卡 儿 华 标 系 , (1.20) 就 
很 容易 用 笛 卡 儿 坐 标 来 表示 这 些 运算 . 写 出 a = riy, b= a! +iy’, W 


ab = (x — iy) (x + iy’) = (rr + yy’) + i(ay' — 2'y), 


x a’ i ; x a! ; ; 
ch bgt) A a Ng ete Ped ey 
















































































所 以 
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我 们 以 一 个 例子 结束 本 节 , 这 个 例子 说 明了 面积 (a x b) 的 符号 之 重要 性 . 考 
虑 计算 图 1-22a 中 的 四 边 形 的 面积 A 这 个 问题 , 这 个 四 边 形 的 顶点 依 逆 时 针 依次 
为 a,b,c,d. 很 显然 这 只 是 四 个 三 角形 的 通常 的 无 符号 的 面积 之 和 , 这 些 三 角形 是 
连接 四 边 形 的 顶点 到 原点 O 形成 的 . 这 样 , 因为 每 个 三 角形 的 面积 只 是 相应 
行 四 边 形 面积 的 一 半 , 故 有 


A= 5[(ax b) + (bx 0) + (ex d) + (dx a) 
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= Ima + be + Gd + da). (1.21) 
显然 这 个 公式 可 以 推广 到 多 于 四 边 的 多 边 形 . 

















a [b] 




















但 是 如 果 O 在 四 边 形 之 外 又 怎么 办 ? 在 图 1.22b 中 , A 显然 是 其 中 三 个 三 角 
形 的 通常 面积 之 和 , 再 减 去 画 了 和 斜 线 的 三 角形 的 通常 面积 . 但 因由 5b 到 e 的 角 是 负 
的 , 所 以 1(b x o) 将 自动 地 是 有 阴影 区 域 的 负面 积 , 4 将 仍 可 用 上 面 的 公式 来 表示 ! 

请 试 试 能 不 能 找到 O 的 一 个 位 置 使 得 恰 有 两 个 有 符号 的 面积 为 负 ? 并 验证 此 
时 上 述 公式 仍然 成 立 . 习题 35 将 证 明 , (1.21) 总 是 对 的 























































































































1.4 ”变换 与 欧 氏 几何 * 


1.4.1 “ 克 莱 因 眼中 的 几何 

尽管 引入 复数 有 许多 好 处 , 但 是 现在 来 谈论 这 些 好 处 也 只 不 过 是 事后 诸葛 亮 ， 
仍然 很 难 找到 一 种 不 得 不 接受 的 引入 复数 的 方式 . 从 历史 上 看 , 我 们 已 经 看 见 了 三 
次 方程 怎样 以 代数 方式 把 复数 强加 给 我 们 , 而 在 讨论 科 茨 的 工作 时 , 我 们 又 看 到 其 
几何 解释 有 某 种 不 可 避免 性 . 在 本 节 中 我 们 想 要 表明 , 在 仔细 地 重新 考察 欧 氏 平面 
几何 后 , 复数 是 怎样 自然 且 几 乎 不 可 避免 地 出 现 的.” 

本 节 标 题 后 面 加 上 了 一 个 星 号 CD, 表示 本 节 的 内 容 可 以 略 去 . 然而 , 本 节 的 
思想 , 除了 “解释 ”复数 以 外 , 其 本 身 也 是 很 有 意思 的 , 而 且 对 于 理解 本 书 其 他 选读 
的 内 容 , 也 是 有 需要 的 . 


@ Nikulin and Shafarevich [1987] 的 极 佳 的 书 是 我 们 知道 的 仅 有 的 县 有 类 似 想 法 的 著作 . 
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尽管 古 希 腊 人 在 几何 学 中 有 许多 漂亮 的 、 了 不 起 的 发 现 , 但 直到 2000 多 年 后 ， 
克 莱 因 “ 才 第 一 次 提出 “什么 是 几何 学 ? ”这 个 问题 , 并 且 做 出 了 回答 . 

我 们 仅 限 于 讨论 平面 几何 学 . 人 们 可 以 说 它 就 是 研究 平面 上 几何 图 形 几 何 性 质 
的 , 但 是 , (i) 什么 是 “几何 性 质 ”? Gi) 什么 是 “几何 图 形 ”? 我 们 将 集中 于 问题 (i), 
对 (ii) 则 一 带 而 过 , 把 “几何 图 形 ”解释 为 我 们 在 一 张 平 铺 着 的 无 限 大 的 纸 上 用 无 
限 细 的 笔画 出 来 的 东西 . 

至 于 (i), 我 们 首先 要 提出 , 如 果 两 个 几何 图 形 (例如 三 角形 ) 具有 同样 的 几何 
性 质 , 则 (从 几何 学 的 观点 来 看 ) 它们 必定 是 “相同 的 " “相等 的 ”, 或 者 如 我 们 常 说 
的 , 是 全 等 的 . 这 样 , 如 果 我 们 对 全 等 (几何 相等 性 ) 有 了 清楚 的 定义 , 就 可 以 把 这 
件 事 反 过 来 说 , 定义 几何 性 质 就 是 所 有 全 等 图 形 所 共有 的 性 质 . 那么 , 怎样 看 出 两 
个 图 形 为 几何 相等 呢 ? 
考虑 图 1-23 中 的 三 角形 , 设想 它们 都 是 可 以 捡 起 来 的 纸 片 . 要 问 了 是 否 全 等 
TT, Retr TOR, 看 看 能 和 否 放 在 T E 注意 , 允许 在 三 维 空间 中 移动 了 这 一 
条 件 是 很 本 质 的 : 要 想 把 了 放 在 T E, 必须 先 把 了 翻 一 个 面 ; Rik T 沿 平面 滑动 
是 翻 不 过 来 的 . 我 们 试 着 把 这 一 点 一 般 化 , 它 使 我 们 想到 , 需要 提出 , 如 果 有 两 个 图 
形 Fẹ F, 而且 存在 一 个 经 过 三 维 空间 的 运动 使 下 与 F ES, 则 二 者 全 等 . 注 
意 , 这 一 讨论 使 我 们 想到 存在 两 种 基本 不 同类 型 的 运动 : 其 一 包含 了 把 图 形 翻 一 个 
H, 另 一 类 则 不 . 我 们 以 后 还 会 回 到 很 重要 的 这 一 点 . 


A 


很 清楚 , 多 少 有 点 令 人 感到 不 满意 的 是 , 在 试图 定义 平面 上 的 几何 学 时 , 却 必 
须 求 助 于 经 过 三 维 空间 的 运动 . 我 们 现在 来 改正 这 一 点 . 回 到 图 1-23, 想象 TT 和 TT 
都 是 画 在 透明 胶片 上 的 . 现在 我 们 不 是 捡 起 三 角形 T, 而 是 捡 起 画 着 T 的 整 张 胶 
片 , 然后 把 它 放 在 第 二 张 胶片 上 使 了 恰好 与 T 重合 . 经 过 这 一 运动 , T 的 胶片 上 
的 每 一 点 4 都 落 在 T 的 胶片 的 一 点 A! E, 而 我 们 可 定义 运动 M 就 是 平面 本 身 
的 一 个 映射 : 4 一 A’ = M(A). 

然而 , 并 不 是 所 有 的 映射 都 够 得 上 成 为 运动 的 资格 , 因为 我 们 还 必须 抓 住 一 个 
思想 〈 前 面 其 实 已 经 暗地里 这 样 做 了 ): 胶片 在 运动 中 必须 是 刚性 的 , 使 得 点 之 间 
的 距离 在 运动 中 不 变 . 于 是 我 们 的 定义 如 下 : 











































































































































































































































































































® Felix Klein, 1849—1925, 伟大 的 德国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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运动 就 是 平面 到 其 自身 的 一 个 映射 且 使 任 两 点 4A, B 的 距离 与 


HY 4 = NM(4),B' = M(B) 的 距离 相同 . 


(1.22) 


注意 , 我 们 所 称 的 运动 也 常 称 为 “刚性 运动 ”或 “等 距 同 构 ”. 























ATKI] 


























记 作 FSF. 





运动 的 精确 概念 以 后 , 我 们 对 几何 相等 性 就 有 了 一 个 最 终 的 定义 : 
如 果 存 在 一 个 运动 M, 使 得 F! = M(F) 





RF 全 等 于 F, 


(1.23) 


次 , 作为 以 前 讨论 的 一 个 推论 , 我 们 说 : 一 个 图 形 的 几何 性 质 就 是 它 的 经 过 一 切 
































其 
运动 都 不 改变 的 性 质 . 最 后 , 为 了 回答 那个 尚未 解决 的 问题 
w 





“什么 是 几何 学 ”， 


KAW, 几何 学 就 是 研究 运动 的 集合 的 所 谓 不 变 式 〈 或 不 变量 ) . 
19 世纪 最 重要 的 发 现 之 一 就 是 , 欧 氏 几何 并 非 唯一 可 能 的 几何 学 , 第 6 章 将 要 



















































































时 也 能 包括 这 些 新 几何 学 
(1.23) 的 目的 是 用 一 族 变换 来 引入 几何 相等 


~ 
qi 











究 所 谓 非 欧 几 何 中 的 两 种 , 但 是 目前 我 们 只 想 说 明 克 莱 因 怎样 能 推广 以 上 思想 使 























生 的 概念 . 但 是 这 种 兰 类 型 的 相 





等 性 会 如 我 们 所 愿 吗 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 必须 先 弄 明白 , 我 们 希望 的 是 什么 ? 为 
了 不 把 一 般 的 讨论 与 (1.23) 中 的 特定 的 全 等 概念 混淆 , 我 们 暂时 不 用 S 这 个 记号 ， 








而 把 几何 相等 性 记 作 ~ 我 们 希望 所 谓 几 何 相等 


























应 该 符合 以 下 三 个 条 件 . 








(i) 一 个 图 形 应 该 等 于 其 自身 : F~ FMW) 了 成立 . 
Gi) E F EF F, WP BEF F: PA FS FAP. 
@ii) E FEF F, "等 于 FY, 则 下 也 应 与 FP” 相等 : 








FOE & EF NF" => Fw FP" 
符合 这 些 要 求 的 任何 关系 都 称 为 等 价 关系 . 














现在 假设 仍 保留 几何 相等 性 的 定义 (1.23), 但 对 运动 的 定义 (1.22) 加 以 推广 ， 
即将 其 中 的 保 距 变 换 族 代 以 某 个 其 他 的 变换 族 G, 应 该 要 明白 , 并 非 任意 我 们 已 知 












































的 原 有 的 G 都 与 我 们 定义 几何 相等 性 的 目的 相 容 . 事实 上 , (i), (ii) 与 (i) 强 涵 着 
G 必 有 以 下 很 特殊 的 构造 , 我 们 把 它 用 图 1-24 画 出 来 .” 

(i) RG 必 包 含 一 个 映 一 点 为 其 自身 的 变换 5 〈 称 为 恒 等 变换 ) . 

(ii) 若 G 中 含有 一 变换 M, 则 亦 必 包含 解除 M 的 变换 MO! ( 称 为 M 之 























逆 ) .[ 请 验证 , AEM 存在 〈 且 不 管 Mo! 是 否 G 之 元 ) , M 必须 具有 














以 下 的 特殊 性 质 : (a) 把 平面 映 到 全 平面 上 , (b) 一 对 一 ; 即 是 说 : (a) 平面 
的 每 点 必 为 此 平面 的 某 点 之 象 , (b) 不 同 点 有 不 同 的 象 . 




















] 
(ii) AM 与 NN 都 是 G 中 之 元 , 则 其 复合 映射 Ne AM = ( 先 做 M 
也 是 G 中 之 元 . G 的 这 一 性 质 称 为 封闭 性 . 




















再 做 NV’) 











@ 这 里 G 是 射影 之 群 , 如 果 我 们 要 做 一 个 平面 图 形 的 透视 画 , 则 从 那个 平面 到 “画布 ”平面 的 映射 就 








称 为 一 个 透视 . 射影 则 定义 为 任意 一 串 透 视 . 你 能 看 出 来 何 




















[以 射影 的 集合 应 该 构成 一 个 群 吗 ? 
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这 样 我 们 很 自然 得 到 了 对 整个 数学 都 具有 基本 重要 性 的 概念 : 满足 这 三 条 要 求 ” 
的 变换 族 G 称 为 群 . 

















我 们 来 验证 一 下 , (1.22) 中 定义 的 运动 构成 一 个 群 : (i) 因为 恒 等 变 换 保 持 距离 
DE, 它 自 然 是 一 个 运动 . (ii) 运动 的 逆 只 要 存在 , 当然 也 保持 距离 , 因此 也 是 运动 . 
它 是 否 存在 呢 ?(a) 如 果 对 全 平面 做 一 运动 , 那么 说 其 象 也 是 全 平面 , 也 还 是 合 情 理 
的 , 但 以 后 还 要 证 明 . (b) 两 个 不 同 点 的 非 零 距离 在 运动 中 仍 得 以 保持 不 变 , 所 以 它 
们 的 象 仍 是 不 同 点 . 因此 M 之 逆 确 是 存在 的 . (过 ) 如 果 两 个 变换 都 不 改变 距离 , 则 
相继 施行 它们 也 不 会 改变 距离 , 所 以 两 个 运动 的 复合 仍 是 运动 . 

克 莱 因 的 思想 是 , 我 们 可 以 先 任 意 选 定 一 个 群 G, 然后 定义 一 种 相应 的 几何 学 ， 
即 是 对 G 的 不 变量 的 研究 . [ 克 莱 因 第 一 次 宣布 这 个 思想 是 1872 年 在 埃 尔 朗 根 大 
学 , 那 时 他 才 23 岁 , 所 以 后 来 这 个 思想 就 以 埃 尔 朗 根 纲领 为 名 而 著称 于 世 .] 例如 ， 
ER G 为 运动 群 , 我 们 就 回 到 了 平面 上 的 欧 氏 几何 学 . 但 是 这 远 非 平面 上 唯 有 的 几 
何 学 , 图 1-24 画 出 的 射影 几何 学 就 是 另外 一 种 . 

克 莱 因 对 于 几何 学 的 视野 其 实 还 更 宽广 . 我 们 一 直 关 注 的 是 , 当 图 形 是 画 在 平 
面 上 任何 地 方 时 , 可 能 有 什么 样 的 几何 学 , 但 是 也 可 以 假设 只 允许 我 们 把 图 形 画 在 
某 个 圆 盘 D 内 . 应 该 很 清楚 , 我 们 可 以 恰 如 构造 平面 上 的 几何 学 一 样 , 来 构造 “ 
中 的 几何 学 ”: 给 定 一 个 由 D 到 其 自身 的 变换 之 群 H, 相应 的 几何 学 就 是 研究 H 
的 不 变量 . 如果 你 怀疑 是 否 有 这 样 的 群 存在 , 考虑 所 有 绕 D 之 中 心 的 旋转 之 集合 
cee 

RAIRE HESS EA EAT OA SEY EL PE EI IKRE 所 得 
的 关于 几何 学 的 概念 《套用 卡 丹 诺 的 那 句 话 )“ 既 不 可 提 摸 又 没有 用 处 "， 但 是 这 
就 背离 了 真理 , 错 得 不 能 再 错 了 ! 在 第 3 章 里 , 我 们 将 很 自然 地 被 引导 着 去 考虑 一 
个 很 有 趣 的 由 圆 盘 到 其 自身 的 变换 群 . 所 得 的 几何 学 称 为 双 曲 几何 或 罗 巴 切 夫 斯 
基 "几何 , 这 将 是 第 6 章 的 主题 . 这 种 几何 并 非 没 有 用 处 , 它 被 证 明 在 广泛 的 数学 领 













































































































































































































































































































































































O 在 更 一 般 的 背景 下 群 的 定义 中 还 要 增加 第 四 个 要 求 : 结合 性 , 即 Ao (BoC) = (Ao B)oC, 对 于 变 
换 它 当然 自动 成 立 . 
@ Nikolai Ivanovich Lobachevski, 1792—1856, 伟大 的 俄罗斯 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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域 中 是 强 有 力 的 工具 , 不 断 地 一 直 在 现代 研究 的 最 前 沿 提 供 新 的 洞察 
1.4.2 ”运动 的 分 类 

要 理解 欧 氏 几何 的 基础 , 看 来 必须 研究 其 运动 群 . 现在 这 个 群 还 是 相当 抽象 地 
定义 为 平面 到 其 自身 的 保持 距离 的 变换 之 集合 . 然而 很 容易 想到 运动 的 一 些 例 子 : 
平面 绕 任 意 点 的 旋转 、 平面 的 平移 , 还 有 平面 对 某 一 直线 的 反射 . 我 们 的 目的 是 用 
同样 生动 的 东西 来 理解 最 一 般 可 能 的 运动 . 

我 们 先 从 宣布 一 个 关键 事实 开始 : 

一 个 运动 可 以 由 它 对 任意 三 角形 ( 即 任意 三 个 非 共 线 的 点 ) 的 
效果 唯一 确定 . 


这 人 句 话 的 意思 就 是 , 只 要 知道 这 三 个 点 怎么 变 , 就 可 以 知道 平面 上 每 个 点 怎么 变 . 为 
了 看 出 这 一 点 , 请 先 看 图 1-25. 每 个 点 P 都 可 由 它 到 这 个 三 角形 的 顶点 A,B,C 的 
距离 唯一 决定 .“ 到 A 和 到 B 的 距离 给 出 了 两 个 圆 , 它们 一 般 地 交 于 两 个 点 , PP 与 
Q. 第 三 个 距离 ( 即 到 C 的 距离 ) 就 可 以 把 P 找 出 来 . 





























































































































(1.24) 













































































为 了 证 明 (1.24), 现在 看 图 1-26. 它 表示 运动 M 把 A,B,C HRA A’, B'O. 
运动 的 定义 , M YEE OP PRE) P, 而 P 到 A’, B’,C’ 之 距离 等 于 PP 到 A,B,C 
原来 的 距离 . 这 样 , 如 已 证 明 的 那样 , P 被 唯一 确定 . 证 毕 . 


Bi Pe b 

B | 

Al 

RS — z C! j 
图 1-26 


认识 到 有 两 类 基本 不 同 的 运动 , 是 在 分 类 上 进 了 一 大 步 . 根据 我 们 原来 已 有 的 、 
关于 运动 可 以 通过 空间 来 进行 的 概念 , 这 两 类 基本 不 同 的 运动 的 区 别 在 于 : 要 把 一 

@ 地 震 就 是 用 这 个 方法 定位 的 . 地 震 开始 时 就 会 发 出 两 个 波 : 快速 传播 的 “P 波 ”( 压 缩 波 ) 以 及 缓慢 
播 的 有 破坏 力 的 “S 波 ”( 切 变 波 ), 于 是 了 波 将 在 S 波 之 前 到 达 地 震 站 , 而 这 两 个 事件 之 时 差 就 可 
用 来 计算 地 震 到 地 震 站 的 距离 . 再 对 另外 两 个 台 站 计算 出 这 个 距离 , 就 可 确定 地 震 的 位 置 
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个 图 形 放 到 另 一 个 图 形 上 面 , 是 否 需要 翻 一 个 面 . 可 以 看 到 在 新 定义 (1.22) 中 , 对 
于 运动 也 会 出 现 这 种 二 分 法 : 设 一 运动 把 4, B 两 点 送 到 A,B 处 . 见 图 1-27. 按 
(1.24), 还 不 能 确定 这 个 运动 , 我 们 还 需要 知道 第 三 个 点 , 即 图 1-27 所 示 的 (与 4,B 
不 共 线 的 ) C AZZ. 因为 运动 保持 C 到 A 和 到 B 的 距离 , 则 C 之 象 恰好 有 两 个 
可 能 性 , 即 或 者 是 0' 或 者 是 它 对 过 4', B' 的 直线 工 的 反射 象 CG. 这 样 , 恰好 有 两 
个 运动 (例如 记 作 M 和 M) H A,B REJ A, B: AM 把 C 映 到 CM 把 C 映 
到 C. 










































































为 了 区 别 这 两 个 运动 , 可 以 看 它们 对 于 角 的 影响 如 何 . 所 有 的 运动 都 能 保持 角 
的 大 小 . 但 是 我 们 看 到 M 还 保持 角 9 的 定向 , 而 M 却 把 它 反 转 . 这 个 区 别 的 本 
性 是 : M 必定 事实 上 保持 所 有 的 角 的 定向 , 而 M 则 把 所 有 的 角 的 定向 都 反 转 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 先 看 一 下 三 角形 T PRA o 命运 如 何 . 如 果 C 被 映 到 了 O 
( 即 运 动 是 M) , 从 图 1-27 可 以 看 出 , T 的 象 是 T', 角 的 定向 得 到 保持 . 如 果 是 另 
一 情况 , 即 C 被 映 到 了 C( 即 运动 为 M), 则 工 HRE T 对 工 的 反射 , 而 角 的 定 
向 则 被 翻转 了 . 保持 角 的 定向 的 运动 称 为 保 向 的 (或 称 直接 的 ), 使 其 翻转 的 称 为 
反 向 的 . 这 样 , 平移 和 旋转 都 是 保 问 的 , 而 反射 是 反问 的 . 综合 以 上 所 得 有 ; 
恰好 存在 一 个 保 向 运动 M (以 及 恰好 一 个 反 向 运动 M ) 将 一 
已 给 线段 AB 映 为 另 一 个 等 长 线段 A4'B'. 此 外 , M =(M 再 继 以 对 (1.25) 
A'B! 的 一 个 反射 ). 
这 样 , 为 了 理解 运动 , 我 们 可 以 考虑 两 个 随机 选 出 的 等 长 线段 AB 与 4B', 然 
后 再 找 出 映 其 一 为 另 一 的 这 个 保 向 运动 M ( 反 向 运动 M). 现在 就 容易 证 明 
每 个 保 向 运动 均 为 一 旋转 , 或 (在 例外 情况 下 ) 为 一 平移 . (1.26) 
注意 , 这 个 结果 使 我 们 对 于 早先 关于 旋转 与 平移 的 复合 的 计算 有 了 更 深 的 洞察 
为 任意 两 个 保 向 运动 的 复合 仍 为 一 保 向 运动 , 为 什么 ? | 它 就 只 可 能 是 一 旋转 或 3 
移 . 反 过 来 , 那些 计算 可 以 把 (1.26) 很 简洁 地 重新 表述 如 下 : 
每 个 保 向 运动 都 可 以 表示 为 一 个 如 下 形状 的 复 函 数 M(z) = 


ez + y, 















































































































































es 





N 














(1.27) 
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现在 来 证 明 (1.26), 若 线段 4'B' 平行 于 AB, 则 向 量 与 AB 或 相等 或 反 
向 . 如 果 它 们 相等 则 如 图 1-28a 所 示 , 该 运动 是 一 平移 ; 如 果 它 们 反 向 , 则 图 1-28b 
表明 , 该 运动 是 绕 AA! 与 BB! 的 交点 旋转 角度 n. 

如 果 这 两 线段 不 平行 ，( 在 有 必要 时 ) 延长 它们 使 之 相交 于 M 点 . 令 9 为 AB 
与 AB 的 方向 的 夹 角 , 见 图 1-28c， 由 圆 的 一 个 初等 性 质 , 弦 AA 对 圆 弧 AMA 
之 任 一 点 均 张 等 角 9. 然后 用 O 表示 AA! 之 垂直 平分 线 与 绝 之 交点 . 这 样 就 可 看 
到 , 把 AB 变 为 AB! 的 保 向 运动 就 是 绕 O 点 旋转 角度 0, 因为 4 被 转 到 4 点 , 而 
AB 的 方向 转 成 了 AB 的 方向 . 证 毕 . 








































































































在 下 述 意 义 下 说 平移 是 “例外 ”的 : 如 果 两 个 线段 是 随机 地 画 的 , 则 二 者 平行 
是 很 罕见 的 . 事实 上 , 给 定 了 AB, WRAY AB! 的 方向 在 无 穷 多 方向 中 , 恰好 是 
AB 的 方向 时 , 才 只 需 做 一 个 平移 , 所 以 一 个 随机 的 保 向 运动 恰 为 平移 这 一 事件 的 
数学 概率 确实 为 零 ! 

对 于 我 们 来 说 , 保 向 运动 比 反 向 运动 更 重要 , 所 以 我 们 把 对 于 反问 运动 的 研究 
留 作 习题 39~41. 更 加 强调 保 向 运动 的 理由 是 它们 构成 一 个 群 (整个 运动 群 的 一 个 
子 群 ) , 而 反 向 运动 则 不 构成 子 群 . 能 看 出 为 什么 吗 ? 

1.4.3 ”三 反射 定理 


在 化 学 里 关注 的 是 原子 的 相互 作用 , 但 是 , 想 要 更 深入 地 洞察 它们 就 必须 研究 
构成 原子 的 电子 、 质 子 和 中 子 . 与 此 类 似 , 虽然 我 们 关注 的 是 保 向 运动 , 但 是 保 向 
运动 是 由 反射 运动 构成 的 ， 研 究 构成 它们 的 反射 运动 , 就 能 有 更 深 的 洞察 .准确 
































































































































每 个 保 向 运动 均 为 两 个 反射 的 复合 . (1.28) 

注意 , 由 (1.25) 的 第 二 句 即 知 : 每 个 反 向 运动 均 为 3 个 反射 的 复合 . 见习 题 39. 简 
而 言 之 , 每 个 运动 均 为 或 两 个 或 三 个 反射 复合 而 成 , 这 个 结果 称 为 三 反射 定理 .” 

前 面 我 们 曾 试图 证 明和 运动 的 集合 成 为 一 个 群 , 但 是 并 不 清楚 是 否 每 个 运动 都 有 


© 像 (1.26) 那样 的 结果 也 可 以 看 作 这 个 定理 的 推论 ; Stillwell [1992] 对 这 个 方法 有 漂亮 的 初等 
讲解 . 
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一 个 逆 . 三 反射 定理 非常 简洁 而 明确 地 解决 了 这 个 问题 , 因为 一 串 反 射 的 逆 就 是 把 
这 些 反射 以 相反 的 次 序 再 做 一 次 . 
以 下 , 我 们 用 只 rz 记 对 于 直线 工 的 反射 . 因此 , 先 对 L 做 反射 , 再 继 之 以 对 Le 
做 反射 就 记 为 RL,oRL,. 按照 (1.26), 想 要 证 明 (1.28), 就 是 要 证 明 每 个 旋转 (以 及 
每 个 平移 ) 都 具有 Re, o Ri, 这 样 的 形状 , 这 是 以 下 两 个 命题 的 直接 推论 : 













































































若 Li 与 Ls 相交 于 O, 而 由 Li 到 L HAA o, I 
绕 O 旋转 26. 


以 及 























Rr. O Rr, 就 是 


若 万 与 Ly Pít, m V 为 由 万 SABES L MAE, N Re oR, 


就 是 平移 2V. 





这 两 个 结果 都 很 容易 直接 证 明 , [请 试 一 试 ! ] 但 是 下 面 的 证 法 或 者 更 漂亮 

首先 , Re, o Rr, 是 一 个 保 向 运动 (因为 它 把 一 个 角 的 定向 翻转 两 次 ) , 它 或 者 
是 一 旋转 或 者 是 一 平移 . 其 次 , 注意 旋转 与 平移 之 区 别 在 于 它 人 
即 被 映 为 自身 的 曲线 . 对 于 绕 O 点 的 旋转 , 它们 是 以 O 为 中 心 的 圆 , 对 于 平移 , 则 
为 平行 于 此 平移 的 直线 


















































KAR 1-29a, 很 清楚 , Rz, o Ry, 使 所 有 以 O 为 中 心 的 贺 














] 有 不 同 的 不 变 曲线 ， 





























都 不 变 , 所 以 它 是 绕 


O 的 旋转 . 为 了 看 出 旋转 角 为 20, 考虑 Ly 上 一 点 P 的 象 P' 即 知 , 证 毕 . 


明 平 移 量 为 2V, 考虑 L EK P Z% P' 即 知 . 证 毕 . 












































再 看 图 1-29b. 显然 Rp, o RL, 保留 所 有 垂直 于 Ly 和 L 





























的 直线 不 变 . 为 了 证 














注意 , 转 一 个 角 9 的 旋转 必 可 以 表示 为 Re, o Rr, 其 中 Ly, Lo 是 任意 一 对 经 
过 旋转 中 心 而 且 成 角 (0/2) 的 直线 . 类 似 于 此 , 平移 T 相应 于 他 






































平行 直线 . 这 个 情况 给 出 了 一 个 组 合 旋 转 与 平移 的 很 漂亮 的 方 








已 表示 为 Riso Ry. ATRI 
两 点 的 任意 直线 , WR 04+ 64 Qn, W L 与 L, DA 


例如 图 1-30a, 这 里 绕 a 旋转 一 个 角 0 已 表示 为 Rro Rr, 











F 意 一 对 相隔 1/2 的 
法 . 


, MSE b 旋转 角 V 则 





E 绕 a 再 绕 5 的 旋转 的 总 效果 , 取 Lo = L 为 过 a, b 
E 某 点 c 相交 , 如 图 1-30b 所 示 . 








这 两 个 旋转 的 复合 就 是 
(Rr, o Rr: ) o (Rr, o Rr) = Rr; oR, 


这 就 是 绕 c 旋转 (0 上 + 6)! 习题 36 证 明了 这 种 作法 与 1.3.3 市 中 讲 的 旋转 的 复合 的 
作法 是 一 致 的 . 
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现在 更 仔细 地 看 一 下 距离 在 欧 氏 几何 中 的 作用 . 设 在 同一 平面 上 做 两 个 直角 
ZME TAT, 令 甲 测量 了 而 乙 测 量 T. 如 果 他 们 二 人 都 报告 其 三 角形 边 长 为 3, 4, 
5, 则 人 们 一 定 很 想 断 言 这 两 个 三 角形 是 一 样 的 , 即 存 在 一 个 运动 M 使 T= M(T). 
但 是 且慢 ! 设 甲 所 用 的 单位 是 厘米 , 而 乙 的 测量 以 英寸 为 单位 , 则 这 两 个 三 角形 只 
是 相似 的 而 非 全 等 的 . 哪 一 个 三 角形 是 “ 真 ” 的 3, 4 5? 当然 两 个 都 是 . 

要 点 是 当 我 们 谈 到 距离 的 数值 时 , 我 们 事先 预 设 了 一 个 度量 单位 ， 单 位 可 以 
画 成 一 个 线段 U， 当 我 们 说 另外 某 线 段 的 长 (例如 〉 为 5 时 ， 就 是 说 这 个 线段 
里 可 以 恰好 放下 5 个 OU. 但 是 在 平坦 的 “平面 中 选 什么 样 的 UV 都 是 同样 容许 
的 一 一 没有 绝对 的 度量 单位 , 我 们 的 几何 定理 应 该 反映 这 个 事实 . 
细 想 这 一 点 , 我 们 就 会 认识 到 欧 氏 几何 的 定理 事实 上 并 不 依赖 于 U 的 (任意 
的 ) 选取 ， 它们 处 理 的 内 是 长 度 的 比 , 而 这 个 比 是 不 依赖 于 U 的 . 例如 , 甲 可 以 验 
证 一 下 , 他 的 三 角形 满足 以 下 形式 的 勾 股 定理 . 


(3cm)? + (4cm)? = (5cm)?, 
但 是 用 (5cm)? 除 上 式 两 边 , 此 式 又 可 以 用 边 长 的 比 来 表示 : 
(3/5)? + (4/5)? = 1. 
这 些 比 都 是 没有 单位 的 绝对 的 数 . 请 找 另 外 的 定理 来 试 一 下 , 验证 一 下 它 也 只 是 处 
理 长 度 的 比 . 
既然 欧 氏 几何 的 定理 并 不 考虑 图 形 的 实际 大 小 , 那么 我 们 前 面 用 运动 来 做 几何 
相等 性 的 定义 就 显得 过 于 局 限 : 只 要 两 个 图 形 是 相似 的 , 就 应 该 看 作 同 样 的 图 形 . 


O 在 第 6 章 的 非 欧 几何 中 , 我 们 是 在 弯曲 的 曲面 上 画图 的 , 而 这 个 曲面 的 曲率 的 量 将 定 死 了 绝对 的 长 
度 单位 . 
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更 准确 些 说 , 如 果 存 在 一 个 相似 映射 把 一 个 图 形 映 为 另 一 个 , 就 应 该 把 这 两 个 图 形 
看 作 同 样 的 , 而 


相似 S 就 是 把 一 平面 映 到 其 自身 且 保 持 距 离 之 比 的 映射 . 


很 容易 看 到 [练习 ], 每 一 个 给 定 的 相似 映射 S 均 把 每 个 距离 放大 一 个 相同 的 
CHEZ) AF r, r 称 为 S 的 放大 率 (或 称 相似 比 ) . 所 以 我 们 可 以 把 放大 率 作为 上 
标 放 到 我 们 的 记号 之 中 使 之 更 为 准确 , 而 一 般 的 放大 率 为 7 的 相似 映射 可 写作 S. 
显然 , 恒 等 变 换 也 是 一 个 相似 变换 (r=1), Sho ST = So , (5S7")-1= S/M. 所 以 , 相 
似 (变换 ) 的 集合 构成 一 个 群 就 相当 清楚 了 . 这 样 , 我 们 就 得 到 了 克 莱 因 在 他 的 演 
说 ”中 给 出 的 欧 氏 几何 的 定义 : 

欧 氏 几何 就 是 对 几何 图 形 在 相似 变换 群 下 的 不 变性 质 的 研究 . (1.29) 
因为 运动 就 是 具有 单位 放大 率 的 相似 映射 51, 运动 群 就 是 相似 变换 群 的 子 群 ; 我 们 
前 面试 图 定义 的 欧 氏 几何 因此 只 是 (1.29) 的 一 个 子 几 何 . 

Sr 的 一 个 简单 例子 是 中 心 伸缩 〈 即 位 似 ) DT. B 1-31a 表明 , ES o 不 动 ， 
而 每 个 线段 oA 都 径 向 地 伸缩 7 倍 ， 注意 ， 一 个 中 心 伸缩 之 逆 是 另 一 个 中 心 伸 
缩 : (DT)! = DOM). 如 果 此 中 心 伸缩 再 继 以 另 一 个 具有 同样 中 心 的 旋转 R9 (或 
者 先 做 RE 亦 可 ) , 就 得 到 图 1-31b 所 示 的 伸缩 旋转 : 

DT =R o DE =DE oR, 
注意 , 中 心 伸缩 也 可 看 作 伸缩 旋转 的 特例 : D5 = Dr? . 
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图 1-31 


IIE INA RIR T HE. o 为 C 的 原点 , (1.9) B DE? 对 应 于 用 
rol 做 乘法 : 








DT? (z) = (re!®)z. 
关键 点 在 于 反 过 来 看 , 复数 乘法 的 规则 可 以 看 作 伸缩 旋转 的 性 态 之 推论 . 
我 们 现在 集中 注意 于 具有 共同 的 固定 中 心 o 的 伸缩 旋转 的 集合 , o 视 为 复 平面 
的 原点 . 每 个 DE? 都 由 其 放大 率 r 与 旋转 角 0 唯一 确定 , 所 以 它 可 以 用 一 个 长 为 


O 克 莱 因 在 1872 年 去 埃 尔 朗 根 大 学 任教 授 职务 时 做 了 一 个 任职 演说 “新 近 关 于 几何 学 研究 的 比较 评 
论 ”. 著名 的 埃 尔 朗 根 纲领 就 是 在 这 篇 演说 提出 的 . 所 以 正文 中 提 到 他 的 演说 . 译 者 注 
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7、 角 为 9 的 向 量 来 表示 . 类 似 于 此 , DI? 用 一 个 长 为 R、 角 为 $ 的 向 量 来 表示 . 那 
A, 什么 向 量 可 以 表示 二 者 的 复合 ? 从 几何 上 看 , 很 显然 有 
DEE oD = Dis DR = Deere), 
所 以 新 向 量 将 由 两 个 原 向 量 长 度 相 乘 、 角 度 相 加 来 表示 这 就 是 复数 乘法 ! 


我 们 在 1.3.3 节 讲 到 复数 运算 的 几何 意义 时 已 经 看 到 , 若 把 复数 看 成 平移 , 则 
得 合 给 出 加 法 . 现在 我 们 又 看 到 , 若 把 它们 改 而 看 成 人 
为 了 完成 对 复数 用 几何 语言 的 “解释 ”, 我 们 将 证 明 这 些 平移 和 人 
了 欧 氏 几何 是 基本 的 . 
为 了 理解 (1.29) 中 涉及 的 一 般 相似 变换 S, A 





H4 
qe. 
(1.2 





9) 所 定义 的 









































缩 旋 转 , 则 其 组 合 给 出 乘 
缩 旋转 对 于 



































EEE p 是 一 任意 点 , W M = 


S" o DO!) 必 是 一 个 运动 . 所 以 , 任 一 相似 必 为 一 个 伸缩 与 一 个 运动 复合 而 成 : 


我 们 对 运动 的 分 类 
样 








正如 我 们 集中 于 关 尘 
伸缩 旋转 在 欧 


每 个 保 向 相 








EFE 保 向 运动 之 群 , 我 们 现 丰 
次 氏 几何 中 的 基本 作用 最 终 


= MoD,. 


因此 蕴涵 着 , 相似 也 分 成 两 类 : 若 M 保持 4 
[改称 为 保 向 相似 ], 若 M 反 转 角度 的 定向 , 则 S” 也 如 此 [改称 为 反 向 相似 ]. 

E 也 集中 于 保 向 相似 之 群 . 平移 和 
上 现在 下 面 的 令 人 吃惊 的 定理 中 : 








(1.30) 
9 度 的 定向 , S 也 这 
































以 或 为 一 伸缩 旋转 , 或 (作为 例外 ) 为 一 平移 . 


对 于 我 们 , 这 个 事实 构成 了 复数 的 一 种 “ 令 人 满意 





理 








规 得 


向 
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平行 而 不 等 长 , 我 们 就 有 











LE 中 还 可 找到 其 他 令 人 折服 的 解释 . 

为 了 能 理解 (1.31), 我 们 从 注意 
相似 可 由 任意 线段 AB ZB AB 决定 . F 
青 况 . 这 时 我 们 有 图 1-28 中 的 三 种 情况 . 它们 都 与 (1.31) FAA. 如 果 AB 与 AB 


图 1- 情况 , 其 中 我 们 都 画 出 了 交 于 p 








CLLR SES 








”的 解释 , 在 前 言 中 


实 开始 . (1.25) 和 (1.30) AR 
E 考 虑 A'B 与 AB 长 度 相同 














点 的 直线 AA’ 和 BB’. 
似 是 Dro, 而 图 1-32b 中 


























r 


现在 考虑 AB 与 AB 既 无 相同 长 度 也 不 





下 图 1-32d, 那 就 是 讲 的 这 个 人 
线段 延长 ) ,9 是 它们 的 交角 . 
旋转 就 可 











借助 于 这 些 图 





= (pA'/pA) = 


32a 和 图 1-32b 两 种 
中 的 相似 三 角形 . 
AIA De. 无 论 在 哪 种 情况 下 , 均 有 
(pB'/pB). 


(1.31) 
还 提 到 , 在 物 











着 一 个 保 
这 一 例外 





























我 们 看 到 图 1-32a 中 的 相 





















































F 行 这 个 更 重要 的 一 般 情况 . 稍 
青 况 . 这 里 , n 是 这 两 个 线段 的 交点 (必要 时 把 这 两 个 
为 了 证 明 (1.31), 我 们 必须 要 证 明 











看 

















, 内需 做 一 个 伸缩 











[把 AB 变 到 AB’. 在 目 











前 只 要 看 到 , 如 








果 想 要 














AB 最 后 变 得 与 4B' 有 相 








同方 向 , 则 必须 旋转 一 个 角 9, 所 以 我 们 的 结论 实际 上 就 是 : 存在 一 个 点 9 和 一 个 
放大 率 r, 使 得 DP 把 A 变 到 A, BB 变 到 B! 





1-32d 复制 在 








将 把 4 变 到 A’. 一 般 来 说 , SAM 





图 1-32c 上 的 那 一 部 分 
44' 在 9 处 的 张 角 











.显然 , AR r= (nA’/nA), DY? 

















为 9 时 , Dee AGE A 变 到 
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A’ 这 样 ,有 了 适当 的 + 值 , DE? BAA A, KX qd tA 4n4' 上 . 图 上 画 
出 了 这 样 一 个 q 点 , 即 g = m. 在 回 到 图 1-32d 以 前 , 我 们 还 要 再 注意 一 件 事 : mA 
HE n 点 和 4 点 所 张 的 角 相等 ( 记 作 。) . 


[al B, boo B 

















图 1-32 

现在 可 以 回 到 图 1-32d. 我 们 需要 的 是 De? 既 把 4 变 为 4', 也 把 BARA B. 
按照 上 面 的 论证 , q 必须 同时 既 位 于 圆 弧 AnA E, 又 位 于 圆 弧 BmB E. 这 样 就 
有 两 种 可 能 性 : g= n 或 g =m Cm 是 这 两 个 圆 弧 的 另 一 交点 ) . 如 果 想 到 了 这 一 
点 , 就 看 到 了 戏剧 的 高 潮 . 我 们 只 考虑 角 0 就 已 把 q 的 可 能 位 置 缩小 到 两 个 点 上 ; 
不 论 是 哪 一 个 可 能 性 , 我 们 都 可 取 放 大 率 r 使 A AE A, 但 是 一 旦 r 选 定 , 则 B 
还 是 既 有 可 能 变 成 B', 也 可 能 不 行 ! 但 是 从 图 上 看 , W g =n 时 B 并 不 会 变 到 B', 
所 以 q = m 将 是 余下 的 仅 有 的 可 能 1 

为 使 Dre 同时 将 4 映 到 A’, B 映 到 BY, 我 们 还 需要 7 = (mA'/mA) = 
(mB'/mB); 换言之 , 图 1-32d 上 两 个 阴影 三 角形 需要 相似 . 它们 确实 相似 真有 点 像 
是 奇迹 . 看 一 下 在 n 点 处 的 那些 角 , 我 们 看 到 O+ @ +0 =n, 再 把 等 式 右 端 看 作 每 
个 阴影 三 角形 的 内 角 和 , 立即 可 得 这 个 结果 . (1.31) 的 证 明 至 此 完毕 .* 

(1.31) 中 讲 到 绕 任意 点 的 伸缩 旋转 , 而 复数 则 表示 绕 固定 点 o( 原 点 ) 的 伸缩 
变换 , 读者 可 能 会 对 此 不 其 满意. 对 于 这 一 点 可 以 回答 如 下 : AB 在 Dm? 和 Dy? 
下 之 象 互相 平行 而 且 长 度 相 等 , 所 以 必定 存在 一 个 平移 T 映 一 个 象 为 另 一 个 象 
[ 详 见 习题 44]. 换言之 , 一 般 的 伸缩 旋转 与 以 原点 为 中 心 的 伸缩 旋转 只 相差 一 个 平 
移 : D = ToD. 总 结 起 来 , 我 们 有 


每 个 保 向 的 相似 变换 S 均 可 表示 为 形 如 Sr(z) = retz +v HZ BK. 






































































































































































































































@ 这 里 的 论证 好 处 在 于 它 是 逐步 给 出 的 , 而 不 必 把 所 有 结果 一 下 子 全 部 证 出 来 . 其 他 的 证 法 可 以 参看 
Coxeter and Greitzer [1967, 第 97 页 ], Coxeter [1969, 第 73 页 ] 和 Eves [1992, 第 71 页 ]. 习题 45 
中 有 用 复 函数 的 简单 证 法 . 
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1.4.5 ”空间 复数 


为 中 心 ) 的 伸缩 旋转 定义 和 前 面 
ME O 点 的 下 


绕 某 个 


我 们 现在 简要 地 把 上 面 的 ) 

















AE 





Ey B= 











维 空间 . 





首先 


























始 


We K, 





(1969, 第 103 页 ]. 


YŠ 


F 








还 很 
的 伸 
向 相 
KK 
的 几 


加 法 





























的 旋转 复合 








因为 关键 性 的 结果 (1.31) 可 以 
一 伸缩 旋转 , 或 为 一 平移 , 或 为 一 伸缩 旋转 与 沿 




















三 为: 





完全 一 样 , 即 可 定义 为 有 同 相 
而 成 . 一 旦 我 们 以 (1.29) 为 欧 








因此 自然 地 会 问 , 是 否 可 能 有 





























法 为 伸缩 旋转 的 复合 . 对 于 加 法 , 一 切 都 很 顺利 : 


“空间 复数 ”存在 





E, TI 


E, 使 其 加 法 为 











司 中 的 有 中 心 〈 以 O 

















中 心 的 伸缩 与 空间 中 
氏 几 何 的 定义 , 就 可 以 
空间 的 每 一 个 保 向 相似 变换 或 为 
旋转 轴 的 平移 的 复合 . 1 





EL Coxeter 


F 移 的 复合 , 而 乘 








空间 每 





移 ， 








而 这 些 平移 的 复合 





H, 


就 是 








空间 中 通 季 
































对 四 维 空 








间 , 甚至 n AE 








现在 考虑 具有 

















顺利 . 因为 
缩 旋转 〔 例 








显然 为 +3 = 





如 


tk 同 的 固定 











很 容易 看 到 两 个 这 种 
记 为 Qs). 
以 变换 的 分 类 得 到 这 一 点 . 如 果 Qa 与 Qo 的 放大 率 分 别 为 rt 和 ra, N 
riro, 而 我 们 将 在 第 6 EH 


























Fe TY [el E 
间 都 一 样 有 意义 . 

PÒ O 的 伸缩 旋转 的 集合 Q 
缩 旋转 的 “乘积 ”Qi o Qe 
注意 到 Q o Q2 仍 保持 O 不 变 , 就 











[I 


















































何 作法 . 然而 ， 


与 平面 旋转 不 同 , 在 空 








的 , 所 以 我 们 的 乘法 法 则 是 非 交 换 的 : 
Q1°9°Q2 £ Q20Q1. 


我 们 肯 








| 





但 

















尺 数 上 的 决定 性 
闻 中 的 点 〈 即 向 量 ) 来 表示 伸缩 旋转 时 , 就 会 
= Qs 解释 为 对 点 Qo 做 人 
间 中 而 




















定 


个 伸缩 

















个 表 


旋转 





相 加 ， 


量 , 但 是 怎样 





两 个 ” 














H 
H 





门 未 能 找到 


, 还 有 

















之 集合 @ 为 











MGR PF SE AY 4 


四 维 























节 要 














复数 的 三 维 














到 第 6 AA 





间 中 








类 似 物 , 却 发 现 了 三 维 
空间 . Q 的 元 素 称 为 四 元 数 ”, 它们 可 以 画 成 四 
能 讲 . 四 元 数 可 以 月 


定 是 习惯 于 乘法 具有 可 交换 性 的 , 但 是 (1.32) 不 会 
不 能 看 成 构造 “空间 复数 ”在 
是 , 如 果 我 们 企图 用 空 

本 的 问题 . 我 们 会 类 比 着 复数 乘法 把 方程 Q1 o Qo 
换 Qi 使 之 变 为 Qa. 但 是 这 样 的 解释 是 不 可 能 的 ! 在 空 
数 , 即 其 三 维 空间 坐标 ; 但 要 而 
示 旋 转 的 角度 


的 障碍 . 





旋转 则 需要 4 个 数 : 
入 于 表示 旋转 轴 的 方向 . 

















A 








点 的 位 置 向 量 都 可 以 看 








量 加 法 . 注意 , 就 此 而 言 , 这 个 向 量 











仍 














A, 乘法 的 定义 


是 一 个 同一 类 


可 以 从 上 述 的 正 








| Q3 放 


! 由 两 个 旋转 Qi 和 Qo 做 出 旋转 Qs 
, 完成 两 个 旋转 的 次 序 是 会 造成 








区 别 


(1.32) 


导致 矛盾 , 所 以 这 一 点 还 





出 现 基 
缩 变 



































定 一 个 








的 (以 O AA 








也 可 以 用 上 述 的 非 交 换 法 则 相 乘 ( 即 做 相应 的 伸缩 旋转 的 复合 ) 





@ 为 了 看 出 这 一 点 , 设想 一 个 以 O 为 
丙 个 坐标 〔 例 如 经 


@ 用 四 元 数 来 表示 空间 




















度 与 纬 






































P 心 的 球面 , 轴 的 方向 可 
度 ) 来 表示 . 
旋转 , 近来 在 计算 机 图 形 学 (如 制作 动 


点 需要 3 个 


一 个 表示 放大 率 , 一 








Hy 








心 的 ) 伸缩 
维 的 点 或 向 














通常 的 向 量 加 法 来 
































m) 里 








求 面 的 交点 来 表示 , 而 


上 点 则 可 

















让 了 应 用 . 





译 者 注 











15 J 题 39 
复数 乘法 和 四 元 数 乘法 法 则 的 发 现 有 一 些 有 趣 的 平行 之 处 ， 如 所 周知 ,哈密 























fis, 




















哈密 顿 与 罗 德 








顿 OÆ 1843 年 发 现 了 


点 里 格 斯 的 几何 与 哈密 顿 的 代数 
里 格 斯 如 果 查 阅 过 伟大 的 高 


个 


措 , 但 他 们 只 是 那些 运气 不 好 的 数学 家 的 两 




















是 等 价 的 . 











四 元 数 乘法 法 则 的 代数 形式 .比较 少 为 人 知 的 是 , 罗 德 里 格 
斯 “ 比 他 早 三 年 就 发 表 了 一 篇 很 漂亮 的 文章 , 对 空间 旋转 的 复合 进行 了 几何 研究 ， 
其 中 包含 了 与 哈密 顿 的 结果 本 质 上 相同 的 结果 ; 但 是 很 晚 的 时 候 ” 人 们 才 认 i 








只 到 罗 




















记载 了 他 在 1819 FH 
我 们 将 在 第 6 章 











i 发现 了 四 元 数 的 法 则 . 


HO 














的 直接 好 处 是 , FATA 




















E 看 见 了 , 我 们 所 讨论 





PT. 


其 未 发 表 的 数学 笔记 “, 定 会 惊慌 失 


在 那 本 私人 数学 日 记 里 , 高 斯 








详细 研究 四 元 数 的 乘法 及 其 很 漂亮 的 应 用 . 然而 这 个 讨论 

















的 问题 属于 二 维 空间 , 而 且 又 可 把 二 





维 空间 中 的 点 解释 为 作用 于 此 同一 空间 之 上 的 基本 的 欧 氏 变换 , 二 维 性 是 一 个 多 么 








了 不 起 的 性 质 . 


1. X 的 二 


的 图 像 的 交点 . 
(i) 证 明 此 图 像 在 





股 三 次 方程 的 根 可 以 看 成 (XY ` 


1.5 J 








题 


F 面 上 ) X 轴 与 以 下 

















EB 状 的 三 次 曲线 


Y = X? + AX?’ +BX +C 


X =—(A/3) 处 有 拐点 . 

















(ii) 









































几何 方法 导出 : 做 变换 X = (z 一 4) HAENEN Y =+ brte. 


























































































































(iii) 用 计算 来 验证 以 上 的 结果 . 
2. 求解 三 次 方程 za = 3pz 十 2q 可 如 下 进行 : 
(i) 一 个 希望 有 用 的 变换 z = s +t, 并 导出 : 如 果 st =p 而 且 s +t = 2q, 则 此 x 为 
三 次 方程 之 根 . 
(ii) 从 这 两 个 等 式 消去 t, 得 出 s 的 一 个 二 次 方程 . 
(iii) 解 此 二 次 方程 并 得 到 s? 的 两 个 可 能 值 . 由 对 称 性 , t? 的 可 能 的 值 是 什么 ? 
(iv) WES s +t? = 2q, 导出 (1.4). 
3. 韦 特 “ 在 1591 年 , 即 (1.4) 出 现 后 40 RE, 发 表 了 三 次 方程 的 另 一 解法 . 此 法 基于 1.3.2 
节 中 的 恒等式 cos 30 = 4C3 — 3C, C = cos0. 
© Sir William Rowan Hamilton, 1805—1865, 伟大 的 爱尔兰 数学 家 和 物理 学 家 . 一 一 译 者 注 





© Olinde Rodrigues, 
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1795—1861, 法 








@ 关于 这 个 发 现 
@ 这 里 是 指 后 来 发 
其 中 记录 了 高 斯 


有 发 表 过 . 这 里 i 
































的 四 























© Francois Viète, 15 
译 的 . 译 者 注 

















图 











40 一 1603, 法 


E 十 七 边 形 的 





数学 家 一 一 译 者 注 
的 有 点 纠缠 不 清 的 细节 是 怎样 弄 明白 的 , 可 了 
岗 的 高 斯 的 一 本 笔记 (现在 称 为 高 斯 的 《数学 
RD BML. 例如 第 一 篇 就 是 
元 数 即 是 一 例 ， 一 一 译 者 注 
数学 家 ， 现 在 通 译 为 








参看 Altmann [1989]. 
记 》) . 时 间 应 为 1796~1819 年 ， 























作法 ; 还 有 最 小 二 乘法 . 还 有 不 少 后 来 也 没 


Bid, 这 是 按照 他 的 名 字 的 拉丁 文 写法 Vièta 





40 第 1 章 几何 和 复 算 术 
(i) 以 xz = 2PC 代入 (化 约 后 的 ) 一 般 三 次 方程 £ = 3pr+2q 并 得 出 4C°—3C = 
(ii) Bq? < p°, 导出 原 方程 的 解 为 
x = 2,/pcos [56+ 2mn)| 
其 中 m 是 整数 而 $ = arccos(q/p,/p). 

(iii) 验证 此 式 给 出 了 zs = 3z 的 正确 的 解 z = 0, 土 V3. 
4. 以 下 是 一 个 在 数论 中 有 许多 用 处 的 事实 : 若 两 个 整数 可 写 为 两 个 平方 之 和 , 则 其 积 亦 然 

以 下 约定 每 个 符号 均 表 示 整 数 , 则 上 面 说 的 就 是 : 

E M=@+B,， N=c’+4+d’, W MN=pP +g. 

考虑 |(a+ib)(c+ id)/? 以 证 明 以 上 事实 . ah 
5. 图 1-33 说 明 怎 样 用 相似 三 角形 来 构造 构造 两 个 复数 之 积 . 

请 解释 之 . b 
6. (i) # c 是 一 固定 复数 , R 是 一 固定 实数 , 用 图 形 解释 何 

以 |z 一 c| = RR 是 一 圆 的 方程 . 0 1 
(ii) 已 知 z 适合 方程 lz 十 3 一 4il = 2, 求 |z| 之 最 小 值 与 图 1-33 
最 大 值 , 并 求 相 应 z 点 的 位 置 . 

7. 用 图 形 证 明 若 a 与 上 是 固定 复数 则 |z — a| = |z — b| 是 一 直线 的 方程 . 
8. SLAC 上 一 与 实 轴 成 角 o 的 直线 并 令 dW L 到 原点 的 距离 , 用 几何 方法 证 明 , 若 > 

是 工 上 任 一 点 , 则 l 

d= me 
9. $ A,B,C,D 为 单位 圆 上 的 四 点 , H A+B+C +D [= 0 证 明 这 四 点 必 成 一 矩形 . 
10. 用 几何 方法 证 明 : 若 |z| = 1, 则 
z 
= le rd 中 

除 单 位 圆 外 , 还 有 哪些 点 满足 此 方程 ? 

11. 用 几何 方法 解释 , 何以 适合 
arg (224) = 4k 

的 z 之 轨迹 是 过 定点 a 与 的 一 段 圆 弧 . 

12. 用 图 形 求 出 以 下 两 个 方程 
z—-1-i 2 一 1 一 1 
Re (2) qe m (2) =a 

的 轨迹 . [提示 : Re(W) = 0 对 于 W 之 辐 角 意味 什么 ? 再 用 上 题 .] 

13. #4 





































































































































































































































































































b—a a—c 








$ 
cmu 


b-c 
a,b,c 成 什么 几何 图 形 ? [提示 : 令 两 边 的 长 度 与 角度 分 别 相等 .] 


























14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 


24. 


考虑 积 (2 +i)(3 +i), 证 明 





a arctan 1 + arctan 1 
4 2 3° 











画 出 e4 e? 及 其 和 , 把 这 些 复 数 都 写成 (z + iy) 的 形状 , 证 明 
tan = =1+V2. 


从 原点 出 发 , 向 东 走 一 个 单位 , 再 向 北 走 同样 距离 , 再 向 西 走 前 一 步 的 距离 的 (1/2), 然后 
向 南 走 前 一 步 的 距离 的 (1/3), 再 向 东 走 前 一 步 的 距离 的 (1/4), 并 依 此 类 推 , 这 个 “螺旋 ” 
线 趋 向 哪个 点 ? 

F z= e 1, WJ (z — 1) = (itan $) (z +1). 

(i) 用 计算 证 明 . 

(ii) 用 图 形 证 明 . 


i i 0 一 i(0+9) i i ed tees i(0+9) 
e +e" = 200s] zte 7 e e = isin | =e Oe 


(i) 用 计算 证 明 . (ii) 用 图 形 证 明 . 
三 角形 工 的 “重心 ”G 是 其 中 线 的 交点 . 若 顶 点 a,b,c X 
复数 , 如 图 1-34 所 示 , 可 以 证 明 


G=3 a+b+c). 


在 了 的 各 边 上 , 做 三 个 任意 形状 的 相似 三 角形 [ 细 点 线 ]， ee 
于 是 可 得 顶点 为 p,q,7 的 新 三 角形 [小 段 虚 线 ]. 用 复数 代 er 

数 证 明 新 三 角形 的 重心 正 是 老 三 角形 的 重心 . 图 134 

高 斯 整数 就 是 形 如 m+in 的 复数 , 其 中 m,n 为 整数 , 即 图 1-1 中 的 网 格 点 . 证 明 不 可 能 
画 出 一 个 三 顶点 均 为 高 斯 整数 的 等 边 三 角形 . [提示 : 设 有 一 个 顶点 在 原点 然后 试用 反 证 
法 证 明 , 如 一 三 角形 为 等 边 的 , 则 可 将 其 一 边 旋转 为 男 一 边 ; 记 住 , V3 是 无 理 数 .] 
再 画 一 幅 图 1-12a, 做 其 一 对 角 线 , 并 记 其 中 点 为 m. 如 图 1-12b 那样 画 出 连接 m 到 
p,q,7,s 的 线段 . 按 图 1-12b 的 结果 , 若 绕 m 旋转 (x/2), W p A r 发 生 何 种 情况 ? 对 线 
段 pr 又 发 生 什么 ? 由 此 得 出 图 1-12a 的 结果 . 
若 将 图 1-12a 上 的 四 个 正方 形 都 画 到 四 边 形 的 内 侧 , 此 结果 是 否 仍 成 立 ? 

画 一 任意 三 角形 , 在 其 每 一 边 上 各 向 外 做 一 个 等 边 三 角形 . 连接 这 些 正三 角形 重心 成 一 新 
三 角形 (与 习题 19 比较 ) . 猜 一 下 新 三 角形 有 何 特殊 之 处 ? 请 用 复数 代数 证 明 你 的 猜测 
正确 . 如 果 这 些 等 边 三 角形 都 向 原 三 角形 内 部 做 又 会 如 何 ? 

(1.15) 知 









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































l+z4+2°4+---+2 = 


(i) 2 必须 落 在 C 的 什么 区 域内 , 无 穷 级 数 1 + 24+ 2° + 才 会 收敛 ? 
(ii) 若 z 落 在 此 区 域内 , 这 个 无 穷 级 数 收敛 于 哪 一 点 ? 
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(iii) 按 图 1-9 的 精神 , 就 z = 3(1 十 i) 的 情况 画 一 个 大 的 准确 的 图 形 , 并 且 验 证 它 确实 
收敛 于 Gi) 中 所 预测 的 点 . 
25. 令 S =cos6 + cos 30 + cos 50 + +--+ cos(2n 一 1)9. 证 明 
































= SZAN 或 与 此 等 价 5 二 cosmb 
2sin 0 sin 0 


[提示 : 应 用 习题 24, 再 用 习题 18 把 结果 简化 .] 
26. (i) 考察 (a 十 记 )(cos9 十 isin9), 证 明 


















































bcos + asin = y'a? + b? sin[0 + arctan(b/a)]. 
(ii) 用 此 结果 并 用 归纳 法 证 明 (1.14). 

27. 证 明 图 1-15b 中 的 螺 线 Z(t) = e 的 极 坐标 方程 为 > = ee, 
28. 再 考虑 图 1-15b 中 螺 线 Z(t) = eel’, 其 中 a All b 是 固定 实数 , 令 r 为 一 变动 的 实数 ， 
按 (1.9), z+ F(z) = (ee) 2 是 : 将 此 平面 以 原点 为 中 心 按 因子 e*” 放 大, 再 将 它 旋 
转 一 个 角 br. 
) 证 明 F,[Z(t)] = Z(t+7), 由 此 得 知 此 螺 线 是 变换 万 - 的 不 变 曲线 ( 见 1.4.3 节 ). 
) 由 此 , 不 用 微 积分 证 明 所 有 经 过 原点 的 射线 均 以 等 角 与 此 螺 线 相交 . 
(iii) 证 明 : 若 将 此 螺 线 绕 原 点 旋转 一 个 任意 角 , 则 新 螺 线 对 每 个 F 仍 为 不 变 曲线 . 

) 

) 










































































































































































论述 前 一 部 分 的 螺 线 是 F 仅 有 的 不 变 曲线 . 

4 V(t) 是 一 质点 的 复 速度 , 其 轨道 为 Z(t), dt 是 一 无 穷 小 瞬间 , 则 沿 此 轨道 V(t)at 
是 一 复数 . 把 积分 看 作 这 些 运动 的 (向 量 ) 和 , 问 jz V(t)dt 的 几何 解释 是 什么 ? 
(ii) 就 图 1-15b, 画 出 Z(t) = ree 的 略图 . 
(iti) 已 知 (1.13), 问 前 一 部 分 的 质点 的 速度 是 什么 
(iv) 把 前 几 部 分 合 起 来 以 导出 fo ete dt = yee 
改 的 略图 中 . 
(v) 由 此 导出 


29. (i 




















把 这 个 复数 画 在 你 为 (ii) 所 


























| ee a(e* coats Ee sinb 
0 a? + b? 


以 及 








| at yap b(1 — e° cost) * ae? sinb 
30. 给 定 两 个 开始 的 数 51, S2, 做 一 个 无 穷 序 列 S1, S2,S3,Sa,---, 其 规律 如 下 : 每 个 新 数 都 
是 前 一 数 减 去 再 前 一 数 的 差 之 2 倍 ， 例 如 , HS. = 1, S2 = 4, 我 们 将 得 到 1, 4, 6, 4, 
一 4, 一 16, 一 24,…… 我 们 的 目的 是 找 出 第 n 个 数 Sn 的 公式 . 
(i) 生成 的 规律 可 以 简明 地 写 为 Snt = 2(Sn41 一 Sn). 证 明 , Æ 2? —224+2=0, 则 
Sn = 2” 就 是 这 个 递 推 关系 的 解 . 
用 二 次 方程 证 明 > = 1 + i, 再 证 明 若 A, B 是 任意 复数 , WS, = A(1+i)"+B(1-i)” 
也 是 此 递 推 关系 的 解 . 
(iii) 若 只 想 求 此 递 推 关 系 的 实 解 , 证 明 B= A, 由 此 推出 S= 2Re[A(1 + i)”). 






























































































































































15 J 题 43 

















(iv) 在 上 例 中 取 A = —(1/2) — i, 把 此 数 写 为 极 坐标 形式 , 证 明 


Sn = 2"/2WV5cos 十 arctan2| . 





























(v) 验证 由 这 个 公式 可 以 预测 出 534 = 262 144, 用 计算 机 来 验证 . 
[注意 , 此 法 可 用 于 任意 形 为 Snt = pSn+1 十 qSn 的 递 推 关系 .] 

31. 用 上 题 中 的 递 推 关系 , 用 计算 机 来 生成 51 = 2, S2 = 4 所 得 序列 的 前 30 项 , 注意 0 重复 
出 现 的 模式 . 

(i) 用 和 前 面相 同 的 记号 , 证 明 这 个 序列 相应 于 A = i, HS, = 2Re[—i(1 + i)”]. 

) 做 一 草图 表明 当 n= 1 Al n =8 时 一 i(1 十 i)” 的 位 置 , 由 此 解释 0 出 现 的 模式 . 
(iii) 将 4 写作 at ib, 我 们 的 例子 相应 于 a = 0, 更 一 般 地 用 几何 方法 解释 何以 当 且 仅 
当 (a/b) = 0, 土 1 或 6=0, 才 发 生 0 的 反复 出 现 的 这 一 模式 . 

(iv) 证 明 St = 计 (1 一 名 ,并 导出 当 且 仅 当 So = 251 (APD, 51 = 52,51 = 0 或 
S2 = 0, 才 有 如 上 的 0 反复 出 现 的 模式 . 
(v) 用 计算 机 检验 这 些 预测 . 
32. 二 项 式 定理 指出 , 若 ”为 正 整 数 , 则 


(a+b)" = > ( " Jere 
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ee | ” ] = tl Be. [不 是 向 量 ] 得 出 这 个 结果 的 代数 推理 当 a 和 "为 


re (n-r 


复数 时 也 适用 . 用 此 事实 , 证 明 当 n = 2m 为 偶数 时 ， 


2m 2m 2m met 2m m . /mn 
EEE eraa) 


33. 考虑 方程 (z — 1) = 2". 

(i) 不 要 试图 求解 方程 , 用 几何 方法 证 明 其 9 个 解 为 什么 不 是 10 个 ] 均 在 直线 Re(z) = 
3 上. [提示 : 习题 7.] 
(ii) 用 27° 遍 除 两 边 , 方程 成 了 w = 1, EP w= (2 一 1)/z. 由 此 解 出 原 方程 . 
利用 习题 18 即 可 干净 利 






































































































































iii) 把 解 写成 z = z+ 十 iy 之 形 , 由 此 验证 (i) 中 的 结果 . [提示 : 

落地 完成 .] 

34. 用 S 记 图 1-19 中 的 12 阶 单位 根 之 集合 , 其 中 之 一 是 上 《= iO, 注意 到 是 本 初 12 阶 
单位 根 , 意 即 其 各 次 寡 给 出 所 有 的 12 阶 单位 根 : S = {€,67,63,--- ,E12} 且 当 0<7<12 

时 ,上 AL. 

(i) 求 出 所 有 的 本 初 12 阶 单位 根 , 并 把 它们 标 在 图 1-19 上 . 

(ii) 把 根 为 本 初 12 阶 单位 根 的 多 项 式 Dio(z) 因 式 分 解 为 (1.16) ZÆ. [一 般 说 来 ， 
B12(z) 就 是 根 为 本 初 阶 单位 根 的 〈 最 高 次 震 系 数 为 1) 的 多 项 式 ; KA n MOB 
多 项 式 .] 

(iii) 先 把 对 应 于 共 辆 根 的 成 对 因 式 乘 开 , 证 明 B12(z) = 24-2? +1. 
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(iv) 重复 以 上 步骤 , 证 明 5s(z) = 244-1. 

(v) 对 一 般 的 n 解释 以 下 事实 , 车 < 是 一 个 本 初 阶 单位 根 , 则 也 是 , 由 此 得 知 , 若 
n > 2, Bn(z) 次 数 必 为 偶数 , AAS AR. 

(vi) WEHE p 为 素数 则 p(z) = 1 十 z 十 2 十 … 十 2z?-1. [提示 : 用 习题 24.] 
[ 令 人 吃惊 的 是 , 在 这 些 例子 中 , Dal) 都 有 整 系数 . 事实 上 可 以 证 明 每 一 个 8B (z) 
都 如 此 ! 关于 这 些 引 人 入 胜 的 多 项 式 , 参看 Stillwell [1994].] 

35. 用 代数 方法 证 明 ，(1.21) 在 平移 k 下 不 变 , 即 当 变 a 为 a 十 k, 变 5 为 5 十 k 等 以 后 
HEDE, 由 图 1-22a 推出 , 此 公式 给 出 一 个 四 边 形 的 面积 . [提示 : 记 住 (2 + Zz) 总 是 
实 的 .] 

36. 按 前 面 1.3.3 节 中 的 计算 , R o R? = RET, 其 中 

ae? (1 一 ei9) 十 b(1 一 e$) 
1 — ei(9+¢) ‘ 
现在 我 们 来 验证 这 个 c 与 图 1-30b 中 用 几何 方法 构造 出 来 的 一 样 . 
(i) 解释 为 什么 这 个 几何 作法 等 价 于 说 c 适合 两 个 条 件 : 
—b = 
arg (=) = 14 而 arg (=) =] 
Gi) 通过 证 明 
P D sin 3 ‘ap 
sin 5 
来 验证 (上面 算出 的 ) c 之 值 满足 第 一 个 方程 . [提示 : 应 用 (1 一 ei*) = 一 2isin(a/2) 
gor?) 
iii) 同 法 证 明 第 二 个 等 式 也 成 立 . 

37. 由 图 1-30b 直接 导出 (1.33). [提示 : 做 三 角形 abc 的 过 5 的 高 , 把 它 的 长 度 先 用 sin! 表 
th, 再 用 sin ie 表 出 .] 

38. 在 1.3.3 节 中 , 我 们 算出 了 , 对 非 零 的 a, To o RE 是 一 旋转 

五 oR8 =R, p c=7v/(1- °). 
然而 , A a = 0, M To o RE = 有 五 是 一 平移 . 考虑 RE 当 a 趋 0 时 的 极限 状况 , 从 而 将 这 
两 个 结果 统一 起 来 . 
39. 滑动 反射 就 是 对 某 直线 L 的 反射 与 沿 工 方向 的 平移 wv 的 复合 TOR, = Rr oTo. 例如 ， 





若 你 按 一 定 步伐 在 雪 地 上 行走 , SE PS AL ETc 





部 足迹 . 滑动 反射 显然 是 一 反 向 运动 . 
(i) 面 一 直线 LM 
Too Re 下 的 象 AB’. 














ARMY. 




















同样 的 滑动 反射 , 就 可 得 到 你 的 全 





一 线段 4B. 做 出 此 线段 在 反射 Re 下 的 象 AB, 以 及 它 在 滑动 反射 





在 图 上 探 掉 直线 L, 通过 考虑 线段 AA’ 和 BB’, 证 明 可 以 重建 出 工 . 
给 出 两 个 等 长 度 线段 AB 和 A'B’, 利 




















上 一 部 分 证 明 可 以 做 出 映 前 者 为 后 者 的 滑 


























41. 


42. 


43. 


44. 


45. 





(iv) 导出 每 个 反 向 运动 都 是 一 个 滑动 反射 
(v) 将 滑动 反射 表示 为 三 个 反射 的 复合 . 

40. $ L 为 与 实 轴 交 角 为 $ GR o+ m) 的 直线 , p 为 上 上 距 原点 最 近 的 点 , 从 而 |p| 为 这 个 
距离 . 考虑 滑动 反射 [ 见 上 题 ] G = Tyo Rp, 这 里 的 平移 是 沿 平行 于 L 的 方向 移动 一 个 距 
















































































24H, 并 记 v = 十 re'?. 
p= tilp et, 并 解释 + 号 的 几何 意义 . 

















数 A(z) =z 十 7 表示 什么 变换 ? 
用 图 形 解释 为 什么 G =T oR o Ho RZ? oT-p. 
G(z) = etz+ e (r + 2ip). 























A r, 现在 固定 9 
(i) 用 图 形 表示 
(ii) 复 函 
(iii) 用 图 
(iv) 导出 
(v) 比 
此 验证 你 的 结果 . 



































用 几何 语言 描述 由 G(z) = iz + 4i 所 表示 的 滑动 反射 . 考 























j 复 函数 表示 的 一 般 的 反 向 运动 . 





S M(z) 是 一 个 


( 
解释 为 什么 
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RORE =T, HH v=(1-e'%)(b—-a). 























(i) <Q=( 























(i) 
方向 与 v 所 


a) 是 由 第 一 个 旋转 中 心 a 到 第 二 个 旋转 中 心 b 的 复数 . 用 代数 方法 
明 , v 的 长 度 是 2sin 9 |Q|, 其 方向 与 Q 成 角 752. 

(ii) Æ 0+ = 2n 情况 下 重 画 图 1-30b, 从 而 给 出 这 些 结果 的 直接 的 几何 证 
在 1.3.3 节 中 , 我 们 曾经 算出 







































































五 oR8 =R, p c=0/(1-e'%). 























成 的 角 是 SS". 


























(ii) ERE 5 To 二 者 都 表示 为 两 个 反射 的 复合 , 用 图 1-30b 的 思 


接 几 何 证 明 . 





如 图 1-13b 那样 ， 























一 个 以 任意 点 p 为 中 心 的 伸缩 旋转 可 以 这 样 完成 : 

































































F Do’, 最 后 再 把 o 平移 回 p. 用 复 函 数 表示 这 些 变换 , 证 明 





























E -2, 21 和 0 WR, 





M(z) 是 保 向 运动 , 并 由 (1.27) 导出 有 a All 存在 使 M(z) = ei*z 二 ww. 
] 上 题 导出 每 个 反 向 运动 都 是 一 个 滑动 反射 . 
在 1.3.3 节 中 , 我 们 曾经 算出 , H (9 + $) = 2x, 则 
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上 
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3. 





代数 方法 证 明 , 由 老 旋转 中 心 (原点 ) 到 新 旋转 中 心 (c) 的 复数 之 长 度 为 ziya ， 








想 给 出 这 些 结果 的 直 

















先 把 p 平移 到 原点 ， 





Dy’ (z2) = ref z +v, 其 中 v= ph- re). 





反之 , F v 为 已 知 , 导出 











To o DZ? = Do" 其 中 p= v/(1—re®). 
































在 上 题 中 已 证 明了 , 任意 伸缩 旋转 或 平移 均 可 表示 为 形 如 f(z) = az +b 的 复 函 数 , 反之 
每 一 个 这 样 的 复 函 数 都 表示 一 个 唯一 的 伸缩 旋转 或 平移 . 















































(i) 设 已 给 两 个 不 同 的 点 对 {4, B} 与 {4', B’}. 证 明 必 存 在 a,b, 
得 f(A) = 4,f(B)=B.. 


Gi) 导出 (1.31). 











显 式 地 算出 它们 使 





第 2 章 ”作为 变换 看 的 复 函 数 


2.1 引 a 


一 个 复 函 数 就 是 一 个 规则 , 按 此 规则 对 每 一 个 复数 z 均 指定 一 个 复数 w 为 其 
B w= f(z). 为 了 研究 这 种 函数 , 使 它 可 视 化 是 很 重要 的 . 有 好 几 种 可 视 化 的 方法 ， 
但 是 (直到 第 10 章 ) ,我们 几乎 只 注意 第 1 章 中 引入 的 方法 . 这 就 是 把 z 及 其 象 
w 都 看 作 复 平面 上 的 点 〈 也 就 是 一 个 向 量 ) , 这 样 f 就 成 了 一 个 平面 的 变换 . 

有 一 种 约定 是 把 象 点 w 画 在 一 个 新 的 C 平面 上 , 称 为 象 平面 或 w 平面 . 图 
2-1 显示 了 这 个 约定 , 图 中 画 出 了 变换 z w = f(z) = (1 十 iV3)z (请 与 第 1 章 的 
图 1-5 比较 ) . 





















































































































































2 的 实 部 和 虚 部 通常 记 作 x 和 y, 象 点 w 的 实 部 和 虚 部 则 记 作 w 和 v, 所 以 
w = f(z) = u(z) + iv(z), 和 w(z) 是 zz 的 实 值 函数 . 这 些 函 数 的 准确 形式 视 我 
们 用 笛 卡 儿 坐 标 还 是 极 坐 标 来 描述 z 而 定 . 例如 , 在 上 例 中 记 z = 2 + iy, WA 
u(x +iy) =2-v3y, v(a+iy) = V3r +y, 
而 若 记 z = re, 注意 到 (1 十 iV3) = 26/3, 则 给 出 
u(re!’) = 2r cos (0 + 5) ; v(re?) = 2r sin (0 + =) ; 
我 们 当然 也 可 用 极 坐 标 来 描绘 w 平面 , 而 使 w= f(z) = Rel, R(z) 和 d(z) 都 
是 z 的 实 值 函数 . 对 于 前 例 , 则 此 变换 成 了 
R(re®) 一 2r， Wireig) = 0+ 


我 们 会 发 现 , 如 果 通 过 画图 把 已 给 的 f 对 于 点 、 曲 线 和 几何 形体 的 效果 画 出 
来 , 就 会 得 到 相当 深 的 理解 . 但 是 如 果 能 同时 把 握 f 对 z 的 所 有 值 的 性 态 , 将 是 很 





























































































































21 5] 言 47 








妙 的 事 . 这 样 做 的 另 一 种 方法 是 变 个 花样 把 f 表示 为 向 量 场 , f(z) 则 表示 为 








点 发 出 的 向 量 . 欲 知 其 详 , 请 参见 第 10 章 的 开始 部 分 . 


















































然而 , 还 有 以 图 像 概念 为 基础 的 其 他 可 视 化 方法 . 对 于 实 变量 z 的 实 值 函数 
f(x), 我 们 都 习惯 于 用 f 的 图 像 来 方便 地 表示 f 的 总 体 性 态 , 图 像 就 是 由 点 (x, f(x) 













































































utiv. 














在 zy 平面 上 构成 的 曲线 . 在 复 函 数 的 情况 下 , 这 个 方法 似乎 不 其 可 行 , 因为 想 要 画 
出 一 对 复数 (>, f(z)), 需要 4 个 维 数 : 两 个 用 来 画 z = x + iy, 两 个 用 来 画 f(z) = 














然而 情况 并 不 如 看 起 来 那样 无 望 . 首先 注意 , 要 画 出 实 函 数 f 的 图 像 虽 然 需 要 


























二 维 空间 , 但 图 像 本 身 [ 即 点 (x, f(x)) 的 集合 ] 只 是 一 个 一 维 曲线 , 其 意 即 是 , 只 需 

















ae 








A (2,y,u,v) = (z, f(z) 的 点 的 集合 , 但 图 像 本 身 是 二 维 的 ， 

















即 只 需 两 个 实数 〈 即 


2 和 y) 来 确定 其 上 每 一 点 . 这 样 , 本 质 上 , 一 个 复 函数 的 图 像 仅 仅 是 一 个 二 维 曲 面 
( 即 所 谓 黎 曼 曲 面 ), 而 似乎 也 能 在 通常 的 三 维 空间 中 使 它 可 视 化 . 本 书 不 探讨 这 个 



























































方法 , 然而 本 书 最 后 3 章 特别 有 助 于 理解 黎 曼 原来 的 深刻 见识 , 如 Klein [1881] 所 
详细 说 明 的 那样 . 也 可 参见 Springer [1957, 第 1 章 ], 它 基本 上 是 Klein [1881] 那 本 


























专著 的 复述 , 但 加 了 有 用 的 评注 . 























复 函 数 还 有 男 一 种 类 型 的 图 像 , 有 时 也 是 有 用 的 . 点 z 的 象 f(z) 可 以 用 它 到 





























原点 的 距离 |f(z)| 和 它 与 实 轴 所 成 的 角度 arg[f(z)] 来 描述 . 




















现在 抛弃 这 些 信息 的 





一 半 ( 即 角度 ) 而 只 画 出 模 |f(z)| 如 何 随 z 变化 . 为 此 设想 z 平面 是 水 平地 放 在 空 
间 中 的 , 在 平面 的 > 点 垂直 上 方 高 为 |f(z)| 处 做 一 个 点 , 这 样 就 得 出 一 个 称 为 f 的 
模 曲 面 的 曲面 . 图 2-2 画 出 了 f(z) = z 的 锥 形 模 曲面 , 图 2-3 则 是 f(z) = 2? 的 旋 



























































转 抛物 面 形 的 模 曲 面 . 
































图 2-2 





关于 计算 机 的 一 点 说 明 . 从 本 章 起 , 我 们 将 时 常 建议 用 计算 机 来 扩展 对 所 讨论 











的 数学 现象 的 理解 . 然而 我 们 要 强调 , 对 计算 机 的 特定 使 用 只 
可 以 用 它 来 检验 现 有 的 对 世界 














应 该 如 物理 学 家 看 待 实验 室 那样 来 看 待 计算 机 























是 研究 工作 的 第 一 步 . 

















的 构造 的 思想 , 或 把 计算 机 看 作 发 现 需 要 新 思想 来 解释 的 新 现象 的 工具 . 我 们 在 前 
言 中 对 如 何 装备 自己 的 实验 室 给 出 了 有 只 体 建议 〈 很 可 能 其 意义 有 瞬 县 即 逝 ) . 
























































48 第 2 章 作为 变换 看 的 复 函 数 
22 多 项 x 
2.2.1 ERAR 
考虑 映射 z w = 2", 其 中 n 为 正 整 数 ， 将 z 写作 z = re”, 它 就 变 成 


w= reing, BNE 





2E 








我 们 在 图 1-19 中 已 看 到 , 2 = 1 的 n 个 解 正 是 内 接 于 单位 






































E 离 要 升 到 ”次 幕 , 而 角度 要 放大 n 倍 . 图 2-4 的 目的 就 
出 此 映射 对 某 些 从 原点 发 出 的 射线 和 茶 些 以 原点 
更 生动 一 点 . 可 以 看 到 , 这 里 取 n= 3. 


为 中 心 的 圆 的 




















E oH 
JEI 











过 画 








圆 弧 的 效果 , 使 它 变 


圆 的 正 ” 边 形 的 





顶点 , 它 有 一 个 顶点 在 z = 1 处 . 从 我 们 关于 变换 的 新 观点 看 它 , 可 以 理解 得 更 生 


动 一 些 . WRS w= f(z) = 2”, W z” = 1 的 解 
w=1 的 那些 点 . 现在 想象 一 个 质点 , 其 轨 
Rw = f(z) 的 轨道 也 是 Cw Ph 




















se 


da 








是 > 


























这 样 , 每 当 z 完成 
象 点 . 所 以 w 平面 
继 地 到 达 的 位 置 
对 于 w= 1 夯 出 了 这 个 思想 . 
岂 表 示 了 如 何 求 解 23 = c = Ret, 即 在 


PE 




















上 的 单位 





圆 中 每 一 点 的 原 象 吉 























2-6 更 一 般 提 


, 即 是 说 , 它们 应 为 正 ” 边 形 的 顶点 . 图 





E 三 角形 . HER 


























平面 上 的 单位 








一 圈 旋 转 的 (1/n) 时 , w 就 会 完成 一 次 完全 的 旋转 而 
t (1/n) 
2-5 用 映射 w= f(z) = 23 


i 是 z 逐次 完 

















ll |z| = 


Exe z 平面 上 被 映 到 w 平面 上 的 
A). 因为 1" = 1, 象 
EAD 单位 圆 , 但 其 角速度 是 原 质点 角速度 的 n 售 . 


加 到 原来 的 
图 旋转 后 相 




















VR 中 做 一 个 内 


和 的 推理 就 很 清楚 了 , 2" = c 的 解 就 是 内 接 于 圆 |z| = VR 的 正 
n 边 形 的 顶点 , 有 一 个 顶点 之 角度 是 (8/n). 






































为 了 用 符号 来 得 到 同样 结果 , 先 注意 到 若 $ 是 arge 的 一 个 可 能 值 , 则 e 的 所 

有 可 能 的 角度 的 集合 是 (二 2mm), 其 中 m 是 任意 整数 . S > = ret, 则 
rrein = 2 = e= RAOT) > =R H n6=d4+2mn. 

所 以 , 解 就 是 zm = WRei9$t2mzD/n. 每 当 m 增加 1, zm 就 旋转 (1/n) 圈 ( 因 为 
Zmtl =O™ zm) , 这样 就 生成 一 个 正 n 边 形 的 各 个 顶点 . 所 以 如 果 令 m Wn MA 
继 的 值 , 例如 m = 0,1,2,… ,(n 一 1), 就 可 以 得 到 所 有 人 解 的 集合 . 
2.2.2 ”回顾 三 次 方程 * 

我 们 来 重新 考虑 求解 z 的 三 次 方程 , 作为 这 些 思想 的 一 个 有 启发 的 例子 . 为 简 
单 计 , 以 下 都 设 三 次 方程 的 系数 是 实 的 . 

我 们 在 前 一 章 [习题 1] 中 已 经 看 到 , 一 般 的 三 次 方程 总 可 以 化 为 z = 3pz 二 20 
的 形式 . 然后 又 看 到 [习题 2), 这 个 化 约 后 的 方程 可 用 卡 丹 诺 的 公式 解 出 : 
c=s+t, 其 中 8S =q+VP-p', È=q-vV-, H st=p. 
另 一 方面 , 我 们 又 看 到 [习题 3], 三 次 方程 可 以 用 韦 特 公式 解 出 : 





























































































































Hg <p, Ml x= 2Vpcos [Flo +2ma)| 





其 中 m 是 一 整数 而 = arccos(q/py/p). 韦 特 的 “三 分 角 法 ”在 其 被 发 现时 被 视 为 
一 个 突破 , 因为 它 在 卡 丹 诺 的 公式 涉及 “不 可 能 数 ” 即 复数 时 , 只 用 实数 就 解 出 了 
三 次 方程 .在 那 以 后 很 长 的 时 间 里 , 韦 特 的 方法 被 看 作 与 卡 丹 诺 的 方法 完全 不 同 ， 
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甚至 现在 有 时 还 是 这 样 讲 . 现在 我 们 要 更 仔细 地 看 看 这 两 种 方法 , 并 且 看 出 它们 实 
际 上 是 相同 的 . 
E P <p, 则 在 卡 丹 诡 的 公式 中 55 与 8 HHS RM: 

=g+tiVPB -9, P=8=q-iypP- g. 


图 2-7 的 右 图 画 出 了 这 两 个 复数 . 由 勾 股 定理 可 知 , 它们 的 长 度 均 为 |s3| = pyp, 所 
以 韦 特 公式 中 的 o 就 是 s 的 角度 . 




































































图 2-7 





因为 5 与 如 均 在 半径 为 (yp)? 的 圆周 上 , 它们 在 映射 z 23 下 的 原 象 将 位 
于 半径 为 yp 的 圆周 上 . 图 2-7 的 左 图 画 出 了 这 些 原 象 , 注意 t 的 3 个 值 恰 为 s 的 
3 MERRIE. 

按照 代数 学 基本 定理 , 原来 的 三 次 方程 应 有 3 个 解 . 然而 , 把 s 的 3 个 值 的 每 
一 个 均 与 t+ 的 3 个 值 的 每 一 个 配对 , 似乎 卡 丹 诺 的 公式 x = s 十 t 可 给 出 9 个 解 . 

这 个 矛盾 的 化 解 在 于 我 们 还 要 求 st = p. 因为 p 是 实 的 , 这 意味 着 s t t KHA 
应 该 大 小 相等 符号 相反 . 所 以 在 公式 z = s +e s 的 3 MAMAS SHIN t 
值 相配 . 现在 我 们 看 见 了 , 卡 丹 诺 的 公式 变 成 了 韦 特 的 公式 : 
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1 
Lm = Sm + tm = Sm + 3m = 2VP cos [506+ 2m) ; 








在 习题 4 中 将 请 读者 考虑 92 > p 的 情况 . 
2.2.3 ” 卡 西 尼 曲线 *# 

考虑 图 2-8a. 把 一 段 长 为 1 的 线 的 两 端 固定 在 C 中 两 个 定点 ay 和 az E, 而 在 
线 的 顶 上 > 点 处 用 铅笔 把 线 拉 紧 . 图 上 画 出 了 一 个 众所周知 的 事实 : 如 果 让 铅笔 运 
动 (但 要 保持 把 线 拉 紧 ), 就 会 画 出 一 个 椭圆 , 而 a1,a2 为 其 焦点 . 记 ri = |z 一 al 3|， 
则 椭圆 的 方程 为 



























































71 十 72 =l. 


取 不 同 的 1 值 就 得 到 图 上 画 的 共 焦 椭圆 族 . 





pA 














1687 年 , 牛顿 发 表 了 1 
lida 而 太阳 位 卫 
这 两 个 于 


道 是 使 得 这 








这 些 曲 线 画 在 图 2-8b 












































图 2-8 

其 一 个 焦点 上 . 然而 在 此 之 前 
E 离 之 乘积 为 常数 的 曲线 

Ti “Toe 常数 














也 的 伟大 著作 《原理 》, 在 其 中 证 明了 , 行星 轨道 就 是 这 种 











西 尼 " 就 男 外 提出 , 这 些 轨 





=i". (2.1) 


E, 称 为 卡 西 尼 曲 线 , a1, as 两 点 仍 称 为 其 焦点 . 











以 下 的 事实 一 会 会 儿 就 会 变 得 导 更 清楚 了 , 但 是 你 可 


能 更 愿意 自己 去 思考 . Æ kíR 




















小 , 这 这 











TEER 


二 点 的 5 

















虽然 卡 西 




















线 将 分 成 互相 分 离 的 两 支 , 有 点 像 以 a 和 aa 为 中 心 的 两 个 小 
加 时 , 这 两 个 分 支 变 得 有 些 像 卵 形 . 当 增加 到 两 焦点 距离 的 一 半 值 时 , 这 两 个 卵 
P 点 处 相遇 ， 
线 就 会 变 得 先是 像 一 个 
尼 曲 线 在 描绘 











产生 一 个 8 字形 [ 
民 镜 , 然后 像 一 椭圆 ， 
会 行星 运动 上 没有 





















































=I 
VAJ 








4k ig 





























图 2-8b 中 的 粗 黑 线 ]. 再 增 大 值 ， 
最 后 像 一 个 
用 处 , 那 条 8 字形 曲线 却 在 另 一 个 场 











百 
j. 














合 下 极为 有 用 . 1694 年 詹 姆 士 ” 伯 努 利 ” 又 重新 发 现 了 它 , 并 名 之 为 双 纽 线 〈 后 人 








也 常 称 


为 伯 努 利 双 纽 线 ) ， 














它 后 来 又 成 了 阐明 





所 谓 椭圆 积分 和 椭圆 浮 数 的 催化 剂 . 


关于 这 个 引人入胜 的 故事 , 详 见 Stillwell [1989, 第 11 章 ] 和 Siegel [1969]. 
在 复 多 项 式 的 理论 中 , 卡 西 尼 曲 线 会 自然 


会 有 两 个 根 〈 设 为 ui,az), 所 以 可 以 
的 记号 , 它 瑟 是 








所 以 
心 的 











= 
Val 





Kut zw =Q 








(2.1), z => w = 
周 |w| = 局, 而 将 焦点 上映 到 原点 . 
如 果 我 们 在 这 一 
则 原来 的 象 昌 线 将 变 为 以 CBI 
Q(z), 则 w 平面 








Q(z) = riree’ i( 
Q(z) 将 把 图 2-8b 上 














变换 后 再 继 以 一 个 平移 
焦点 之 象 ) 为 


























其 焦点 为 e 的 两 个 原 象 . 





O Giovanni Cassini, 1625—2712, 意大利 -法 
© 伯 努 利家 族 是 著名 的 数学 家 族 . 一 家 三 代 人 至 少 出 了 8 
lli, 1654—1705, 瑞士 数学 家 ) 是 
拼 法 , 德 文 常 作 Jakob 或 Jacob, 法 文 则 为 Jacque. 





E 


因 式 分 解 为 Q(z) = 


EL e 为 中 心 的 同心 





出 现 . 一 般 的 二 次 式 Q(z) = z2+pz+¢q 
(z 一 Q1)(z 一 a2). 用 图 2-8b 








01 +62) | 


的 每 一 条 曲线 各 映 为 一 个 以 原点 为 中 


c, 即 把 z> Q) 变 为 z Q(z)+e 


























中 心 的 同心 圆 . 反之 , 若 已 知 一 个 二 次 
昼 族 之 原 象 是 卡 西 尼 曲线 , 而 















































天 文学 家 和 数学 


家 . 一 一 译 者 注 

















第 一 代 的 长 兄 . 他 们 的 


位 有 贡献 的 数学 家 . W (James Bernou- 
名 字 在 不 同 语言 中 拼 法 不 同 . James 是 英文 
其 实 是 一 个 人 . 一 一 译 者 注 
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特别 地 , 考虑 c= 1,w = Q(z) = 27, Ww =1 的 原 象 是 z= 土 l, 所 以 它们 是 焦 
点 , 而 卡 西 尼 曲线 以 原点 为 中 心 . 见 图 2-9. 因为 Q 使 原点 不 变 , 所 以 双 纽 线 必 被 映 
为 过 原点 且 半 径 为 1 的 圆 ( 如 图 所 示 ) . wW z= ré’, W w = re, 而 由 图 可 见 , 双 
纽 线 的 极 坐标 方程 为 
r? = 2 cos 20. (2.2) 


回 到 图 2-8b, 画 出 Q(z) = 
尼 曲 线 的 形状 . 
有 实 上 , 因为 很 容易 看 到 ， 当 
以 我 们 认为 Q(z) 在 此 极限 
BURA 2-3 中 的 旋转 抛物 面 . 








握 卡 西 
像 z2. 





E 








我 们 






















































































(z 一 a1)(z 一 a2) KJER H 
首先 看 到 , 当 > 离 原 点 越 来 越 远 时 , Q(z) 的 动态 越 来 越 
|z| 趋向 无 穷 时 , 比 
下 最 终 等 于 z2. 所 以 对 于 大 的 |z| 值 








之 草图 就 可 以 更 直观 地 掌 























Q(z)/27] ÉF 1[ 练 习 ], 所 
, Q 的 模 曲 面 看 来 




















































































































其次 我 们 要 考虑 这 个 模 曲 面 在 z = ai 附近 的 性 态 . 记 D = Ja — az| 为 两 个 焦 
点 之 间 的 距离 , 我 们 容易 看 到 , 当 z 趋向 a 时 , |Q(z)| 最 终 等 于 Dri. 这 样 , 此 曲面 
在 ai 处 与 平面 相遇 的 情况 很 像 图 2-2 中 的 圆锥 与 平面 相遇 的 情况 . 对 as 当然 也 
如 此 . 

把 这 些 事 实 综合 起 来 , 我 们 就 得 到 图 2-10 上 的 曲面 ， 因 为 卡 西 尼 曲 线 满足 
18(2)|=rirz = 局 ,所 以 它 就 是 一 个 平行 于 平面 C 而 且 高 度 为 如 的 平面 与 此 曲面 
的 截 口 . 当 由 0 增加 到 一 个 很 大 的 值 时 , 只 要 观察 图 2-10 中 的 这 个 截 口 平面 向 
上 运动 时 如 何 变化 , 就 很 容易 追踪 图 2-8b 中 的 那些 曲线 的 演化 . 所 以 卡 西 尼 曲线 


就 是 此 二 次 函数 模 曲 面 的 地 到 


有 趣 的 是 , 古 希腊 人 就 已 经 知道 


























LE 等 高 线 . 























图 2-10 























尼 曲 线 了 .大 约 在 公元 前 150 年 , WE 
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斯 ”就 考虑 过 一 个 环 面 [就 是 一 个 圆 C 绕 着 它 所 在 的 平面 上 的 一 条 不 与 此 圆 相交 


的 直线 











1 旋转 一 周 生 成 的 曲面 ] 与 平行 于 1 的 平面 的 截 口 . 可 以 看 到 , 如 果 此 平面 与 






































1 的 距离 等 于 C 的 半径 , 所 得 的 帕 修 斯 “螺旋 截 线 就 是 卡 西 尼 曲线 . 见 图 2-11. 特 





别 请 注意 

















， 妆 此 平面 接触 到 环 面 内 缘 时 ， 双 组 线 ( 即 图 上 的 虚线 ) 就 令 人 吃惊 地 出 





























现 了 . 此 图 引 自 Brieskorn and Knérrer [1986, 第 17 W]. 欲 知 其 详 , 可 以 参见 该 书 . 




















距离 的 
心 的 圆 








给 出 的 ， 
口 . 这 个 曲面 有 个 锥 形 的 脚 站 在 C 平面 的 @1,a2,… ,an 处 , 而 对 于 大 的 |z| 值 
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2.3.1 
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图 2-11 
4 回 到 复 平面 , 有 一 个 定义 具有 多 于 两 个 焦点 的 卡 西 尼 曲线 的 很 自然 的 方法 ， 
n 个 焦点 @1,a2,… ,an 的 卡 西 尼 曲线 就 是 这 样 的 点 的 轨迹 : 此 点 与 各 焦点 
乘积 恒 为 常数 . 把 上 面 讲 的 思想 直接 推广 就 可 证 明 这 些 曲线 是 以 原点 为 中 






























































周 |w| = 常数 在 以 下 映射 下 的 原 象 , 此 映射 是 由 n 次 多 项 式 
ze w = P,(z) = (z-a1)(z — a2) +++ (z — an). 


它 的 根 就 是 焦点 . 一 个 等 价 的 说 法 是 : 卡 西 尼 曲线 是 已 ,(2) 的 模 曲 面 的 截 

























































































轴 对 称 的 2” 的 模 曲 面 . 
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Ses RSL A FAD Z Sh 
多 实 函 数 F(a) HAT A eB HRE): 





F(z)=)5 cjt) = co 十 c17 + Cox Her? ees, 





® Perseus, 公元 前 2 世纪 的 希腊 数学 家 , 对 于 他 , 现在 所 知 极 少 . 

© 著名 的 古 希腊 学 者 普 洛 克拉 斯 (Proclus, 410—485) 讲 到 , 帕 修 斯 仿照 阿波 罗 尼 乌 斯 研究 平面 与 

锥 的 截 口 那样 研究 了 平面 与 螺旋 曲面 (spiric surface) 之 截 口 . 所 谓 螺旋 曲面 就 是 在 环 面 的 定义 中 人 允 
O 
A 


V 


许 ! 与 圆 C 相交 或 相 切 所 得 的 曲面 . 这 样 的 曲面 按 1 与 C 相交 、 相 切 、 相 离 而 分 成 三 种 . ST 
其 第 三 种 . 这 种 截 口 就 称 为 螺旋 截 线 .“ 螺 旋 ” 二 字 是 译 者 自 拟 的 , 因为 spiric 一 字 具 有 拉丁 文 前 





译 者 注 
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SPIR (螺旋 ) . 一 一 译 者 注 
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其 中 c 都 是 实数 , z 是 实数 ， 当然 , 这 个 无 穷 级 数 一 般 地 只 在 某 个 以 原点 为 中 点 
的 收敛 区 间 一 RR < x < RPI F(a). 但 是 R (收敛 半径 ) 是 怎样 由 F) 确 
定 的 ? 

结果 是 , 这 个 问题 有 非常 简单 的 答案 , 但 只 是 当 我 们 在 复 平面 上 研究 它 的 实质 
时 才 有 这 样 的 答案 . 如 果 我 们 反 过 来 只 限制 在 实 直线 上 在 最 初 用 到 这 些 级 数 
的 时 代 , 数学 家 还 不 得 不 这 样 做 RA F(x) 之 间 的 关系 还 极为 神秘 . 从 历史 
上 说 , 正 是 这 种 神秘 才 引 导 柯 西 在 复 分 析 中 取得 好 几 个 突破 . ” 

要 想 看 到 确 有 神秘 之 处 , 考虑 下 面 两 个 函数 : 




























































































































































































1 1 
CC 
熟知 的 无 穷 几何 级 数 
二 =Voei=l+ete too +., 当 且 仅 当 -1<z<1， (2.3) 
— sb 
j=0 
就 得 出 








2) = > A(x) = X3 (—1) x79, 
j=0 j 


这 两 个 级 数 都 有 同样 的 收敛 区 间 : -1 <z < 1. 

看 一 下 图 2-12a 就 很 容易 懂得 , 何以 G(x) 级 数 的 收敛 区 间 是 -1<z<1. 这 
个 级 数 在 > = +1 处 都 发 散 , 因为 这 两 点 是 函数 本 身 的 奇 点 , 就 是 说 , 它们 是 |G(z)| 
变 为 无 穷 之 处 . 但 是 如 果 看 图 2-12b EMR y = |H (x)|, 似乎 这 个 级 数 没 有 理由 在 
v= +1 处 爆破 . 然而 它 确实 爆破 了 . 
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图 2-12 

















为 了 进而 理解 这 一 点 , 我 们 以 x = k WDE x = 0) APRN AR 
数 , 即 把 它们 写成 OXF 的 形状 , 其 中 X = (x-k) 度量 由 中 心 Bw 的 位 
移 . 为 了 展开 G, 我 们 先 在 大 处 展开 1/(a 一 zx) 作为 (2.3) 的 推广 
1 1 1 1 


a-ze a-(X+k) -hi (2) 



























































D 当时 柯 西 正在 研究 开 普 勒 方程 级 数 解 的 收敛 性 . 这 个 解 给 出 了 行星 某 个 时 刻 在 其 轨道 上 位 于 何 处 
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ae 1 = Xi 
= ee 当日 仅 当 |X| <|a—-kl. (2.4) 
j=0 


为 了 把 它 用 于 G, 做 因 式 分 解 (1 一 x2) = (1 一 2)(1 十 7x), 然后 把 G 分 成 分 项 








1 1f 1 1 i 1 1 
l-z? 2 E ->| aea (-—1—k)s+1 

















a 
mH 
peal 
= 
> 
x 
ta 

aie 
panny 


适用 于 |X| < |1- k| A |X| < |1 +k], PRO |X| < R 由 下 式 给 














R = min(|1 — k|, |1 + k|) = (由 k 到 最 近 的 G 之 奇 点 的 距离 ). 
图 2-13a 上 画 出 了 这 个 很 容易 理解 的 结果 , 暂时 不 去 问 那 个 加 了 阴影 的 圆 盘 . 




















图 2-13 















































在 五 (z) 的 情况 , 我 还 一 直 想 不 出 一 个 只 用 实数 求 其 展开 式 的 漂亮 方法 , 但 习 
题 9 是 一 个 尝试 . 尽管 如 此 , 可 以 证 明 这 个 X 的 级 数 的 收敛 半径 将 由 一 个 奇怪 的 
公式 给 出 : R= VIL+ Rk. 正如 前 一 章 科 茨 的 工作 一 样 , 我 们 在 此 又 有 了 一 个 关于 实 
函数 的 结果 , 这 个 结果 又 一 次 试图 告诉 我 们 复 平面 的 存在 . 

如 果 我 们 把 实 直线 画 成 谍 在 平面 内 , 则 勾 股 定理 告诉 我 们 , R= V12 +R? 应 该 
理解 为 由 中 心 k 到 直线 外 两 个 定点 的 距离 , 这 两 个 定点 离 0 均 有 单位 距离 而 由 0 
到 这 两 个 定点 的 方向 均 与 该 直线 成 直角 . 见 图 2-13b. 若 把 此 平面 想 成 C, 这 两 点 
就 是 二 i, 而 
















































































































































































及 = (由 到 十 i 的 距离 ). 
当 我 们 转 而 考虑 复 函 数 h(z) = 1/(1 + 22) 时, 神秘 就 开始 被 解 开 了 , 当 把 > 限 
制 在 复 平面 的 实 轴 上 时 , h(z) 就 与 五 (z) 一 样 了 . 事实 上 , 在 某 种 意义 上 一 一 我 们 
还 不 能 把 这 个 意义 说 明白 一 一 h(z) 是 唯一 的 在 此 直线 上 与 五 (x) 恒 等 的 复 函 数 . 
如 果 说 图 2-12b 表明 h(z) 对 取 实 值 的 z 性 态 甚 佳 , 则 在 复 平面 上 h(z) 却 有 两 
个 奇 点 , 一 个 在 z = i 处 , 另 一 个 在 z = i 处 , 图 2-13b 上 用 小 小 的 爆炸 表示 这 两 
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个 奇 点 . 图 2-14 则 用 h(z) 的 模 曲 面 把 它 表示 得 更 生动 ; Hi 就 是 两 个 喷发 的 “火山 ” 
所 在 的 位 置 . 我 们 马上 就 来 把 这 一 点 处 理 得 更 清楚 , 但 是 无 论 如 何 , 神秘 完全 不 见 
T, 不 论 在 图 2-13a 还 是 在 图 2-13b F, 收敛 半径 都 是 到 最 近 的 奇 点 的 距离 . 
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如 果 我 们 用 经 过 实 轴 的 垂直 平面 去 切 图 2-14 上 的 曲面 , 就 会 恢复 出 图 2-12b 
上 上 那个 平静 得 叫 人 不 敢 放 心 的 曲线 , 但 是 如 果 我 们 改 而 用 经 过 虚 轴 的 垂直 平面 去 
YW, 就 会 得 到 图 2-12b 上 的 那个 图 . 像 下 面 这 样 做 就 可 以 看 出 这 并 非 偶然 : 首先 注 
意 到 G(x) 是 复 函 数 g(z) = 1/(1 — 22) 在 实 轴 上 的 限制 . 因为 g(z) = h(iz),h M g 
基本 上 是 同样 的 : 如 果 我 们 把 平面 旋转 (1/2), h 也 会 旋转 (1/2), 而 得 到 g. 特别 是 
g 的 模 曲面 上 只 不 过 就 是 图 2-14 转 了 (0/2), +i 处 的 火山 就 转 到 了 士 1 处 . 
2.3.2 ”收敛 圆 


现在 我 们 来 考虑 复 震 级 数 的 收敛 性 , 而 把 一 个 已 知 的 复 函 数 是 否 可 以 表示 为 这 
羊 的 级 数 这 个 问题 暂时 放 在 一 边 . 
一 个 (以 原点 为 中 心 的 ) 复 暴 级 数 就 是 以 下 形式 的 表达 式 : 
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P(z) = 》 cg = co + c12 + c22? + e327 ++, (2.5) 
j=0 


























这 里 的 cy AEB 2 是 复 变 量 . 这 个 无 穷 级 数 的 部 分 和 正 是 多 项 式 











n 
j 2 
P,(z) = > cj2 = Co + c12 + C22" 4 322 Fee bene”. 
j=0 

















对 于 给 定 的 值 > = a, 如 果 对 任意 给 定 的 正 数 =， 不 论 其 多 么 小 , 总 存在 一 
个 正 整数 N, 使 对 每 一 个 大 于 N 的 值 n EA JA- Pla] < = , 我 们 就 说 点 
P,(a), Po(a), Pla) YSU AL E 215a 表明 , 这 名 话 的 意思 其 实 比 
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听 起 简单 得 多 : 总 的 说 就 是 , 一 旦 在 序列 P (a), Po(a), Pala), 中 达到 了 Pula) 以 
后 , 以 下 所 有 的 点 都 位 于 一 个 以 4 为 中 心 而 半径 为 e 的 任意 小 的 圆 盘 内 . 
































P,(a) Pb 
eH 
Pi(a) ; 








这 时 , PAVIA P(z) 在 z = a 处 收敛 于 4, 记 作 Pla) = A. 车 序列 
P (a), Po(a), Ps(a), > 不 收敛 于 任意 特定 点 , 就 说 P(z) 在 2 = 处 发 散 . 所 以 , 对 
任意 点 z, P(z) 或 者 收敛 或 者 发 散 . 
2-15b 把 图 2-15a 中 的 圆 盘 放大 了 . Æ n>m >N, 则 Pr(a) 与 Pala) 均 位 
于 此 圆 盘 内 , 所 以 它们 的 距离 必 小 于 圆 盘 的 直径 : 
lemp 10+ + cm420™ t? +--+ ¢,a"| = |P,(a) — Pn(a)| < 2e. (2.6) 


反之 , 若 能 证 明 这 个 条 件 得 到 满足 , 则 P(a) WO [练习 ]. 这 样 , 我 们 就 得 到 陈述 收 
敛 性 定义 的 新 方式 : P(a) kok 4 124 RE m Fo n KA N 时 , 不等式 (2.6) (对 
任意 小 的 =) 恒 成 立 . 

震级 数 Pla) 称 为 在 z = a 处 绝对 收敛 , 如 果实 级 数 



































co 
Bia) = D lezl = Jeol + lerz| + le2z?| + leel ++ 
j=0 














在 该 处 收敛 . 绝对 收敛 性 肯定 与 通常 的 收敛 性 不 同 . 例如 P(z) = zi/j 在 z= 一 1 
处 收敛 , 但 在 该 点 并 非 绝 对 收敛 [练习 ]. 另 一 方面 ， 

若 P(z) 在 某 点 绝对 收敛 , ME AGRI, (2.7) 
这 样 , 绝对 收敛 性 比 之 收敛 性 是 更 强 的 要 求 . 

为 了 证 明 (2.7), 设 P(z) 在 z = a 处 绝对 收敛 , 所 以 (由 定义 ) Pla) WSK. 用 
SBM P(z) 的 部 分 和 Pale) = Erola 来 说 , 即 对 充分 大 的 m 与 n 恒 可 使 
[Pi(a) — Pi,(a)] 任意 小 . 但 是 参看 图 2-15b, 我 们 看 至 

P,,(a) = Pn (a) = [cm+ia™t |+ |cm+20™+?] +e (Gat 
正 是 Pm(a) 经 由 Pm+1(0), Pm+2(a) 上 折 行 进 到 P,,(a) 的 总 长 度 ( 设 n> m) Š 
因为 | Pala) — Pm(a)| 是 由 Pala) 到 Pala) 的 最 短路 程 的 长 度 , 故 
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|Pn(@) — Pm(a)| < Pala) 一 已 (ao 
所 以 |Pi(a) — Pm(a)| 对 充分 大 的 m 与 n 必 可 变 为 任意 小 . 证 毕 . 
我 们 现在 可 以 确定 以 下 的 基本 事实 : 
若 P(z) Æ z= a AKAN CERA |z| < lal AAI. (2.8) 
见 图 2-16a. 事实 上 我 们 将 证 明 P(z) 在 此 圆 盘 内 绝对 收敛 , 所 以 上 述 结果 由 (2.7) 










































































如 果 P(a) 收敛 , 则 其 每 一 项 之 长 Jena”) 必 随 n 趋 于 无 穷 大 而 消逝 到 0. [为 什 
AD] 特别 是 , 一 定 存在 一 数 M 使 得 对 所 有 的 n 都 有 lcuar| < M. 如 果 J] < Jal, 
WJ p= |z|/lal < 1, 所 以 |enz”| < Mp”. 这 样 ， 


右 方 对 充分 大 的 m 和 可 以 任意 小 . 证 毕 . 

若 P(z) 不 是 在 平面 上 处 处 收敛 , 则 必 在 一 点 d 处 发 散 . 现 设 P(z) 在 某 个 离 原 
点 比 d 更 远 的 点 p 处 为 收敛 . 见 图 2-16a. 由 (2.8) 可 知 它 在 圆 盘 |z| < |p| 内 每 点 
TOU, 特别 是 它 将 在 a 处 收敛 , 这 与 我 们 开始 时 的 假设 矛盾 . 由 此 可 知 ， 

若 P(z) 在 z=d 处 发 散 , 则 它 在 圆 |z| = |d| 外 各 点 都 发 散 . (2.10) 

到 现在 , 我 们 已 经 解决 了 各 处 的 收敛 性 问题 , 但 在 “存疑 的 环 ”|ol < |z| < lad| 处 
还 不 清楚 . 见 图 2-16a. 设 在 存疑 的 环 的 中 线 ( 即 圆周 |z| = LHA 上 取 一 点 % 然后 
检验 P(q) 是 否 收敛 . 不 论 结果 如 何 , (2.8) 和 (2.10) 都 能 帮助 我 们 得 到 一 个 新 的 存 
疑 的 环 , 而 仅 有 原来 的 存疑 的 环 一 半 宽 . 举例 来 说 , 如 果 P(g) 收敛 , 则 当 |z| < al 时 
P(z) 都 收敛 , 于 是 新 的 存疑 的 环 成 了 jal < |z| < ld]. 重复 这 个 试验 程序 又 可 能 把 它 
的 宽度 再 减 半 . 继续 做 下 去 , 存疑 的 环 最 后 会 变 罕 成 为 一 个 确定 的 圆周 |z| = R( 称 
为 收敛 圆周 ) , 使 得 P(z) 在 其 内 域 处 处 收敛 , 而 在 其 外 域 处 处 发 散 . 见 图 2-16b. 这 
个 半径 R 称 为 收敛 半径 我 们 终于 明白 了 这 个 名 词 的 来 源 ! 此 圆周 的 内 域 称 为 
收敛 圆 盘 . 
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[oT = pr), (2.9) 
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要 注意 , 以 上 的 论证 没有 给 出 关于 P(z) 在 收敛 圆周 上 的 收敛 性 的 任何 信息 . 
原则 上 说 , 我 们 可 以 期 望 它 在 此 圆周 上 所 有 点 或 某 些 点 处 收敛 , 或 处 处 不 收敛 , 而 
且 确 实 可 以 找 出 体现 这 三 种 可 能 性 的 每 一 种 的 例子 . 见习 题 11. 

以 上 所 有 结果 均 可 立即 推广 到 以 任 一 点 k AUD, 即 形 如 P(z) = 
0G 2? 的 级 数 , 其 中 Z = (2- k) 是 由 中 心 大 到 2 点 的 复数 , 于 是 可 以 把 我 们 
的 结论 〈 它 归功 于 阿 贝 尔 ”) 重 述 如 下 : 

已 给 以 为 中 心 的 复 需 级 数 P(z), LEEA k APSHA 
A |z- k| = RRR, 使 P(z) 在 其 内 域 处 处 收敛 , 而 在 其 外 域 处 处 发 散 . 
当然 也 有 处 处 收敛 的 窜 级 数 , 但 是 这 可 看 成 收敛 半径 为 无 穷 大 的 极限 情况 . 
回 到 图 2-13a 和 图 2-13b, 我 们 现在 看 出 了 图 上 画 的 圆 盘 正 是 1/(1 F 2?) KE 
级 数 的 收敛 圆 盘 . 

2.3.3 ”用 多 项 式 允 近 圳 级 数 

收敛 性 的 定义 隐 含 了 一 个 简单 的 , 但 非常 重要 的 事实 : 若 Pla) 收敛 , 则 其 值 可 
用 其 部 分 和 Py,(a) 的 序列 来 通 近 , 而 且 只 要 取 充 分 大 的 m, 可 以 逼近 得 要 多 精确 就 
有 多 精确 . 把 这 一 点 与 (2.11) 综合 起 来 , WA 


FEN SE AR z BE, P(z) 可 以 用 一 个 次 数 充 分 大 的 多 项 式 
Prlz) 逼近 到 任意 高 的 精确 度 . 


为 简单 计 , 我 们 在 P(z) 以 原点 为 中 心 的 情况 做 进一步 的 研究 . 在 2 点 用 Pale) 
HORE NRE B,, (2), 可 以 定义 为 精确 的 答案 与 近似 的 答案 的 距离 , Eml) = [P(2)— 
Prn(z)|. 对 于 固定 的 m, 误差 Ey, (2) 将 随 2 在 收敛 圆 内 的 运动 而 变化 . 显然 , 因为 
Em(0) = 0, 当 > 接近 原点 时 , 误差 将 极其 微小 , 但 若 z 接近 收敛 圆周 情况 又 如 何 ? 
答案 将 视 特定 的 寡 级 数 而 定 , 但 是 可 能 会 发 生 误差 十 分 巨大 的 事 ! [见习 题 12] 这 
与 上 述 结果 并 不 矛盾 : 对 于 固定 的 z, 不 论 它 如 何 接近 收敛 圆周 , 当 m 趋向 无 穷 大 
时 , 误差 Eml) 将 变 得 任意 小 . 

但 若 限 制 z 到 圆 盘 |z| <r 内 , T r< R, 就 可 以 避免 这 个 问题 , 因为 这 个 限制 
防止 了 z 任意 接近 收敛 圆周 |z| = R. 要 想 在 这 个 较 小 的 圆 盘 内 逼近 P(z), 可 以 如 
下 进行 . 我 们 先 要 决定 我 们 可 以 容忍 的 最 大 误差 是 多 少 (例如 为 =) ,然后 再 (一 劳 
永 逸 地 ) 决定 一 个 次 数 充 分 大 的 逼近 多 项 式 P,,,(z), EZAR |z| <r 内 误差 总 
小 于 e. 即 是 说 在 整个 圆 盘 |z| <r 内 , 近似 点 Pale) 离 真 正 的 点 Ple) 总 小 于 e. 我 
们 把 这 个 情况 说 成 是 P(z) 在 此 圆 盘 内 一 致 收敛 

若 P(z) AKARA |z| < R, A) P(z) 在 任意 较 小 的 圆 盘 |z| <r 

中 恒 一 致 收敛 , 这 里 < R. 


= 


































































































(2.11) 





















































































































































































































































































































































(2.12) 





® Niels Abel, 1802—1829, 挪威 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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然而 可 能 在 整个 收敛 圆 盘 上 并 没有 一 致 收敛 性 .以 上 结果 表明 这 只 是 一 个 技术 细 
节 ; 在 几乎 充满 整个 收敛 圆 盘 的 较 小 圆 盘 上 , 例如 当 > = (0.999 999 999)R IN, 总 有 
一 致 收敛 性 . 

为 了 证 明 (2.12), 请 先 做 习题 12, 再 好 好 看 一 下 (2.9). 
2.3.4 ”了 唯一 性 


如 果 一 个 复 函 数 可 以 表示 成 一 个 究 级 数 , 则 它 只 能 以 唯一 的 一 种 方式 来 这 相 
A BUY A ME BY. 这 是 以 下 恒 同 性 定理 的 直接 推论 . 
若 在 0 的 某 一 邻 域 (不 论 是 多 么 小 ), 对 所 有 的 z 均 有 

Co + ciz + c22? + c32 +--+ = do + diz + doz? + daz? +- 


3X YS RB AN] AY, 即 cj = dj 对 所 有 j 成 立 . 


S 2=0 即 得 co = do, 所 以 可 以 把 常数 项 从 两 边 消去 . 用 z RPG, 然后 再 
S 2=0 又 得 ca = dh, 等 等 . [这 种 作法 虽然 十 分 简单 , 但 习题 13 表明 , 它 是 非常 
值得 注意 的 .| 这 个 结果 可 以 相当 大 地 加 强 . ROP ABER EB 0 的 曲 
线 [不 论 多 么 小 ] 上 相等 , 甚至 只 在 一 个 收敛 于 0 的 无 穷 点 列 的 各 点 上 相等 , 则 这 两 
个 级 数 必 为 恒 同 . 证 法 基本 上 相同 , 只 不 过 现在 不 是 令 z = 0, 而 是 取 z Eit 0 取 极 
限 : 或 者 沿 此 曲线 取 极 限 , 或 者 令 z 位 于 收敛 到 0 的 点 的 序列 之 中 , 再 来 取 极限 . 
我 们 或 者 可 以 使 得 这 些 结果 具有 更 大 的 直观 意义 如 下 : 首先 回想 一 下 , 第 级 
数 可 以 用 次 数 充 分 大 的 多 项 式 来 逼近 到 任意 高 的 精确 度 . 在 平面 上 任 取 两 个 不 同 点 
(不 论 它 们 如 何 接近 ), 必 有 唯一 直线 经 过 此 二 点 . 把 直线 作为 y = f(x) 的 图 像 来 看 ， 
这 就 是 说 , 一 个 一 次 多 项 式 , 例如 f(x) = co 十 ciz, 必 可 由 任意 两 个 不 同 点 的 象 所 唯 
一 决定 , 而 不 论 这 两 个 点 如 何 靠近 . 类 似 于 此 , 对 于 2 次 多 项 式 y = co + clz 十 czzZ2， 
车 已 知 三 个 不 同 的 点 (不 论 它们 如 何 靠 近 )， 必 有 唯一 的 抛物 线 图 像 通过 这 三 点 
之 象 . 这 个 思想 很 容易 推广 到 复 函 数 : 存在 一 个 且 唯 一 的 n 次 复 多 项 式 把 已 给 定 
的 (n 十 1) 个 相 央 复数 分 别 映 到 (n 十 1 个 已 给 的 象 点 . 所 以 , 上 述 结果 可 以 看 成 给 定 
点 [以 及 给 定 象 点 ] 的 个 数 趋 向 无 穷 大 时 的 极限 情况 . 
© 应 该 指出 , 这 里 的 推理 是 不 正确 的 . 因为 0 不 能 用 作 分 母 , 既然 用 z 裔 除了 两 边 , 就 不 能 再 令 z = 0. 
其 实 本 书 在 这 里 是 模仿 了 牛顿 初创 微 积分 时 用 的 推理 .这 里 存在 的 漏洞 后 来 被 反对 微 积分 的 人 们 
最 著称 者 是 爱尔兰 克 罗 因 (Cloyne) 地 方 的 主教 伯 克 莱 (George Berkeley, 1685—1753) ] 抓 住 不 
放 . 牛顿 也 为 此 伤 透 了 脑筋 .可 以 这 样 来 处 理 . 例如 记 cl + coz +0322 十 … = f(z), di +dozt+ 
daz? 十 .… = g(z). 它们 与 原来 的 窜 级 数 有 相同 的 收敛 圆 . 由 寡 级 数 的 一 致 收敛 性 , 又 知 f(z), glz 
的 在 z = 0 附近 连续 . 于 是 原来 的 条 件 成 为 co 十 zf(z) = do 十 zg(z). $ 2 30 (注意 , 当 z 一 0 
时 必 有 z 0) 即 得 co = do. 用 z 遍 除 上 式 两 边 (这 是 许可 的 , 因为 z 关 0), 又 有 f(z) = g(z). 仿 
照 上 面 的 方法 , 又 得 cl = di, 等 等 ， 总 之 , 要 等 到 有 了 极限 理论 才 为 牛顿 解 了 围 . 本 书 甚至 在 下 再 
对 此 定理 的 推广 中 也 是 用 的 极限 > 一 0, 而 非 > = 0. 一 般 文 献上 则 是 使 用 泰勒 级 数 : 记 此 式 两 边 
的 公共 值 为 F(z), W cj = dj = HE (0). 见 9.2.2 节 . 一 一 译 者 注 
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我 们 在 前 曾 瞳 示 地 说 , h(z) = 1/(1 + 2?) 在 某 种 意义 下 是 唯一 在 实数 直线 上 与 
实 函数 H (x) = 1/(1 + z?) 相 一 AME i. 然而 , 很 清楚 , 有 无 限 多 个 复 函 数 能 这 
样 地 与 五 (z) 一 致 . 例如 
































cos[z2y] + isin[y?] 
eY + x? In(e + y$) 
就 是 其 中 之 一 . 那么 h(z) 在 什么 意义 下 能 看 作 A(x) 的 唯一 推广 ? 

我 们 已 经 知道 h(z) TUSKER SOS (11), 这 个 事实 给 出 了 一 个 暂 
时 的 答案 [练习 : A(z) 是 唯一 的 复 函 数 , 它 (i) 在 实 轴 上 与 A(x) 一 
以 表示 为 z WIERZ. 这 还 没有 完全 地 包含 了 h(z) 为 唯一 的 意义 ,但 这 是 a 
始 . 

更 一 般 地 说 , 设 已 有 一 个 实 函 数 F(z), 它 可 以 在 实 直 线 的 一 个 线段 (必须 以 

原点 为 中 心 ) 上 表示 成 x ARBOR F(x) = Pg cpa? 则 有 同样 系数 的 复 寡 级 数 
F(z) = po cz 就 可 以 用 来 定义 那个 唯一 的 复 函 数 f(z), 使 它 (i) 在 实 轴 的 这 个 
已 给 线段 上 与 FM, 而 且 Gi) 可 以 表示 成 为 z KE. 

例如 , 考虑 复 指 数 函 数 ， 记 作 e* 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 其 几何 性 质 ) .因为 
e” = 270 77/7 所 以 





g(z) = g(x + iy) = 













































































































































































ee =l+z4 





Ie 1 3 72! 
请 注意 , 我 们 在 前 面 [第 1 BE] PSP WAS TRA ACU EF a Be eh BI, 
始 看 起 来 更 值得 尊敬 了 . 


i 


2.3.55 HARADA 
窜 级 数 可 以 用 多 项 式 副 近 到 任意 的 精确 度 , 这 一 事实 缠 涵 着 [习题 14] 


两 个 具有 相同 中 心 的 震级 数 可 以 如 多 项 式 一 样 去 相 加 、 相 乘 和 
相 除 . 


WI RPA EBA P(z) 和 Q(z) DIRA CAE D 和 Do, 则 所 得 的 (P+) 与 
PQ 至 少将 在 Di 和 Ds 中 的 较 小 一 个 圆 竹 中 收敛 〈 也 可 能 在 大 一 些 的 圆 盘 中 收 
BO. 在 (P/Q) = P/Q) 的 情况 则 没有 这 种 一 般 的 结论 , AIA (1/Q) 的 级 数 的 收 
敛 性 不 仅 受 限于 Pa 的 边缘 圆周 , 还 受 限于 Ds 中 使 Q(z) = 0 的 点 , 因此 我 们 这 时 
还 要 假定 Q(0) #0. 
现在 用 几 个 例子 来 说 明 (2.13). 前 面 我 们 在 求 1/1- 27) 以 天 为 中 心 的 震级 数 
时 , 其 实 已 经 假设 了 这 个 结果 成 立 . 用 分 项 分 式 来 分 解 
1 (4/2), G/2) 


1-22) 1-z 1l+2° 































































































(2.13) 
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我 们 对 右 方 的 两 个 函数 得 出 了 两 个 肾 级 数 , 然后 假设 可 以 如 多 项 式 一 样 处 理 , 即将 
相应 系数 相 加 . 
在 上 = 0 的 特例 下 , 我 们 可 以 验证 这 个 程序 能 行 , 因为 我 们 已 经 知道 对 于 以 原 
点 为 中 心 的 级 数 的 正确 答案 是 
gle ttt tat 
因为 
1 一 一 | | 4 | 
fay ~ 1t? AEE ; 
1 
=e -z +z- , 
1+2 
可 见 , 把 相应 项 的 系数 相 加 确实 给 出 1/(1 一 2?) 的 正确 的 级 数 . 
因为 也 可 以 写 出 
bo o 1 1 
1 一 22 | [=]. 





所 以 我 们 可 以 重 做 一 次 这 个 例子 , 以 说 明 把 它们 当 作 多 项 式 而 做 需 级 数 的 乘法 也 是 
对 的 : 














[LAr Ht H H t-. t—2z+227-—23 + 24-23 +... ] 
=1+(1-1)z4+(1-141)274+(1-141-1232+(1-141-141)244+--:, 
它 仍 是 1/(1 一 27) 的 正确 级 数 展开 式 . 









































次 , 我 们 用 (2.13) 来 求 1/(1 一 2)? 的 级 数 : 

















[l+z2+2727 +23 +244+254 JL +z +z +z HHz] 
=1+(1+1)z+(1+1+1)22 + (1+1+1+1)3+(1+1+1+1+1)Ṣ4 : 
所 以 (1-2) = Eol +12. 
请 自行 验证 , 上 面 得 到 的 (1 一 z)-! 和 (1 — z)-? 的 级 数 都 是 一 般 的 二 项 式 定 








理 的 特例 , 这 定型 














说 , 若 n 是 任 一 实数 (不 一 定 恰好 是 正 整 数 ), 则 在 单位 圆 盘 内 ， 





恒 有 




















+2)” =1+nz +2 





2 l 


n(n — 1)(n — 2) (n 一 


3! 
3) 


“4 





4! 























从 历史 上 看 , 这 个 结果 是 牛顿 在 发 展 微 积分 时 使 
中 也 起 到 同样 重要 的 作用 . 








HIN BED aS, 后 











(n=1) 9, n(n=1(n=2) 5 


来 在 





(2.14) 


ELA TAE 
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在 习题 16~18 中 , 我 们 将 要 表明 怎样 用 震级 数 的 计算 来 证 明 二 项 式 定理 . 先 对 
所 有 负 整数 宕 证 明 它 , 再 对 所 有 有 理 数 寒 来 证 明 它 . FECA p 的 情况 则 可 用 取 一 
个 趋 近 p 的 有 理 数 序列 来 处 理 , 我 们 在 这 里 不 做 进一步 讨论 了 . 以 后 我 们 将 用 另 一 
个 方法 来 证 明 (2.14) 的 更 一 般 的 情况 , MAFA n 为 一 个 复数 

下 面 我 们 再 来 讲 如 何 把 两 个 军 级 数 P(e) 和 Q(z) MR. 为 了 求 出 商 的 宕 级 数 
P(2)/Q(z) = To cz, 可 用 Q(z) 遍 乘 上 式 两 边 以 得 P(e) = Q(2) DX cz, 再 
HEAT ROR. 由 结果 的 唯一 性 , 这 个 级 数 的 系数 必定 要 等 于 已 知 的 
P(2) 之 系数 , 这 样 就 可 以 算出 cj 举 一 个 例子 就 可 以 使 这 个 程序 更 加 清楚 . 

为 了 求 Ue? = TX cz 的 系数 oj, 两 边 用 e 去 乘 可 得 











































































































































































































3 4 
Z az 
1 = |1 二 z+ | | E| [eo hae +e H egz? 十 C4z +--+] 


_ Co C1 C2 2 Co Cy C2 C3 3 ne 
-at(mtaler (T+ a+ g)et(atat at a) e+ 


结果 的 唯一 性 , 可 令 两 边 相 关系 数 相等 , 这 样 得 出 一 组 无 穷 多 个 线性 方程 : 
























































1 = co, 
0 = co ++ c, 
0 = co/2! c1/1! c2/0!, 


0 = co/3! c1/2! c2/1! t c3/0!, 
和 从 

















逐次 求解 前 几 个 方程 | 练习, 很 快 就 会 引出 猜想 6 = (-D"/ml, 当 n=0 时 , 这 个 
结果 自然 成 立 , 当 m 是 正 整数 时 , 考虑 (1 - 1)m 的 二 项 展开 式 就 很 容易 验证 它 . 于 
是 我 们 得 到 



































1 1 1 
l/e*=1— z+ a Bb ae Ee X 





其 形状 和 实 函 数 er 的 级 数 一 样 . 
2.3.6” 求 收敛 半径 

BrP BBL P(z) = TE cj? 以 后 , 有 几 种 不 同 的 直接 由 系数 决定 其 
收敛 半径 的 方法 . 因为 它们 与 用 于 实 级 数 的 方法 形式 上 完全 一 样 , 所 以 我 们 将 只 介 
绍 这 些 方法 , 并 请 自行 把 实情 况 下 的 标准 证 法 推广 到 复 的 情况 . 

比值 判定 法 指出 


























































































































Rain |= 


》 
n= | Cn 二 1 
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只 要 这 个 极限 存在 . 例如 , 若 
2 z3 z4 
A a a A 
则 
1/n? 4 Trga 


WR [en/en] 趋 于 无 穷 , W (形式 上 ) R = co, 相应 于 在 平面 上 处 处 收敛 ， 例 如 
























































?二 ?20 如 /六 就 是 处 处 收 全 的 , 因为 
1/n! . 
R= a at! = lim (n+1) = 00. 
若 比值 判定 法 失败 或 者 难于 应 用 , 时 党 可 月 


R= 


ım 
n= r |en] 


7 





‘oO 
ya 








这 个 极限 存在 . 例如 , 根 式 判定 法 可 以 月 











于 级 数 


no- 





如 果 我 们 首先 想起 


ua 


《我 们 马上 就 会 来 讨论 它 ) ,就 会 得 出 R= e? 
有 时 , 比值 判定 法 和 根 式 判定 法 都 不 能 有 








ew = 





lim (14 


n—oo 


Tin 
z) 


[练习 ]. 





H, 但 后 一 利 


且 在 所 有 情况 下 都 能 用 . 这 就 是 柯 西 -阿达 玛 " 定理, 即 
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R = — c. 
limsup Wlcn| 





因为 本 书 不 需要 它 , 所 以 就 不 进一步 讨论 它 了 . 


以 上 的 肾 级 数 的 例子 都 是 凭空 捡 来 的 , 但 是 我 们 的 





昌 根 式 判 定 法 , 即 

















方法 还 可 以 稍 加 推广 , 而 


tH 发 点 时 常 是 一 个 已 知 的 函 











数 f(z), 然后 把 f(z) RRA BAA KN, 决定 R 的 问题 会 有 一 个 在 概念 上 令 
人 满意 得 多 的 答案 . 这 个 答案 粗略 地 说 就 是 : 
E f(z) 可 以 表示 为 一 个 中 心 在 有 RB, 则 收敛 半径 是 从 大 

到 f(z) 的 最 近 奇 点 的 距离 . 











® Jacques Salomon Hadamard, 1865—1963, 法 国 
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数学 家 . 


译 者 注 


© 我 们 在 下 面 在 讲 f(z) 为 “多 值 函 数 ”( 即 一 个 已 给 的 > 有 好 儿 个 函数 


些 修正 , 见 (2.27). 





(2.15) 





值 ) 时 , 还 必须 对 此 命 


题 做 一 
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图 2-17a 画 出 了 这 一 点 , f(z) 的 奇 点 用 一 个 爆破 来 表示 .为 了 理解 哪些 函数 可 以 
ETE A re BA, 我 们 需要 本 书后 面 更 深刻 的 结果 , 但 是 我 们 现在 就 已 经 能 验证 , 一 
个 有 理 函 数 [ 即 两 个 多 项 式 之 比 ] 是 可 以 展开 的 , 而 它 的 展开 式 的 收敛 半径 就 可 
(2.15) 给 出 . 







































































我 们 重新 考虑 图 2-13a 和 图 2-13b. 回想 一 下 , 在 图 2-13b 中 对 于 h(z) = 1/(1+ 
22) 的 以 有 为 中 心 的 级 数 展开 式 , 我 们 当时 仅仅 是 宣称 了 R= V1 十 加. MERN 
要 证 实 这 一 点 , 并 且 把 级 数 明 确 地 找 出 来 . 
为 此 , 首先 注意 到 (2.4) 可 以 容易 地 推广 为 

























































































=- _ > 7 Z 当 且 仅 当 |Z| < la 一 |， (2.16) 
这 里 a Mk 是 任意 复数 , 而 2 = > 一 是 连接 展开 式 的 中 心 天 到 z 的 复数 ， 收 
KRE |z- k| < la- k| 意思 就 是 , z 在 以 大 为 中 心 且 通过 a 点 的 圆周 之 内 域 中 . 
图 2-17b 中 也 画 出 了 1/(a — 2) 在 ki, ko 处 展开 的 收敛 圆 盘 . 因为 函数 1/(a — z) 恰 
好 在 a 点 有 一 个 奇 点 , 我 们 就 对 这 个 特定 的 函数 验证 了 (2.15). 

前 面 我 们 是 通过 将 1/(1 - z2) 的 分 母 做 因 式 分 解 并 用 分 项 分 式 找 出 了 它 的 展 
FA. 现在 我 们 就 可 以 用 完全 同样 的 方法 找到 A(z) = 1/(1 + 22) 以 任意 复数 k H 
中 心 的 展开 式 : 






































































































































1 1 _1 ( 1 1 ) 
1+2 (2z—i)(z+i) Ai\-i-z i-2z/’ 
对 右 方 的 两 项 分 别 应 用 (2.16) 即 得 





oO 


1 1 1 1 ; 
= z ; Z, 2.1 
= > 3 [Crim oul a 





























1/(4i — z) 的 级 数 在 以 为 中 心 的 同心 圆 |z- k| = | 一 好 的 内 域 中 收敛 , 这 两 个 
的 圆周 分 别 通过 点 +i, 而 这 两 个 点 正 是 h(z) 的 奇 点 . 但 是 (2.17) 仅 当 这 两 个 级 
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数 都 收敛 时 才 收 敛 , 就 是 仅 当 |z k| < RUS, 这 里 R 是 由 中 心 有 到 h(z) 最 近 
的 奇 点 的 距离 . 我 们 就 这 样 对 h(z) 验证 了 (2.15). 

特别 地 , Æ k 为 实数 , (2.17) 就 在 图 2-13b 中 的 圆 盘 内 收敛 . 如 果 把 > 限制 在 
KHE, h(z) 就 化 成 了 实 函 数 1/(1 + z2), 而 这 个 函数 对 X = (z k) ME 
式 就 可 以 很 容易 地 从 (2.17) 导出 . 因为 现在 大 是 实数 , 所 以 |i 一 k| = V1 + Re, 而 我 
们 可 以 写 出 (ik) = V1 + ket, 其 中 y= arg(i—k) 是 arctan(—1/k) 的 适当 的 值 . 
于 是 [练习 ]: 
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1 = Qf sin(j+1)¢ 
a = 和 Feces TERRI |x (2.18) 
我 们 又 一 次 得 到 一 个 关于 实 函数 的 结果 , 而 如 果 只 用 实数 是 很 难得 出 它 来 的 . 
以 上 对 1/(1 + 2?) 的 分 析 可 以 容易 地 推广 [练习 ] 来 证 明 : 任意 有 理 函 数 都 可 
以 表示 成 为 寡 级 数 , 其 收敛 半径 由 (2.15) 给 出 . 
2.3.7 BHR 
1807 年 12 月 21 日 , 傅 里 叶 ? 在 法 国 科学 院 宣读 了 他 的 发 现 , 这 个 发 现 是 如 此 
HHS AVE A, 使 得 他 的 尊贵 的 听众 实在 是 难以 置信 . 他 宣称 , 任意 的 “ 实 周期 函数 
F(0), 不 论 其 图 像 如 何 古 怪 , 都 可 以 分 解 为 频率 越 来 越 高 的 正弦 波 之 和 . 为 简单 计 ， 
设 周 期 为 Qn, 这 时 傅 里 时 级 数 就 是 































































































































































































1 CO 
F(0) = 30 十 5 [an cos nO + bn sin nð). 


n=1 


20 1 27 
= =| F(g) cosnbdg， bn = ;| F(0) sin ngdb. (2.19) 
T Jo T Jo 


本 小 节 是 选读 材料 , 主要 是 为 那些 已 经 遇 到 过 这 种 级 数 的 读者 写 的 . 对 那些 没 
有 遇 到 过 这 种 级 数 的 读者 , 我 们 希望 这 个 简短 的 讨论 (加 上 本 章 末 的 习题 ) 可 以 激 
起 你 对 这 个 引人入胜 的 主题 更 大 的 胃口 . ® 

在 实数 世界 里 , 传 里 叶 级 数 和 泰勒 级 数 看 来 不 可 能 有 联系 , 但 是 当 我 们 进入 复 
数 领域 时 , 出 现 了 一 件 美 丽 而 且 引 人 注目 的 事实 . 
















































































实 函 数 的 泰勒 级 数 和 传 里 叶 级 数 只 不 过 是 观察 复 需 级 数 的 两 种 不 同 
的 方式 . 














® Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768—1830. 法 国 数学 家 . 

@ 后 来 发 现 对 于 FF 还 是 要 加 上 一 些 条 件 , 不 过 这 些 条 件 是 惊人 地 弱 . 

@ 在 许多 数学 领域 中 , 哪怕 仅 一 本 真正 有 启发 性 的 书 也 很 难 找到 , 但 是 对 于 健 里 叶 分 析 , 我 们 至 少 可 
以 找到 两 本 : Lanczos [1966] 和 Korner [1988]. 


译 者 注 
































23 R 级 数 67 





我 们 将 用 一 个 例子 来 解释 这 段 天 书 似 的 话 . 
考虑 复 函 数 f(z) = 1/(1 一 2z). W z= ri, 就 会 看 到 [练习 ] frit) 的 实 部 和 虚 











fret) = ufred?) + iv(re!?) = 


1—rcos@ +i rsin 0 
ge T S a aee ee 
1 — 2r cos 0 + r? 1 一 2rcos0 二 72| 














我 们 只 集中 注意 其 中 之 一 , 例如 v. 
让 > 沿 射 线 9 = 常数 由 原点 向 外 运动 , M v 变 成 仅 为 7 的 函数 , 记 为 Vo(r). 
例如 







































































Va(r) = Vi(1 +72) —2r : 
如 果 相反 , > 沿 着 圆周 r= 常数 不 断 旋转 , 则 v 变 成 仅 为 6 的 函数 V0). 例如 
~ 2sin 0 
va) ~ 5 — 4c0s 0 


















































注意 , 这 是 9 的 周期 函数 且 周 期 为 2x. 理由 很 简单 , 而 且 适 用 于 由 任意 〈 单 值 的 ) 
函数 f(z) 所 生成 的 VO: 每 当 2 旋转 了 完整 的 一 周 而 回 到 原来 的 位 置 时 , f(z) 必 
将 沿 一 闭环 路 转 一 圈 而 回 到 原 处 . 

注意 , 为 了 看 到 泰勒 级 数 与 傅 里 叶 级 数 的 统一 性 , 记 住 〈 在 单位 圆 盘 内 ) f(z) = 
1/(1 一 z) 可 以 表示 为 收敛 的 复 办 级 数 : 














































































































fre?) =1+ (re!) + (re)? + (rel?) + re) +- 
= 1 + r(cos0 +isin 0) + r?(cos 26 + isin 20) + r3(cos 36 + isin 30) + 





特别 地 ， 


v(re’) = rsin ð +r? sin26 + r° sin30 + r‘sin40+r°sin50+---. 





WRS 9 = 0/4, 我 们 立即 可 得 Va (r) 的 泰勒 级 数 : 



































r ee ee eee ee 
miraa Om rth Ae ann an tant 
我 们 又 一 次 想到 , 如 果 只 用 实数 , 得 出 这 个 公式 多 么 困难 ! 例如 由 此 可 得 

5 r = 98!. 
dr8 [V2(1 +r?) —2r]| | -0 























WRS r= (1/2), 我 们 立即 得 到 Va [0] 的 传 里 叶 级 数 


2sin 0 ~ Lar en deni aE g l 
dane =V: (0) = 5 sind Fz sin 20 4 53 sin 36 4 z sin 40 4 
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级 数 中 没有 余弦 波 出 现 正 确 地 反映 了 Vi (0) 是 9 的 奇 函 数 . 

复 窘 级 数 与 傅 里 叶 级 数 的 这 种 联系 , 不 仅 使 我 们 得 到 审美 的 满足 , 还 可 以 是 非 
常 实 用 的 . Va (0) 的 傅 里 叶 级 数 的 常规 推导 要 求 算出 (2.19) 中 那些 难 办 的 积分 , 而 
我 们 现在 只 要 做 简单 的 代数 运算 就 能 得 到 ! 其 实 我 们 现在 可 以 用 傅 里 叶 级 数 来 计 
算 积分 : 

















































































































2" [2 sin Asin nð m 
| | 5 — 4cos6 | ~ Qn’ 
进一步 的 例子 可 以 在 习题 21、 习题 37、 习题 38 中 找到 . 

我 们 以 预告 一 件 即将 发 生 的 事 作 为 本 节 的 结束 ， 泰勒 级 数 的 系数 可 用 微分 法 
算出 , 而 傅 里 叶 级 数 的 系数 则 可 用 积分 算出 . 因为 这 两 类 级 数 在 复 平面 上 其 实 是 一 
个 东西 , 这 就 暗示 了 , 在 微分 法 与 积分 法 之 间 存 在 一 种 隐藏 着 的 联系 , 而 只 有 复数 
才能 把 它 发 据 出 来 . 我 们 在 下 面 将 会 看 到 , 柯 西 是 如 何 遍 为 大 观 地 证 实 了 这 个 思想 . 
































































































































2.4 指数 函数 
2.4.1 FRADA 
BAN CAAA BME — RH- IO SE PRIA ez 推广 到 x 取 复 值 的 复 函 数 是 
z 1 2 1 3 1 4 
e =l+z+ 页? 十 可 + ay? fee, 
ETE C 上 处 处 收敛 . 我 们 现在 来 研究 这 个 函数 的 几何 本 性 . 
2-18 把 以 上 函数 可 视 化 成 一 次 螺旋 式样 的 旅行 ， 旅途 的 相继 两 段 所 成 的 
角 是 一 定 的 ,等 于 arg z.， 当 此 和 角 为 直角 时 的 特例 , 我 们 在 第 1 章 中 已 经 看 到 了 ， 
那 时 我 们 看 到 这 个 螺旋 趋向 于 单位 圆 上 的 一 点 ,此 点 可 用 欧 拉 公式 表示 为 ely = 
cosy +isiny. 事实 上 这 个 特殊 的 螺旋 使 我 们 能 算出 , 在 图 2-18 的 一 般 的 螺旋 的 情 
况 下 会 发 生 什 么 事 : 对 任意 值 > = r tiy, 这 个 螺旋 趋向 于 画 在 图 上 的 一 点 , 其 距离 
为 e*, 角度 为 y. 换言之 


















































et HY — efet, 
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这 也 是 以 下 事实 的 推论 : 若 a 和 0b 是 任意 复数 , 则 ete? = ett. 为 了 验证 此 式 ， 






































我 们 恰 可 把 两 个 级 数 相 乘 ， 
1 1 1 1 
a,b — | | 2 34 j | | 2 j 3 4 Eda 
ee = [iar ge tiat] itot see ae | 
a? + 2ab + b? a? + 3a7b + 3ab? + b° 
=1+4+(a+b)+ | ————— | + 十 
2! 3! 
1 1 
=1+(a+b)+ 5 (a4 b)? 4 3 (04 bye te 
= eats). 




















这 里 请 证 明 推 导 过 程 的 倒数 第 二 行 的 一 般 项 是 (a + b)” / ni. 
2.4.2 ”这 个 映射 的 几何 意义 























2-19 画 出 了 映射 z w = ez 的 基本 特性 . 请 仔细 研究 它 , 并 注意 以 下 事实 . 



















































































。 若 z UER s 向 上 运动 , 则 w 将 以 角速度 s 绕 原点 旋转 . 当 > 移动 过 距离 


























Qn 后 , w 会 回 到 起 点 . 所 以 此 映射 是 周期 的 , 周期 为 2i. 





























。 F z 以 恒 速 癌 西 运动 , w 则 向 原点 运动 , 其 速度 渐 减 . 反之 , 若 z 以 恒 速 向 





东 运 动 , 则 w 将 远离 原点 运动 , 其 速度 渐 增 . 
。 把 这 两 件 事实 综合 起 来 , 整个 w 平面 Cw = 0 除外 ) 将 被 > 平面 

















-的 一 个 





高 为 2r 的 水 平 带 形 填 满 
。 一 条 一 般 位 置 的 直线 将 被 映 为 前 一 章 讨论 过 的 螺 线 . 















































e 欧 拉 公式 eg = cosy 十 isiny 可 以 解释 为 , ez 把 虚 轴 如 一 条 绳子 一 











MAEA TAx. 


























样 , 在 单 


。 虚 轴 的 无 半 平 面 被 映 为 单位 圆 的 内 域 , 而 其 右 半 平面 被 映 为 单位 圆 的 外 域 . 
。 小 正方 形 的 象 非常 接近 正方 形 , 而 (与 此 相关 ) 任意 两 条 相交 的 直线 被 映 为 









































相交 的 曲线 , 而 曲线 的 交角 与 两 直线 原来 的 交角 相等 . 
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最 后 一 点 并 非 自明 的 第 4 章 将 开始 探讨 这 个 基本 的 性 质 , 并 且 会 看 到 许 
多 其 他 重要 的 复 映 射 也 具有 这 一 性 质 . 
2.4.3 “ 另 一 种 方法 
用 器 级 数 方法 处 理 ez 的 优点 在 于 它 能 表明 把 ez 推广 到 复数 域 是 唯一 的 . 其 
缺点 则 是 需要 大 量 的 没有 启发 性 的 代数 来 破译 这 个 级 数 的 几何 意义 . 我 们 现在 叙述 
一 种 不 同 的 方法 , 使 几何 更 加 浮上 问题 的 表面 . 这 里 的 思想 就 是 推广 实 的 结果 
e= lim (1+ 5y", (2.20) 


有 一 种 理解 (2.20) 的 方法 . 正如 我 们 在 第 1 EWN, f(z) = ez 可 以 用 它 
的 如 下 性 质 来 定义 : f(a) = f(x). 图 2-20 a 就 是 以 y= f(r) 的 图 像 来 说 明 它 . 在 
图 像 的 任意 点 上 做 一 切线 , 则 其 斜率 必 为 fe) = f(x) = yoru. 因为 有 阴影 的 三 角 
形 之 高 恰 为 ya, 故 其 底 边 之 长 ! WES L f(x) = l yoa = Yoa, 从 而 1=1. ik x 
向 右 移动 一 个 无 穷 小 距离 5, 则 新 的 高 应 为 


Vnew = (1 + 5) Yoda: 



































































































































图 2-20 

为 了 求 出 此 图 像 在 z 点 的 高 度 , 我 们 把 区 间 [0,z] 分 成 很 多 小 段 , 每 一 段 之 长 
为 (z/n) Mi n 很 大 . 因为 在 x = 0 处 图 象 之 高 为 1, 所 以 在 (z/m) 处 其 高 近似 为 
1+(z/m .1 在 2(z/n) 处 高 近似 为 1L+(z/m :TIL+(z/m 1 依 此 类 推 , 所 以 在 
x = n(ax/n) 处 高 近似 为 [1 十 (z/n)]”*. [为 图 形 清晰 起 见 , 图 2-20b 只 对 很 小 的 nn 值 
n = 3 做 出 了 这 个 几何 数列 , 所 以 不 太 精 确 .] MWE, S n 趋向 无 穷 大 , 于 是 认为 近 
似 值 1 + (z/n) 越 来 越 精确 , 而 最 后 给 出 (2.20) 就 是 很 合 情 理 的 了 . 请 用 计算 机 
验证 精确 度 确实 随 n 增加 . 

把 (2.20) 推广 到 复数 域 , 我 们 可 以 定义 ez 为 

= lim (1+ =)" (2.21) 

首先 我 们 要 确定 , 这 样 的 推广 与 我 们 使 用 容 级 数 所 做 的 ez 的 推广 是 一 回 事 . 应 用 
二 项 式 定 理 把 n 次 多 项 式 [1+ (z/n)]" 的 前 几 项 写 出 来 , 就 有 
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(+2 =1 n [2 n(n — 1) T | n(n — 1)(n — 2) HE 7 


2! n 3! n 

Ca EE Dy, 
于 是 , 至 少 在 欧 拉 看 来 很 清楚 ?, 当 n REEFS AI SFT Bl OR FE. 
其 次 我 们 再 转 到 (2.21) 的 几何 意义 . 在 为 e FER I, 我 们 可 以 自 
地 假设 欧 拉 公式 成 立 , 因为 在 第 1 章 我 们 就 是 用 容 级 数 来 得 出 欧 拉 公式 的 . 但 是 如 
果 当 我 们 现在 按 新 方法 以 (2.21) 为 基础 来 处 理 ez 时 仍然 假设 欧 拉 公式 成 立 , 就 略 
有 循环 论证 之 嫌 了 . 所 以 我 们 暂时 回 到 早 前 的 记号 r>Z6, 而 不 用 rel; 所 以 我 们 想 
要 和 弄 明白 的 事情 可 以 写 为 求证 ez+iy = ez Zy. 

2-21 就 n = 6 的 情况 应 用 了 第 1 章 习 题 5, 对 某 个 特定 的 z 值 几何 地 构造 
出 wa=[L+(z/m] WERE. [图 上 6 个 有 阴影 的 三 角形 都 是 相似 的 , 用 灰 度 不 同 的 
阴影 来 画 , 只 是 为 了 把 一 个 三 角形 与 相 邻 的 三 角形 区 别 开 来 .] 这 样 , 哪怕 是 从 很 小 
的 nn 值 , 就 已经 可 以 经 验 地 看 出 , 在 这 个 特殊 情况 下 , [L + (2/n)]" 很 接近 0 Zy. 为 
了 从 数学 上 和 弄 明白 这 一 点 , 我 们 试 着 来 逼近 a = [1 + (z/n)]. 





=l+z 
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S e 为 一 个 很 小 的 最 终 为 无 穷 小 的 复数 , 考虑 图 2-22 上 的 数 (1+s) = r20. 以 
原点 为 中 心 的 连接 (1 + s) 与 实 轴 上 的 7 点 的 圆 弧 (图 上 没有 画 出 来 ) 几乎 与 图 上 
画 出 来 的 由 (1 十 e) 到 实 轴 的 垂 线 (虚线 ) 重合 , 这 样 > 近似 地 等 于 [1+Re(e)], mH. 
= 趋 于 0 时 最 终 与 它 相等 . 类 似 于 此 , 我 们 看 到 , 角度 2 ( 即 图 上 用 花 括 号 标 出 
的 单位 圆 圆 弧 ) 最 终 等 于 Im(e). 于 是 

(1t+e)[1+Re(e)]ZIm(e) 对 小 的 = 成 立 . 
而 当 s 为 无 穷 小 时 , x 就 成 了 等 写 . 

D 译 者 在 文字 上 稍 做 了 改动 . 以 下 的 论证 现在 看 来 都 是 不 严格 的 , 但 是 例如 欧 拉 当年 就 是 这 样 做 的 , 而 
在 今天 看 来 欧 拉 的 方法 仍然 有 助 于 我 们 认识 问题 的 实质 . 但 是 欧 拉 的 想法 还 需要 严格 的 证 明 . 在 小 
平 邦 育 :《 微 积分 入 门 》( 中 译本 , 人 民 邮 电 出 版 社 , 2019) 的 第 56058 页 , 就 给 出 了 在 复 变量 情况 下 
的 严格 的 论证 , 并 且 用 实例 指出 , 粗心 大 意 地 理解 这 个 貌似 自然 的 想法 , 不 仅 是 不 严格 的 , 而 且 会 导 
致 错误 . 一 一 译 者 注 
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图 2-22 




















回 到 一 般 情 况 , (2.21) 的 几何 意义 应 该 很 清楚 了 . 若 ”很 大 ， 
EE 

S n 趋向 无 穷 大 而 取 极 限 , 我 们 就 得 出 
ez 十 这 2 e? Zy, 


即 所 求证 . 特别 是 , S xz = 0 我 们 就 回 到 了 欧 拉 公式 e = 1Zvy. 所 以 我 们 有 理由 写 
出 ez+i = efe, 


对 (2.21) 的 一 个 稍微 不 同 的 看 法 , 可 见习 题 22. 




















2.5 R54, 5iF5% 
25.1 ”定义 与 恒等式 


前 一 章 中 , 欧 拉 公式 帮助 我 们 用 定义 在 虚 轴 上 的 指数 函数 来 表示 余弦 与 正弦 
函数 : 








eit a ev it . eit _ eit 
, sing = - 
2 2i 

现在 我 们 已 经 理解 了 在 任意 点 z (不 仅 是 在 虚 轴 上 的 点 ) 处 es 的 意义 , 于 是 很 自 
然 地 可 将 余弦 与 正弦 的 定义 推广 为 复 函 数 : 


eiZ 十 ez eiZ _ ei 
， Sin z 三 - s 
2 2i 








cos t = 
































COS Z = 





(2.22) 
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IK 





然 还 有 男 一 种 方法 来 推广 cosa 与 sn z, 即 通过 上 一 章 讨 论 过 的 容 级 数 . 这 就 导 
了 其 另 一 种 定义 




















cr 
Co 


ode BP Be? ae =k 


cosz = 1 | He, sinzg=z | par: 


2! 4! 6! 3! 5! 7! 

然而 , 直接 写 出 et 的 究 级 数 就 很 容易 看 出 , 这 两 种 方法 给 出 的 复 函 数 是 一 样 的 . 

由 定义 (2.22) 可 见 , cosz 和 sing 与 它们 的 实 自 变 量 的 前 身 有 许多 共同 之 处 . 
例如 , cos(—z) = cos z,sin(—z) = 一 sinz. WA, 因为 ez 是 以 27i 为 周期 的 周期 函 
数 , cosz 与 sinz 也 就 是 周期 函数 , 不 过 是 以 2r 为 周期 . 当 我 们 考察 这 些 映射 的 几 
何 时 , 周期 性 的 含义 也 就 更 清楚 . 

(2.22) 的 其 他 的 直接 推论 是 欧 拉 公式 的 以 下 重要 推 
ez =cosz+isinz, e Y=cosz—isinz 
警告 : cosz 与 sinz 现在 就 是 复数 一 一 它们 不 是 es 的 实 部 和 虚 部 . 

不 难看 到 , 关于 cosa 与 sina 的 所 有 熟知 的 恒等式 对 于 新 的 复 函 数 仍 然 成 立 . 
例如 , 我 们 仍然 有 

iz —iz = e0 =) ; 


cos? z + sin” z = (cos z + isin z)(cos z — isin z) = ee 
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尽管 这 个 恒等式 现在 不 再 表示 勾 股 定理 . 类 似 于 此 , 我 们 将 证 明 , 如 果 a 与 是 任 
意 复数 , 则 
cos(a + b) = cos a cos b — sin a sin b, (2.23) 
sin(a + b) = sin a cos b + cos asin b, (2.24) 

















尽管 这 些 恒等式 不 再 表示 单位 圆 上 的 点 的 乘法 法 则 . 首先 
cos(a + b) +isin(a + b) =e’ i(a+b) 一 giagib 














= (cos a + isin a)(cos b + isin b) 


= (cos a cosb — sin asin b) + i(sin a cos b + cos asin b), 





























这 些 都 与 前 一 章 完 全 相同 . 但 是 , 由 于 上 面 的 警告 , 我 们 不 能 由 令 双方 的 实 部 与 虚 
部 相等 而 得 出 (2.23) 与 (2.24). 相反 地 , 我 们 需 先 求 出 cos(a + b) —isin(a +b) 的 类 
似 恒等式 , 再 与 上 式 相 加 或 相 减 ) 来 完成 证 明 [练习 ]. 
2.5.2 ”与 双 曲 函数 的 关系 

ee 


er 十 e 7 一 e 
cosh x 三 ， Sinhz = 
2 2 


把 它们 解释 为 ez 与 er 的 平均 值 ( 即 中 点 ) 即 可 得 到 图 2-24a 与 图 2-24b 中 
cosha 4 sinha 的 图 像 . 
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你 可 能 











已 经 知道 ， 
似 的 恒等式 . 例如 , 若 riro eA 


cosh z 与 sinhx 都 


满足 一 些 与 cosx 和 sina 所 满足 的 非常 相 











E 意 实数 , 则 可 证 明 [练习 ] 


cosh(r + r2) = cosh rı cosh r2 + sinh rı sinh r2, 


sinh(rı + r2) = sinh rı cosh rg + cosh rı sinh r2. 


然而 , 图 2-24 EKE 
HKZ, 而 当 














不 是 周 





复数 的 引入 带 来 了 这 两 类 函数 的 统一 


开始 时 , 我 们 可 以 看 到 , 如 果 我 们 


如 果 考 虑 sinz 的 模 曲面 ， 
最 终 等 于 |z|, 故此 模 
沿 着 实 轴 在 x 的 整数 倍 处 都 有 一 个 同样 的 锥 面 . 这 些 点 就 是 模 曲 玫 
( 引 自 Markushevich [1965, 第 149 页 ]) 





唯一 的 处 所 [练习 ]. 图 2-25 


=Æ 











图 











cos(iy) = cosh y, 





















































E > IR 


锥 


2-24 





$ 
Ze 





Yt 





上 在 虚 轴 上 , 则 


sin(iy) = isinh y. 


这 个 联系 就 会 变 得 更 形象 了 . 因为 当 
形状 升 起 . 














面 从 原点 以 图 








面 的 一 部 分 . 


还 请 注意 这 个 














1TH 











x = (37/2) E, BUS z = (37/2) + iy, 则 
一 个 实际 的 好 处 是 ， 








这 个 统一 


性 的 








面 也 给 出 了 cosh 的 图 像 , Al 











XIX | sin(z + x)| 


(2.25) 
(2.26) 


HIX HH PR ZAI SK RERS EK CZA PRO) 很 不 相同 : 它们 
2 趋向 无 穷 大 时 会 变 得 任意 大 . 所 以 , & Ane tit EL We, 





z 趋 近 原 点 时 , |sin z| 
=|sinz|, 所 以 





















































A, 例如 把 z 





|sin z| = cosh y. 


如 果 记 得 (或 能 用 








了 欧 拉 公式 很 快 地 导 

















个 含有 余弦 和 正弦 的 关于 三 角 函 数 的 恒 乞 
等 式 . 举 一 个 例 , 如 果 我 们 以 a = ir, M b= ira 代入 (2.23) F 
(2.25) 和 (2.26). 





相应 本 
可 得 
































1 函数 的 这 种 联系 ,还 








加 函数 和 双 





EI, 就 可 以 立刻 写 出 一 个 关于 
H (2.24), 立即 

















会 变 得 更 











密切 ， 如 果 我 们 把 后 者 以 


能 接触 底 乎 面 
H] 
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出 ) 一 


六 双 曲 函数 的 





显然 的 
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图 2-25 
方式 推广 为 复 函 数 如 下 : 
ois sige” 0 
因为 我 们 有 
cosh z = cos(iz), sinhz= —isin(iz), 











这 两 类 函数 的 区 别 就 几乎 完全 消失 了 : cosh 就 是 先 旋转 (x/2), 再 继 以 cos 的 复合 ; 
同样 , sinh 就 是 先 旋转 (0/2), 接着 来 一 个 sin, 最 后 再 来 一 个 旋转 — (1/2). 
2.5.3 ”映射 的 几何 
和 实 的 情况 一 样 , sin z = cos (z — 3), 这 意味 着 可 以 由 cos 得 到 sin, 只 要 先 把 
复 平面 平移 — (2/2). 再 由 前 面 的 说 明 就 知道 只 需 研 究 cos z 就 足以 理解 所 有 四 个 函 
数 : cos z,sin z,cosn z 和 sinh z. 我 们 现在 来 考虑 映射 z w= cos z 的 几何 本 性 . 
我 们 先 从 研究 位 于 实 轴 下 侧 的 水 平 直线 y = —c (这 里 c > 0) 的 象 开始 . 把 这 条 
直线 理解 为 一 个 质点 以 单位 速度 向 东 运 动 的 轨道 , 这 在 心理 上 是 有 帮助 的 , 于 是 此 
点 在 时 刻 t 的 位 置 是 z= tic 在 图 2-26 上 用 粗 线 画 出 , 当 > 走 过 这 一 直线 时 , 一 > 
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就 沿 直线 y = c 〈 左 上 图 的 虚线 ) 运动 , 但 方向 相反 . 应 用 映射 z 一 iz《〈 即 旋转 
(r/2)) ， 象 点 就 治 着 两 条 铅 直线 x = +c 运动 , 仍 为 单位 速度 , 在 这 两 条 直线 上 的 
运动 方向 仍 相 反 . 最 后 再 施 以 z 一 ie*, 象 点 则 画 出 以 原点 为 中 心 、 以 3e*° 为 半 
径 的 两 个 圆周 . 这 两 个 运动 都 有 单位 角速度 , 但 两 个 角速度 反 号 〈 右 图 的 两 个 虚线 
A). 

原来 在 直线 y = —c 上 运动 的 点 在 映射 z> w = cosz 下 的 象 的 轨道 正 是 这 两 
个 反 向 旋转 的 圆周 运动 之 和 . 它 明显 地 是 一 种 对 称 的 卵 形 曲线 而 与 实 轴 和 虚 轴 交 于 
a = coshc 和 ib = isinhe 处 . 也 很 清楚 , 每 当 > 完成 移动 Qn IN, cosz 就 完成 一 次 
沿 此 卵 形 曲 线 轨道 完全 的 一 周 ; 这 就 是 cos z 的 周期 性 . 

我 没有 找到 更 简单 的 几何 解释 , 但 是 很 容易 用 式 子 证 明 cosz 所 画 出 的 卵 形 线 
是 一 个 完全 的 椭圆 . id w = utiv, 我 们 可 以 从 图 上 看 出 [练习 ] u = acost, v = bsint, 
这 正 是 我 们 熟知 的 椭圆 (w/a)? + (v/0)? = 1 的 参数 式 . 此 外 


Va? — b = Vcosh? ¢ — sinh? c = 1, 


所 以 焦点 是 处 于 士 1 处 , 而 与 z 沿 之 运动 的 特定 水 平 直 线 无 关 . 

请 试 着 细 细 思索 一 下 ， 这 椭圆 的 形状 怎样 随 c 而 变 ? 当 e 趋 近 零 时 , 我 们 又 
怎样 回复 到 实 的 余弦 函数 ? 而 当 z 沿 一 条 位 于 实 轴 上 侧 的 直线 y = c (这 里 仍 有 
c > 0) 向 东 运 动 时 , cosz 的 轨道 是 什么 ? 铅 直线 z = c Æ zm coshz 下 的 象 是 什 
么 ? sinz 4 2 WER y = c 向 东 运 动 时 的 轨道 是 什么 ? 它 与 cosz 的 轨道 有 何 区 别 ; 
所 得 到 的 |sin z| 的 变化 与 图 2-25 所 示 的 模 曲 面 是 否 相 容 ? 

在 往 下 读 之 前 , 请 试用 图 2-26 的 思想 自己 画 出 铅 直线 在 映射 z 一 cosz 下 
的 象 . 

如 图 2-27 Prox, 答案 是 双 曲 线 . 我 们 可 以 用 加 法 法 则 (2.23) 来 证 明 这 一 点 . 加 
法 法 则 给 出 
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u + iv = cos(x + iy) = cos x cosh y — isin z sinh y. 

在 水 平 直线 上 , y 是 常数 , 所 以 (u/coshy)? + (v/sinh y)? = 1, 这 和 前 面 一 样 . 但 在 
铅 直线 上 , x 是 常数 , 而 (w/ cosa)? — (v/sin r)? = 1, 这 是 一 个 双 曲 线 的 方程 . UE 
步 , 因为 cos? x +sin? x = 1, 所 以 此 双 曲 线 的 焦点 在 +1 处 , 而 与 被 映射 的 究竟 是 哪 
条 铅 直线 无 关 . 























































































































图 2-27 上 通过 画 出 



































个 由 铅 直线 与 水 平 直线 所 成 的 网 格 的 象 把 这 些 结果 变 得 



































更 加 生动 . 注意 一 个 事实 , 即 此 网 格 中 的 每 一 个 小 正方 形 , 都 被 cos z 映 成 一 个 形状 
接近 正方 形 的 象 . 这 个 听 起 来 惊 ( 看 起 来 喜 ) 的 现象 我 们 已 经 在 > e 的 情况 下 
见 到 过 了 . 
希望 这 已 经 引起 了 你 的 好 奇 心 
现在 的 z cosz 的 情况 下 , 我 们 至 少 可 以 对 此 现象 的 一 部 分 做 出 数学 解释 , 那 就 



































以 下 各 章 将 致力 于 深入 探讨 这 个 现象 . 在 


























是 , 象 “ 正 方形 ”的 各 边 确实 是 以 直角 相交 的 ; 换言之 , 每 个 椭圆 与 每 条 双 曲 线 交 成 


直角 . 














这 一 点 是 与 这 些 椭 
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VAJ 








性 质 
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结果 [练习 ], 把 每 条 曲线 都 设想 为 一 个 镜子 , 再 求助 于 我 们 熟知 的 圆锥 截 线 的 反射 
: 由 一 个 焦点 发 出 的 光线 将 被 顶 圆 直接 反射 到 另 一 个 焦点 , 而 被 双 曲 线 反 射 后 ， 









































和 双 曲 线 都 是 共 焦 的 这 一 性 质 相 联系 的 . 要 想 证 明 这 个 









































直接 背离 另 一 个 焦点 的 方向 而 去 . 见 图 2-27. 


2.6.1 ”例子 : DR 


迄今 为 止 , 我 们 都 把 复 函 数 f 看 作 一 种 规则 , 使 它 对 每 一 个 z 点 (或 仅 限 位 于 





26 % (H A 4 











某 区 域内 的 点 ) 都 指定 单一 复数 f(z) 与 之 相应 . 这 个 人 们 熟悉 的 函数 定义 却 有 过 


大 的 局 限 性 . 我 们 现在 
单个 z 值 取 多 个 不 同 的 


个 不 同 的 值 , 所 以 它 是 
样 使 用 映射 








完成 一 周旋 转 . 利 























用 例子 来 讨论 如 何 拓 宽 函 数 的 定义 , 使 得 可 以 允许 f(z) 对 
E. 这 时 称 f 为 多 值 函数 (multifunction). 








我 们 事实 上 已 经 见 到 过 这 种 多 值 函 数 . 例如 , 我 们 知道 yz ( 当 z 关 0 时 ) 有 三 










































































个 三 值 多 值 函 数 . 图 2-28 比较 详尽 地 让 我 们 回想 起 , 是 怎 


zr 23 RH 
旋转 时 , 23 = r3ei39 将 以 3 倍 角 速度 旋转 , 从 而 每 当 z 完成 1/3 周旋 转 时 ,z3 就 会 








$5 的 三 个 值 的 . 当 > = rel? 沿 着 以 原点 为 中 心 的 圆周 






































用 这 个 事实 , 当 找 到 一 个 解 a 以 后 , 就 能 找到 另外 两 个 (图 上 的 


























与 c) . 换 一 个 说 法 , 把 映射 方向 颠倒 为 由 右 至 左 , 角速度 就 降 为 1/3. 这 就 是 理解 
映射 o Wz 的 要 点 , 而 我 们 现在 就 来 详细 研究 这 个 映射 . 
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W > = rel, 我 位 有 2 = Yri), 这 里 7 是 唯一 定义 的 z 的 长 度 的 实 立 
方 根 . 这 个 公式 的 三 重 多 义 性 的 唯一 来 源 是 : 一 个 给 定点 z 的 角度 可 以 有 无 穷 多 种 
选择 . 

把 z 设想 为 起 始 在 z = p 处 的 动 点 . 如 果 任 意 地 取 其 角度 0 就 是 图 2-28 中 的 
$, 则 5 = a. 4 z 逐渐 移动 而 离开 yp 时 ,9 也 逐渐 变化 离开 内 而 且 Wz = rei(9/3) 
也 逐渐 远离 a 运动 , 但 是 以 一 种 完全 确定 的 方式 运动 , 即 动 点 Wz 到 原点 的 距离 总 
是 z 的 距离 的 立方 根 , 而 其 角速度 是 z 的 角速度 的 三 分 之 一 . 

图 2-29 画 出 了 这 一 点 , 我 们 通常 都 是 由 左 到 右 表示 映射 , 但 是 现在 把 这 个 规定 
反 过 来 以 便 与 图 2-28 比较 . 




















































































































图 2-29 


当 > 绕 着 闭环 路 4 ( 右 图 最 细 的 线 ) 最 终 仍 回 到 p 时 , Yz 也 沿 左 图 以 最 细 的 
线 画 出 的 闭环 路 回 到 其 原来 的 值 a. 然而 , 若 > 沿 着 闭环 路 B ( 右 图 最 粗 的 线 ) 绕 
原点 一 周 回 到 原来 的 p 点 , yz 就 不 会 回 到 原来 的 a 而 是 沿 左 图 最 粗 的 线 来 到 了 p 
的 另 一 个 立方 根 即 b 点 . B 的 具体 形状 并 无 关系 , 关系 重大 的 是 : 这 条 路 径 恰好 绕 
原点 一 周 . 类似 地 , 如 果 2 从 p 开始 沿 着 右 图 C 绕 原点 两 周 , 则 yz 会 终止 于 c, 
EN p 的 第 三 个 也 就 是 最 后 一 个 立方 根 . 很 清楚 , 如 果 z 沿 某 一 环 路 (图 上 未 画 出 ) 
绕 原 点 三 周 , 则 yz 又 会 回 到 其 原来 的 值 a. 

zr» YZ 的 这 个 图 的 前 提 是 在 任意 选择 yp 时 恰好 选中 了 yp = a 而 不 是 5 或 
c, 如 果 选 的 是 则 图 2-29 的 左 图 上 Y 的 轨道 只 不 过 把 上 述 轨道 旋转 (2x/3) (但 
a,b,c 三 个 字母 不 要 动 ). 与 此 相似 , 如 果 选 y5 = c 轨道 将 旋转 (41/3). 

点 z 二 0 称 为 33 的 支点 .一 般 地 说 , + f(z) 为 一 多 值 函数 而 令 a = fp) 是 
CE z= p 处 的 一 个 值 , 我 们 也 可 以 令 z 沿 一 始 于 p BAF p 的 闭环 路 运动 , ME 
BE f(z) 的 运动 . 当 z 回 到 p 时 , f(e) 可 能 也 回 到 a 或 者 回 不 到 a. /的 支点 > = 4 
是 这 样 的 点 , 使 得 当 z 沿 着 绕 q 一 周 的 任意 闭路 运行 时 , f(z) 不 能 回 到 a. 

回 到 f(z) = YF 这 个 特定 的 例子 , 我 们 已 经 看 到 , 车 > 绕 z = 0 处 的 支点 3 
周 , 则 f(z) 会 回 到 原来 的 值 . 如 果 f(z) 是 通常 的 单 值 函 数 , 则 只 需 z 绕 1 周 , f(D) 
就 会 回 到 原来 的 值 . f(z) 与 这 样 的 单 值 函数 比较 , 还 要 额外 转 2 圈 才 能 回 到 原来 的 
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一 般 地 说 , 如 果 g 是 某 个 多 值 函数 f(z) 的 支点 , 而 且 z 一 定 要 绕 g 转 N 圈 才 
能 第 一 次 重 回 f(2)°, q 就 称 为 (N - 1) 阶 代数 支点 ; 一 阶 代 数 支 点 称 为 简单 支点 . 
我 们 需要 强调 , 完全 有 可 能 , 不 管 z q 转 多 少 周 , f(z) 也 永远 回 不 到 原来 的 值 . 这 
时 , qa SPR AT ELS A 这 个 名 称 将 在 下 一 小 节 解 释 . 

请 自行 推广 以 上 关于 3z 的 讨论 , 验证 若 ”为 一 正 整 数 , 则 20/9 是 一 个 n 值 
多 值 函 数 , 其 唯一 的 (有限 远 处 的 ) 文 点 是 2 = 0, 阶 数 为 (n — 1). 更 一 般 地 说 , 对 
任意 分 数 寡 zWW", 这 个 结论 也 是 对 的 , 不 过 (m/n) 必须 是 已 经 化 约 的 既 约 分 数 . 


2.6.2 SRM Say 
下 面 我 们 将 要 说 明 怎 么 能 从 三 值 多 值 函数 8/z 分 出 3 个 单 值 函数 来 . 首先 , 图 
2-30 引入 几 个 我 们 在 描述 C 之 点 集 时 需要 的 名 词 . 
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图 2-30 

如 果 S 中 任意 两 点 都 可 以 用 一 条 完全 位 于 S 内 的 不 间断 的 曲线 连接 起 来 , 则 
称 集合 S 为 连通 的 〈 见 图 2-30a). 相反 , WR S 中 有 这 样 成 对 的 点 存在 而 不 可 能 
这 样 连接 , 就 称 S 是 不 连通 的 (图 2-30b) . 在 连通 集中 ,我 们 可 以 区 分 出 单 连通 
AY, 即 其 中 没有 空洞 的 集合 〈 见 图 2-30c) . 更 准确 地 说 , 可 以 把 连接 此 集合 中 两 点 
的 路 径 画 成 一 条 弹性 绳子 , 使 得 这 条 绳子 可 以 连续 地 变形 为 连接 这 两 点 的 任意 其 他 
路 径 , 而 在 此 过 程 中 , 绳子 的 任 一 部 分 都 不 离开 S. 反之 , 如 果 此 集合 中 确 有 空洞 ， 
则 称 它 为 多 连通 的 (图 2-30d) , 这 里 存在 连接 同样 两 点 的 两 条 路 径 , 使 其 中 一 条 不 
能 连续 变形 为 另 一 条 . 

现在 回 到 图 2-29. 任意 选 定 Wz 在 z= p 的 3 个 可 能 值 之 一 作为 jp, 然后 让 
p 运动 , 我 们 看 到 , 联系 着 由 p 到 2 的 特定 路 径 , 我 们 将 得 到 WZ 的 一 个 确定 的 值 . 
然而 我 们 处 理 的 仍然 是 多 值 函 数 : 只 要 绕 着 支点 0 转 , 就 会 止 于 YZ 的 3 个 可 能 
值 的 任 一 个 . 

另 一 方面 , 取 YZ 的 哪 一 个 值 又 与 路 径 的 详细 的 形状 无 关 : 如 果 我 们 让 此 路 径 
连续 地 变形 , 但 不 允许 越过 支点 , 总 会 得 到 YZ 的 同一 个 值 . 这 件 事 表明 了 怎样 能 

































































































































































































































































© 即 是 说 转 1 周 、2 周 、………… 乃至 N 一 1 周 都 不 行 . 一 一 译 者 注 
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够 得 出 一 个 单 值 函数 来 . 如 果 我 们 把 z 限制 在 一 个 包含 p 但 不 包含 文 点 的 单 连通 
集合 S 内 , 则 用 S 中 任意 一 条 把 All 2 连接 起 来 的 路 径 都 会 得 到 WZ 的 同一 个 
E, 这 个 值 我 们 记 作 A). 因为 路 径 并 无 关系 , 及 就 是 9 上 各 点 位 置 的 一 个 普通 
的 单 值 函 数 ; 称 为 原来 的 多 值 函数 的 一 支 . 

图 2-31 上 画 出 了 这 样 一 个 S 以 及 它 在 We 的 f 这 一 支 下 的 象 . 这 里 我 们 又 
回 到 了 通常 的 做 法 : 把 映射 画 成 从 左 到 右 . 如 果 我 们 选取 op = b, 则 得 Wz 的 第 二 
X fo, 而 选 yp =c 则 给 出 第 三 支 也 就 是 最 后 一 文 fz. 附带 提 一 下 , 这 3 个 文 都 展 
现 出 迄今 已 无 处 不 在 的 〈 然 而 仍 是 很 神秘 的 ) 现象 , 即 小 正方 形 始终 被 保持 为 小 正 
方形 . 












































现在 我 们 来 讲 怎样 扩大 这 些 支 的 定义 域 $5， 以 便 得 出 平面 上 任意 点 的 各 个 立 
方 根 . 首先 , 如 图 2-32 所 示 做 一 个 由 支点 0 伸 到 无 穷 远 处 的 任意 的 (但 不 得 自 交 
I 曲线 C， 称 为 分 支 割 口 ,我 们 暂时 取 S 为 复 平面 除去 曲线 C 以 后 所 得 的 集 
P 的 任意 封闭 路 径 不 可 能 再 绕 过 支点 . 这 样 我 们 就 在 5 
上 得 到 了 3 eK fas fos fo 例如 , 图 上 就 标 出 了 d 的 一 个 立方 根 fi(d). 





























Al 2-32 


对 于 C 上 的 点 e 又 当 如 何 ? 设想 > 绕 着 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 穿 过 e. 右 图 
表现 出 一 个 事实 : 根据 z 是 按 正 或 负 角 速度 达到 e 点 , filz) 会 趋向 两 个 不 同 值 , 如 
果 我 们 (任意 地 ) 规定 file) 为 fal) 当 2 沿 逆 时 针 方 向 绕 行 时 所 得 之 值 , 则 f(z) 
已 确定 地 定义 在 整个 复 平面 上 . 对 另 2 个 支 情况 也 类 似 . 

分 支 制 口 当 然 是 人 为 做 出 来 的 一 一 多 值 函 数 z 不 会 顾及 我 们 把 它 分 为 3 个 























单 值 函数 的 愿望 . 这 个 区 别 反 映 在 我 们 所 已 经 看 到 的 一 个 事实 上 : 所 得 的 各 个 支 在 
C 上 是 不 连续 的 , 而 Az 的 3 个 值 当 > 连续 运动 时 则 总 是 在 连续 变动 的 . 当 z 穿 
过 C 继续 逆 时 针 走 动 时 , 我 们 必须 从 一 个 支 转换 到 下 一 个 支 才能 保持 yz 的 连续 
变动 : 例如 从 fr FEA fo. 如 果 > 逆 时 针 转 3 周 , 则 各 个 支 都 会 轮换 排列 到 , 而 最 
终 回 到 自身 . 这 可 以 表示 为 


















































fi fo fs fi 
fo ay fs = fı = f2 ， 
fs fi fo fs 


每 个 箭头 表示 穿 过 C 一 次 . 
通常 的 做 法 是 取 负 实 轴 为 C， 如 果 我 们 想 不 让 z 穿 过 制 口 , 可 以 限制 z 的 辐 
f 0 = arg(z) 满足 一 个 不 等 式 : ~-r < 9 < x. 辐 角 的 这 个 值 称 为 辐 角 的 主 值 , 记 作 
Arg(z) (注意 第 一 个 字母 用 大 写 ) . 这 样 选取 的 9 所 给 出 的 单 值 函数 re O/) 就 
称 为 立方 根 的 主 支 ; 我 们 将 记 它 为 KA. 注意 它 与 实 立方 根 7 在 正 实 轴 上 一 致 ， 
而 在 负 实 轴 上 则 否 ; 例如 [8/8] = 20/3, 还 要 注意 , 这 样 选取 C 后 得 到 的 另外 两 
支 , 可 以 用 主 支 表示 为 Ad y 与 eD a. 

怎样 把 以 上 的 讨论 推广 到 一 般 的 分 数 寡 , 现在 应 该 很 清楚 了 . 
2.6.3 5BRAOKEK 

我 们 在 前 面 已 经 通过 把 1/(1 + z2) 这 样 的 函数 拓展 到 实 直线 以 外 的 复 平面 中 ， 
从 而 解释 了 不 这 样 做 就 很 神秘 的 收敛 区 间 ; 对 收敛 性 的 障碍 来 自 使 此 复 函 数 变 为 
无 穷 大 的 点 ( 奇 点 ) 的 存在 . 我 们 现在 要 讨论 更 微妙 的 事实 , BY Nt RE EB 
收敛 性 的 障碍 . 

实 二 项 式 定理 说 , 若 n 是 任意 实数 (而 不 只 是 正 整 数 ) 则 
ee ule D 2, n(n — a 2) 3, n(n — ee 2)(n=3) a 
F n 是 正 整数 , 则 此 级 数 在 e 处 终止, 而 不 发 生 收敛 性 问题 . 若 ”不 是 正 整数 , 则 
收敛 性 比值 判定 法 告诉 我 们 , 此 寡 级 数 的 收敛 区 间 是 -1 < x < 1. 当 n 为 负 时 , 这 
个 区 间 很 容易 理解 , 因为 这 时 函数 在 x = -1 处 有 奇 点 . 但 是 , 例如 当 n= (1/3) 时 ， 
我 们 又 怎样 去 解释 收敛 区 间 呢 ? 

图 2-33a 画 出 了 实 函 数 f(x) = (14+2)3 MAK y=(14+2)3, 此 函数 对 一 切 x 
都 是 适当 定义 的 , 因为 每 一 个 实数 都 有 唯一 的 实 立方 根 . 从 这 个 图 像 看 来 , 似乎 这 
个 级 数 没有 什么 好 的 理由 会 在 二 1 处 爆破 , 然而 它 确实 爆破 了 . 虚线 曲线 很 生动 地 
表明 了 这 一 点 , 这 个 虚线 曲线 正 是 二 项 级 数 在 x30 处 截断 所 得 的 30 次 多 项 式 的 图 
像 . 可 以 看 到 , 在 £1 之 间 , 虚线 曲线 紧 紧 地 跟随 着 y= f(z) (实际 上 比 图 上 画 的 还 
要 紧 ) , 但 是 , 一 旦 越 出 此 区 间 , 它 突然 间 疯狂 地 偏离 开 去 . 
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A 1/(1 + 2? 
z)3, 神秘 性 也 没有 消失 . 





) 的 情况 不 同 , 注意 即使 
因为 f(z) 没有 任何 奇 点 . 
我 们 已 经 讨论 过 这 样 一 件 事 实 , 即 二 项 式 定 理 























题 16~18]. 现在 它 又 告诉 我 们 





f(2) = 








例如 在 z = 0 处 此 级 数 等 于 1, 但 是 尽管 f(x) 是 z 的 





1 
(l+z)3 =14+<z 





图 2-33 








ESE PAL f(x) 拓 



































展 为 复 函 数 f(z) = (1+ 


可 以 推广 到 复 平 面 [ 见 (2.14)、 习 





3 











左 方 却 是 z 的 





可 取 3 ME: 1,3, eF. MERIAH 






































个 三 值 多 值 函 数 ， 


f(0) =1 的 那 一 支 . 


这 就 解 开 了 神秘 . 
在 图 上 标 出 的 z 点 收敛 , 从 > = 0 H 
到 >, 很 清楚 , 必 以 两 个 不 同 的 f(z) 值 
文 点 . 但 是 容 级 数 无 法 装扮 成 这 种 性 态 ， 
TEAL A ak Ib ASF 
























































这 个 例 


由 
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因为 假设 此 级 数 在 图 
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告终 ， 

















Ey: 
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图 2-33b 表明 它 在 单位 圆 盘 内 收敛 ， 和 所 有 窜 级 数 一 样 ， 上 式 








方 是 一 单 值 函数 ， 


























个 通常 的 单 值 函 数 , 上 式 
BÆ z = —1 处 有 一 个 2 阶 支 点 . 例如 了 (0) 就 
HOR TS, 办 级 数 恰 好 表示 它 的 一 支 , 即 适合 














2-33b 的 较 大 的 圆 的 内 域 收敛 , 特别 是 











因为 它 一 定 是 单 值 的 
收敛. 我 们 既然 要 求 曙 级 数 为 其 所 不 能 为 , 那 它 就 只 好 自我 放弃 
T. 所 以 在 单位 圆 外 f(z) 不 能 写 为 需 级 数 ! 


表明 , 支点 和 奇 点 一 样 , 也 是 收敛 性 的 实 实在 在 























并 取 f(0) = 1, 治 图 上 所 示 两 条 路 径 运行 
因为 这 两 条 路 径 合 起 来 包含 了 一 1 处 的 





的 障碍 . 这 个 论证 





明 的 命题 


唯一 的 出 路 是 : 








相 


一 般 地 表明 , 如 果 一 个 多 值 函数 的 某 一 文 可 以 表示 成 一 景 级 数 , 则 其 收敛 圆 盘 不 
能 大 到 包含 此 多 值 函 数 的 支点 在 内 . 这 就 很 有 力 地 表示 : 尚未 证 
有 如 下 的 进一步 的 





(2.15) 还 


若 一 复 函 数 或 一 多 值 函 数 的 某 一 支 可 以 表示 为 震级 数 , 则 其 收 
敛 半 径 必 为 由 中 心 到 最 近 的 奇 点 或 支点 之 距离 . 





























在 本 书后 面 很 远 的 





264 具有 两 个 支点 的 例子 


图 2-34a "P Hj H 





双 曲 线 . Tish we BLA H T NRL 


f(z) =(14+.27)? =14 


1 


也 方 ,我们 将 要 发 展 出 证 实 这 一 猜想 所 必须 的 工具 . 
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(2.27) 








ET y= f(z) = Vi +e 的 图 像 , 其 中 平方 根 取 正 值 , 它 是 一 个 








它 神秘 地 只 在 J 





图 2-34 
HL ZAMS. 图 上 还 形象 地 用 虚线 曲线 表现 了 它 在 此 区 间 外 的 发 散 








性 ; 虚线 曲线 是 


和 前 面 一 样 ， 

















将 二 项 级 数 在 z20 处 截断 7 20 saan 






































vz? +1. age f(z) = y(z—i)(z +i), ae E, f(z) 有 两 个 简单 


支点 , 一 个 在 i 





按 图 2-34b 














处 , 男 一 一 i 处 . 这 些 支 点 阻 得 了 该 景 级 数 的 收敛 性 , 将 其 限制 





于 单位 圆 盘 内 如 图 2-34b 所 示 . 


的 记号 可 以 写 出 
f(z) = Vrir2e'(01+02)/2 (2.28) 








这 里 我 们 必须 记 住 , 此 图 只 表现 了 每 一 个 角度 01 和 b 的 (无 穷 个 ) 可 能 值 之 一 . 为 








TEH i 确 为 




















个 支点 , 设 从 图 上 所 示 的 01 和 9 给 出 的 f(z) 值 开始 . BLS > 沿 


























所 画 的 环 路 工 运动. 这 时 , (2 +i) 时 而 向 前 , 时 而 后 退 , 0. 只 是 在 振动 , 最 后 回 到 其 








原 值 . 但 (> — i) 























转 了 完整 的 一 周 , 91 增加 了 2m. 这 样 当 > 回 到 原来 位 置 时 , (2.28) 





























表明 f(z) 并 未 回 到 原 值 , 而 是 变 成 了 
hat) = Jirel? +27+02)/2 = eit [py poeh Oi + 02)/2 = — foa (2). 





为 了 把 f(z 
穷 远 (以 防 绕 过 i 
画 出 了 一 个 特 另 


当然 如 果 z 沿 一 





个 环 路 绕 -i 一 周 而 不 绕 过 i 时 , 情况 也 是 如 此 . 

) 分 成 两 个 单 值 支 , 看 来 需要 两 个 分 支 割 口 : 一 个 割 口 C1 由 i 到 无 
iBS), 另 一 个 割 口 Ca, 由 相同 理由 , 由 -i 到 无 穷 远 . 图 2-35a 
上 普通 而 重要 的 选择 割 口 的 方法 , 即 用 指向 西方 的 射线 作为 制 口 . 如 
























































果 不 许可 2 越过 制 口 , 可 以 限制 角 91 = arg(z 一 i) REW, 即 在 -x < Oi <n H. Bil 
如 图 2-34b 中 的 91 就 不 是 主 值 , 而 在 图 2-35a 中 的 91 则 是 . 如 果 把 9 也 限制 到 其 





主 值 , 则 (2.28) 





























的 事实 , 即 只 用 




















再 回 到 前 面 的 情况 , 其 中 和 和 6 均 取 一 般 值 而 非 主 值 . 图 2-35b 则 表示 这 样 


























就 变 成 f(z) SME AES, 记 为 F(z), f(z) 的 另 一 文 则 是 -F(z). 









































一 个 连接 两 个 支点 的 分 支 割 口 C 即 可 定义 f(z) 的 两 支 . 如 果 把 > 


限于 画 了 阴影 的 连通 区 域 “5, 则 它 任 一 个 支点 都 无 法 绕 过 . 但 是 当 z 沿 工 这 样 的 
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原 书 为 “多 连通 ”. 但 对 多 连通 的 定义 , 2.6.2 节 说 “如 果 此 集合 中 确 有 空洞 ”就 是 多 连通 . 原文 为 


























“if the set does have holes”, 这 里 使 用 了 复数 , 图 2-35b 的 S 只 有 “一 个 ”空洞 C, 而 非 “holes”, 所 




















以 不 是 多 连通 . 真正 的 


是 Ahlfors 
“ 单 连 通 的 ” 

















问题 在 于 无 穷 远 点 算 不 算 空洞 ? 它 是 否 是 奇 点 ?这 里 没有 , 所 以 更 正确 的 讲法 
[1979] 4.2 节 “ 单 连通 性 ”的 定义 . 按 此 定义 , 把 S 放 在 扩充 的 复 平 面 中 看 ， 它 确 是 
, 本 书 中 在 下 一 章 才 讲 到 这 个 概念 , 所 以 译文 只 说 是 连通 . 一 一 译 者 注 
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环 路 旋转 时 , 它 可 以 同时 绕 过 两 个 支点 . 这 时 和 和 Oy 都 将 增加 Qn, 所 以 (2.28) 表 
明 f(z) 将 回 到 原来 的 值 . 这 样 我 们 可 以 在 S 上 定义 两 个 单 值 文 . 最 后 , 我 们 可 以 扩 
展 5S 使 其 边界 一 直到 C. 




























€ 
6,=Arg(z-i) 


6,=Arg(z+i) 





图 2-35 


2.7 wm 
2.7.1 “指数 函数 的 逆 


ST BPR BL log(z) 可 以 定义 为 指数 函数 ez 的 逆 . 更 准确 地 说 , 我 们 定义 log(z) 
为 使 得 cee) = z 的 任意 复数 . 由 此 可 知 [练习 ] 




















log(z) = ln |z| + iarg(z). 


因为 arg(z) 可 以 取 无 穷 多 值 . 相互 之 间 差 Oe 的 整数 倍 , 我 们 看 到 log(z) 是 取 
无 穷 多 值 的 多 值 函 数 , 各 个 值 之 间 相 差 2ri 的 整数 倍 . 例如 


log(2 + 2i) = In 2V2 + i(m/4) + 2nai, 
























































这 里 n 是 任意 整数 . 

如 果 回 到 图 2-19 所 示 的 指数 映射 , 会 得 到 无 穷 多 个 值 的 理由 就 清楚 了 : 每 当 > 
XA EAT (或 下 行 ) 2ri es WEN (或 反问 ) 绕 过 完全 的 一 周 而 回 到 其 原 值 . 图 2-36 
则 以 log(2+ 2i) 为 例 重新 图 示 了 这 一 点 : 如 果 我 们 任意 地 取 w= In 2/2 + i(a/4) 作 
H log(2+2i) 的 初 值 , 则 当 > 沿 一 个 按 道 时 针 方 向 绕 原点 wv 周 的 环 路 运动 时 , log(z) 
将 沿 一 路 径 从 w 运动 到 w 十 2vri. 请 自行 验证 是 否 已 能 (粗略 地 ) 理解 图 上 画 出 的 
象 的 路 径 . 

很 清楚 , log(z) 在 z = 0 处 有 一 支点 . 然而 这 个 支点 与 xm 的 支点 很 不 相同 ， 
因为 不 论 我 们 绕 原 点 〈 例 如 按 逆 时 针 方 向 ) 转 多 少 次 , log(z) 永远 不 会 回 到 原来 的 
值 , 而 永远 向 上 运动 . 现在 可 能 懂得 了 我 们 前 面 引入 的 名 词 :“ 对 数 文 点 ”. 

20/9) 的 支点 和 log(z) 的 支点 还 有 一 点 不 同 , 当 z 趋向 原点 〈 例 如 治 一 射线 ) 
时 , 20/9 趋向 零 , 但 |log(z)| 趋向 无 穷 , 在 这 个 意义 下 原点 既是 奇 点 又 是 支点 . 当 
然 从 另 一 方面 说 代数 支点 也 可 能 是 奇 点 ; 考虑 (1/Vz) 即 知 . 
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w+2ni 














1 
èw—2ri 


图 2-36 


要 定义 log(z) 的 各 个 单 值 文 , 我 们 从 0 向 无 穷 远 做 一 个 分 支 制 口 . 这 个 割 口 最 
常用 的 选取 法 是 选 为 负 实 轴 . 这 个 有 割 口 的 平面 使 我 们 可 以 把 arg(z) 限制 为 其 主 
值 Arg(z), 其 定义 为 -xn <Arg(z) < zx. 这 给 出 了 对 数 的 主 支 或 主 值 , 记 为 Log(z)， 
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Log(z) = In |z| + iArg(z). 


例如 , Log(—V/3—i) = In 2—i(5x/6), Logli) = itr/2), Log(—1) = in. JER, WR z =x 
在 正 实 轴 上 , 就 有 Log(x) = ln(z). 

图 2-37 表明 了 映射 z 一 w = Log(z) 怎样 把 射线 变 为 水 平 直线 , 而 把 以 原点 
为 中 心 的 圆周 变 为 铅 直线 段 , 此 线段 把 高 在 二 x 处 的 水 平 直线 连接 起 来 ; 整个 z 平 
面 则 变 为 w 平面 上 由 这 两 条 直线 所 围 成 的 水 平 带 形 . 请 仔细 研究 图 2-37, 直到 感 
到 完全 熟悉 , 完全 放心 为 止 . 你 会 看 到 , 如 果 想 迫使 对 数 成 为 单 值 函数 , 将 要 付出 代 
价 : 它 在 割 口 处 丧失 了 连续 性 . 当 z 逆 时 针 地 穿越 割 口 时 , w 的 高 度 会 突然 从 x 跳 
到 -n 如 果 我 们 不 希望 w 如 此 跳跃 , 而 是 连续 地 运动 , 就 必须 转 到 对 数 的 另 一 文 
Log(z) 十 27i. 

































































































































































































































































图 2-37 


只 考虑 对 数 函 数 的 主 文 还 会 产生 另 一 个 问题 : 我 们 熟知 的 对 数 法 则 会 失败 . 例 























如 Log(ab) 并 不 一 定 等 于 Log(a)+Log(b). 请 用 a = -1,b =i 去 试 一 试 . 然而 , 如 果 
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我 们 让 对 数 的 所 有 的 值 都 登场 , 则 下 式 一 定 为 真 [练习 |]: 
log(ab) = log(a) + log(b), log(a/b) = log(a) — log(b) 


这 时 , 这 些 式 子 的 意义 是 : 左 方 的 每 个 值 都 包含 在 右 方 可 能 取 的 值 之 中 , 反 过 来 右 
方 所 取 的 每 个 值 也 都 包含 在 左 方 可 能 取 的 值 之 中 . 
2.7.2 “对 数 寡 级 数 

TT RAE She SST CE AL, 立即 就 会 出 现 两 个 问题 . 首先 , 因为 容 级 数 是 单 值 
的 , 所 以 我 们 能 够 期 望 的 最 多 也 只 能 是 把 log(z) 的 一 个 单 值 支 表示 出 来 . 我 们 不 妨 
就 考虑 其 主 支 Log(z)， 其 次 , 原点 既是 Log(z) 的 奇 点 又 是 它 的 支点 , 所 以 我 们 得 
不 到 以 原点 为 中 心 的 究 级 数 ( 即 2” 的 级 数 ) ; 因此 我 们 试 着 找 一 个 以 z = 1 为 中 
WATER ( 即 (2-1) 之 种 的 级 数 )， [当然 , 任意 其 他 的 非 零点 都 同样 可 用 .] 记 
Z= (2-1), 我 们 的 问题 于 是 成 为 把 Log(1 + 2) EA Z KR. 

我 们 以 下 简 记 L(z) = Log(1+z) [甚至 简 记 为 L, 因为 L(z) 的 支点 在 > = -1, 我 
们 所 能 得 到 的 最 大 收敛 圆 盘 就 是 单位 圆 盘 . 为 求 此 级 数 , 我 们 要 用 到 eO = (1 +z) 
这 个 事实 . 回想 一 下 , 由 (2.21) 知 , Mn 为 一 充分 大 的 正 整 数 , 则 可 用 [1 + (L/n)]” 
KE ez 到 任意 的 精确 度 . 这 样 
























































































































































































































































L\” L 
(1+) xet =(l+z)S14+—%(14+2)*. 
n n 











(1 十 z)# 在 单位 圆 盘 内 有 n 个 单 值 支 , 但 因 L0) = 0, 我 们 只 需要 (1 + 2" 在 
z=0 处 等 于 1 的 那 一 支 ( 即 主 支 ) . 对 此 主 支 应 用 二 项 级 数 ， 2 


1/1 1/1 
es 
14 14 3 n An NNA 23 




































































n n 2! 
因此 
1 1 1 1 1 1 
eee ae a .. 
(2) 24 2 3 | 4 t , 
最 后 , 因为 当 n 趋 于 无 穷 大 时 此 式 变 成 精确 的 等 式 , 所 以 有 下 面 的 对 数 震 级 数 ; 
2 2 zz 2 26 
Log(1 + z) =z 5 7 了 一 本 | 5G Pies (2.29) 





习题 31 和 习题 32 中 有 此 级 数 的 其 他 求法 . 

可 以 用 比值 判别 法 自己 验证 此 级 数 确实 在 单位 圆 盘 内 收敛 .事实 上 可 以 证 明 
[见习 题 11] 在 单位 圆周 上 , 显然 除 z = -1 处 以 外 , 此 级 数 处 处 收敛 . 这 会 给 出 一 
些 很 有 趣 的 特例 . 例如 , S z =i, 再 令 双 方 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 就 有 
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ie tity “hen a: 
Inv2=5 4 6 8 10 12 i 
本 
4 3 5 7 9 1 
请 试 着 验算 一 下 第 一 个 级 数 , 这 里 需要 注意 到 若 z= 1 WW nV2 = 4 n(1+ 2). 











关于 对 数 级 数 有 趣 的 应 用 , 可 见习 题 36~38. 
2.7.3 “一般 震级 数 

如 果 z ERA, 则 例如 z3 可 以 写 为 eemz, 我 们 已 经 习惯 了 . 现在 看 一 下 可 否 
也 对 复 指数 与 复 对 数 这 样 做 . 就 是 说 , 我 们 要 研究 一 下 是 否 有 可 能 写 出 












































zk = ek 8l), (2.30) 

















S z=r, KH OM > 之 辐 角 的 主 值 Arg(z), 于 是 有 

















e3Log(z) 2 ed(Inr+id) = e3 Inrei30 =r i30 __ z. 


e 

















但 是 log(z) 的 一 般 的 支 只 不 过 是 Log(z) + 2nni, 其 中 n 是 一 个 整数 , 所 以 ， 








e3 log(z) — e6nrie3Log(z) = e6nmiz3 = z3 


9 

















而 不 管 取 的 是 对 数 的 哪 一 支 . 由 同样 的 证 法 , 显然 (2.30) 对 所 有 的 整数 k 部 成 立 . 
下 面 再 看 23 的 3 个 支 . 回忆 一 下 , 这 个 函数 的 主 支 [让 是 Vreid, 0 仍 表 
示 辐 角 的 主 值 , 所 以 很 容易 验证 es bos = [25], 而 对 数 的 一 般 支 则 会 给 出 






































j2nn, 1 
es log(z) 一 ef 3" [z3], 














这 样 我 们 又 一 次 证 实 了 (2.30) 成 立 , 不 过 它 的 含义 应 理解 为 , 尽管 log(z) 有 无 
穷 多 支 , 它 却 恰好 只 给 出 立方 根 的 3 个 支 : [z3],ei(27/3)[z3],ei(47/3)[z3]. 用 同样 的 推 
H, 若 (p/q) 是 一 个 既 约 分 数 , 则 es 8) 恰好 给 出 z* 的 9 个 支 . 

最 后 要 注意 , 即 当 天 = (a+ib) 为 复数 时 , (2.30) 的 右 方 仍 是 有 意义 的 . 前 面 取 
得 的 成 功 使 我 们 壮 了 胆 : 就 用 (2.30) 作为 复数 究 z* 的 定义 . 如 果 在 (2.30) 中 使 用 
log(z) 的 主 支 Log(z), 我 们 就 会 得 到 2+) 的 主 支 如 下 [练习 ]: 






















































































[z+ib)] = e(at+ib)Log(z) = rte eilon r) 





如 果 z 沿 一 条 环 路 绕 原 点 n H, 则 log(z) 会 沿 一 条 路 径 从 Log(z) 变 到 Log(z) + 
2mnri，z(at+itg) 则 沿 一 路 径 从 [20t] 变 成 


z(atib) == ei2rmnae 一 2rmb [z+ib)] 
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WR b A 0, 则 因子 e727 的 出 现 使 我 们 看 得 很 清楚 : Oti) 不 管 z 绕 原 点 转 
多 少 周 , 也 永远 回 不 到 其 原来 的 值 . 所 以 这 时 z = 0 是 一 个 对 数 支点 . 甚至 当 b=0 
时 (只 要 a 是 一 个 无 理 数 ) 也 仍然 是 这 样 . 具有 当 a 是 有 理 数 时 , ze 才 会 在 有 限 周 
旋转 后 回 到 原 值 . 而 具有 当 a 是 整数 时 , ze 才 成 为 单 值 的 . 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 对 ez? 这 个 记号 的 使 用 要 做 个 重要 说 明 , “e*” 这 个 记号 总 
是 用 来 表示 单 值 的 指数 映射 的 . 但 如 果 把 (2.30) 中 的 变量 z 与 常数 上 对调 一 下 , 即 
使 用 (2.30) 来 考虑 kz, 我 们 就 不 得 不 把 f(z) = k7 定义 为 “多 值 函数 ”f(z) = e718) 
[其 实 这 里 的 “多 值 函数 ”与 前 面 讲 的 多 值 函 数 不 同 . 所 以 我 们 加 了 引号 “”, 见习 题 
29]”. 但 是 如 果 现 在 令 k= e = 2.718 28..., 我 们 突然 就 会 发 现 车 下 了 大 麻烦 : 指数 
映射 “ez” 只 不 过 是 新 定义 的 “多 值 函 数 ”(2.718 28...)* 的 一 支 .| 其 他 支 是 什么 ?] 为 
了 避免 这 样 的 混乱 , 有 些 作者 宁可 把 “ 单 值 的 ”指数 映射 ez 写成 exp(z). 然而 我 们 
还 是 想 保留 原 有 的 记号 , 一 方面 它 很 方便 , 另 一 方面 它 在 历史 上 又 根深 蒂 固 , 而 做 
如 下 的 理解 : ez* 须 理解 为 单 值 的 指数 映射 , 而 不 得 理解 为 “多 值 函 数 "(2.718 28...)*. 

























































































































































































































































































2.8 ”在 圆周 上 求 平均 值 * 


2.8.1 质心 

整个 这 一 节 都 是 选读 材料 , 因为 这 里 引出 的 主要 结果 (高 斯 平均 值 定理 ) 以 后 
还 会 再 次 导出 , 而 且 还 不 止 一 次 . 然而 , 试图 用 最 初等 的 方法 来 理解 这 个 结果 , 既是 
有 趣 的 又 是 富有 教 益 的 . 

Bik n 个 质点 所 成 的 质点 组 , 它们 分 别 位 于 C 中 之 21,22, ,zn 处 . FF zj 处 
的 质点 质量 为 mj, 这 个 质点 组 的 质心 (质量 中 心 ) 2 定义 为 




























































































jai 525 


Dai Mj 


如 果 设 想 平 面 本 身 是 没有 质量 的 , 那么 在 Z 所 处 的 点 上 立 一 根 杆 , 置 于 其 上 的 平面 
仍 能 保持 平衡 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 设 各 质点 之 质量 相同 , 这 时 质心 就 成 为 各 质点 之 平均 位 置 , 也 
就 称 为 形 心 : 


Z= 

















= 


Z=>) ži. 


j=1 


这 个 情况 见 图 2-38a， 从 这 个 定义 可 以 得 到 的 一 个 直接 推论 是 Dl- Z) = 0. 




















@ 这 里 的 译文 有 些 变动 ， 原 书 提出 的 问题 是 ，e* 应 该 定义 为 “ 单 值 ”的 指数 映射 ， 但 按 (2.30) 
又 应 看 作 “ 多 值 的 ”, 这 个 矛盾 如 何 解 决 ? 译 者 注 
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换言之 , 由 2 到 


AZ 

















起 平移 , 即 
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个 直接 的 

















一 起 旋转 . 总 之 ， 





uy 


LH ee 


新 质心 将 是 Z +b. WRN 


各 质点 的 复数 互相 抵消 . 
具有 这 一 性 质 , 即 连接 它 到 各 质点 的 复数 会 互相 抵消 ， 





图 2-38b 画 出 了 这 个 抵消 和 . 反 过 来 , £ 

















Ha 


图 2-38 








EJH 


论 是 , 如 果 把 质点 组 的 各 质点 都 平移 一 
党 原点 旋转 , 则 质心 也 是 一 样 


WW 2 必 为 质心 . 


一 个 b, 则 质心 也 随 之 一 


BZA {z} 的 质心 , 则 {azj +b} 的 质心 是 aZ + dz 


给 定 第 二 组 n 个 质点 {Fj} (质心 为 2) , 
新 质点 组 {zj 十 如}, 容易 看 到 ， 
{2; = zj 十 iy;} 的 质心 Z 








wy iY ZA X +iY. 


推 





下 一 个 结果 在 本 节 之 未 起 的 作 
论 . 质点 组 { 
最 小 的 凸 多 边 形 . 


根 橡皮 


全 六 





A 





落 在 工 的 一 侧 . 
全 部 抵消 ， 


互相 


这 





SHIA. BLA 
显然 的 : 经 过 H 外 的 任意 点 p 必 可 
由 于 表示 质点 的 那 
因为 若 用 复数 N 表示 工 的 指 











质心 Z 必 位 于 西 包 的 HAR, 


为 , E p 是 凸 包 H 外 的 一 点 , 则 我 们 会 看 到 
nad 





是 因 





比较 直观 

















是 实 到 

















也 看 ， 
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正 的 分 量 , 医 











(除非 这 些 质点 


如 








图 2-39b 所 示 ， 





























而 不 可 能 互相 全 部 抵消 . 
共 线 , 这 时 H 缩 成 一 


E, 我 们 先 要 看 到 ， 
改 一 直线 L, 使 得 
些 复 数 全 沙 在 L bills 



































上 的 点 {zj} 之 质心 X FUMES 





的 一 -一 





(2.31) 


可 以 把 这 两 个 质点 组 成 对 相 加 , 得 
新 质点 组 之 质心 是 2 + Z. 特别 地 , 质点 组 














上 的 点 {iy;} 的 质 











pÊ 


不 大 , 但 以 后 我 们 会 看 到 , 它 还 有 
zy 的 凸 包 H 之 定义 是 : 平面 上 使 所 有 质点 或 在 
先 在 平面 上 每 个 z 处 都 钉 上 一 个 小 柱 了 
图 把 所 有 的 小 柱子 都 套 住 . 当 我 们 放手 ， 橡皮 圈 就 会 自动 地 收缩 成 所 求 的 H 
(图 2-39a) . 这 一 个 结果 就 
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他 有 趣 的 
内 的 











E H 上 或 在 
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(2.32) 


各 质点 的 复数 不 会 











下 面 这 
H 及 其 用 阴影 画 出 的 内 域 全 





wt 





向 HAY 
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同样 的 


线段 ) . 





(2.32) 的 


个 直接 扒 





He 




















若 所 有 质点 全 在 某 一 圆 内 , 则 其 质心 也 在 圆 内 . 


能 得 知 这 些 复数 不 可 
RATT [a], 则 这 些 复数 在 N 
可 知 , 2 也 不 能 落 在 A 











牛 事 从 视觉 上 看 是 





A 
He 











(2.33) 
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我 们 在 本 节 中 想 要 导出 的 主要 结果 基于 以 下 事实 . 定义 一 个 正 n 边 形 的 “中 
心 ”为 其 外 接 圆 的 圆心 , 则 











图 2-39 


E n 边 形 的 中 心 就 是 其 顶点 的 质心 . (2.34) 

















(2.31), 我 们 可 以 取 n 边 形 的 中 心 为 原点 , 这 时 上 面 的 结论 就 是 : 顶点 之 和 必 消 
KR. 如 图 2-40a Pras, 当 为 侦 数 时 , 结果 是 显然 的 , 因为 这 时 其 顶点 成 对 地 互相 
反 


号 . 



































图 2-40 
E n 为 奇数 , WA 2-40b 所 示 ( 其 中 显示 了 n= 5 的 情况 ) , 解释 就 不 那么 明 

















ET. 然而 , 如 果 我 们 系统 地 画 出 D z, 而 且 让 zj 依 逆 时 针 方向 排列 , 就 会 得 到 图 
2-40c, 答案 就 一 目 了 然 了 : 正 五 边 形 的 顶点 之 和 构成 另 一 个 正 五 边 形 . 此 图 说 明了 
为 什么 会 发 生 这 样 的 事 . 因为 图 2-40b 中 相继 顶点 之 夹 角 是 (20/5), 而 图 2-40c 中 
之 和 的 相继 各 项 夹 角 也 是 (2r/5). 很 明显 , 这 个 推理 可 以 推广 到 一 般 的 n (不论 为 
ARA), 由 此 可 得 (2.34). 习题 40 是 另 一 种 做 法 . 


2.8.2 ”在 正 多 边 形 上 求 平 均值 


若 复 映射 z w= f(z) 将 nn 个 点 的 集合 {zj;} BARE {w = f(z)}, WRA 
的 质心 W 可 以 描述 为 f(z) 在 n 个 点 之 集合 {z;} 上 的 平均 值 . 我 们 把 这 个 平均 值 


写作 (f(z)),, 即 | 
=a 2 1(%) : 


注意 , 4 f(z) =c 是 一 常数 , 则 它 在 点 的 任意 集合 上 的 平均 值 都 是 c. 
以 下 , 我 们 将 限于 {zj} 为 一 个 正 n 边 形 项 点 的 情况 ， 相 应 于 此 , (f(z), 
将 理解 为 f(z) 在 这 样 的 正 n 边 形 项 点 上 的 平均 值 . 注意 , 如 果 我 们 写 出 f(z 7 
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u(z) +iv(z), 则 
(F(2)}n = (UlZ))n + i(v(2));, - (2.35) 
一 开始 我 们 只 考虑 以 原点 为 中 心 的 多 边 形 . 
然后 , 区 别 m 为 正 整数 与 m = 0 两 个 情况 “来 考虑 f(z) = 2" 在 一 个 正 n 边 
形 上 的 平均 值 . 先 看 正六 边 形 . 图 2-41 的 中 部 是 一 个 有 阴影 的 正六 边 形 , 四 周 则 是 
其 顶点 在 映射 > 22,--- ,z6 下 的 象 . 仔细 研究 这 个 图 形 , 看 一 看 你 是 否 能 懂得 发 生 
了 什么 情况 . 如 果 我 们 取 更 大 的 mm 值 , 则 同样 的 模式 将 轮换 地 再 现 : 27 就 像 z1, 28 


就 像 2°, 等 等 . 












































对 于 我 们 , 这 个 图 形 的 本 质 特性 是 : GER m 为 正 整 数 的 情况 ) 除非 m 是 6 的 
倍数 , 否则 正六 边 形 在 2 下 的 象 总 是 男 一 个 正 多 边 形 . [注意 , 我 们 认为 两 个 相等 
而 反 号 的 点 成 一 正二 边 形 , 但 不 认为 单个 的 点 也 算 正 多 边 形 .| 更 准确 些 而 且 一 般 
地 说 ， 























除非 m > 0 为 n 的 倍数 ,一 个 以 原点 为 中 心 的 正 n ABE xm 
下 的 象 是 一 个 以 原点 为 中 心 的 正 N 边 形 , AF N= (nR man (2.36) 
的 最 大 公约 数 ). Fm 是 n 的 倍数 , 则 象 是 一 个 单个 点 . 








请 验证 这 个 结果 与 图 2-41 一 致 . 试 一 试 能 否 自己 证 明 这 个 结果 , 如 果 做 不 下 
去 , 请 参看 习题 41. 再 看 m = 0 的 情况 . 这 时 象 一 定 是 单个 点 1. 
把 这 个 结果 与 (2.34) 综合 起 来 ,就 会 得 到 以 下 的 关键 事实 : Bn > m, mE 


4+ 


m > 0, 则 (2), =0, RÆ m=0 时 则 有 (2), =1. 这 一 点 很 容易 推广 , A 















































Pn(z) = co + c12 + c22? + c32? +e +H Cm2” 


是 一 个 一 般 的 m 次 多 项 式 , 则 它 在 一 个 正 n 边 形 的 顶点 上 的 平均 值 是 




















(Pin(2)) np = (Con + C1 (2}n 十 ca (2°), 十 C3 (23), ++ +m (2), - 




















© 原 书 没有 分 别 m > 0 与 m = 0, 所 以 有 时 结论 不 对 , 在 这 个 小 节 中 , 凡 将 m = 0 分 开 讨 论 的 地 方 
都 是 译 者 的 改动 . 一 一 译 者 注 
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如 果 顶 点 个 数 n 大 于 多 项 式 的 次 数 m, 我 们 由 此 即 得 
(Pm(2))n = (Co)n = Co = Pm(0). 
换言之 , 象 点 的 质心 就 是 质心 的 象 . 用 平均 值 的 语言 来 说 , 这 个 结果 就 是 : 


若 n>m>0, 则 一 个 m 次 多 项 式 在 以 原点 为 中 心 的 正 n AB 
顶点 上 的 平均 值 就 等 于 它 在 此 正 n 边 形 的 中 心 处 的 值 P,,(0). 


























(2.37) 


m= 0 时 , Po(z) 是 一 个 常 值 映射 > 一 Po(0), 所 以 (2.37) 仍 成 立 , 但 其 解释 不 同 . 

最 后 , 我 们 把 此 结果 从 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 推 广 到 以 任意 点 而 非 原 点 为 
中 心 的 正 ” 边 形 上 . 当然 , 当 我 们 把 2” Cm > 0) 作用 于 这 种 正 多 边 形 的 顶点 上 时 ， 
其 象 并 不 成 为 一 个 正 多 边 形 . 图 2-42 上 画 出 了 24 把 中 心 在 上 处 的 正六 边 形 五 的 
顶点 所 映 成 的 象 , 还 有 这 些 顶点 处 于 其 上 的 圆周 的 象 . 然而 , 这 个 图 也 再 一 次 地 表 
示 出 一 个 令 人 吃惊 的 美丽 的 事实 : 象 点 的 质心 仍 是 A 的 质心 之 象 . 图 2-43a Em H 
了 连结 kt 到 各 象 点 的 复数 之 和 确实 为 0, 从 而 从 经 验 上 证 实 了 这 件 事 . m= 0 时 ， 
2” 把 任意 多 边 形 的 顶点 都 映 为 1. 这 时 , 连接 1 到 多 边 形 顶 点 的 象 ( 即 1) 的 复数 ， 
然 为 0, 而 其 和 也 是 0. 
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图 2-43 
































稍微 扩展 一 下 前 面 所 用 的 符号 , 我 们 可 以 把 zm” Gm > 0) 在 五 的 顶点 上 的 平 
均值 记 为 (z”), 则 我 们 想 证 明 的 正 是 (24), = kt. 想 要 证 明 zm 作用 于 以 大 为 中 
AE n WÉ H 的 顶点 这 个 一 般 情 况 , 一 点 也 不 更 难 . 首先 要 注意 , H 可 以 由 把 
中 心 在 原点 的 正 n 边 形 五 平移 而 得 . 例子 可 见于 图 2-43b. 因为 A 的 顶点 z 
被 平移 到 H 的 顶点 zk 上, 所 以 


(2) = (2 +k) ) 
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但 是 (z 二 有 ”= ?0 Ak” 7 正 是 一 个 把 0 PREY k” 的 mm 次 多 项 式 . 用 (2.37) 
即 知 , Aon >m, W (2™), = k™, 即 所 欲 证 . 
m=0 时 , (2) y = (1)p =1= k 当然 仍 是 对 的 , 但 解释 不 同 . 
推广 导致 (2.37) 的 推理 , 即 知 (2.37) 是 以 下 结果 的 特例 : 


车 n>m, 则 一 个 m 次 多 项 式 Pn(z) 在 一 个 以 上 为 中 心 的 正 
n 边 形 顶 点 上 的 平均 值 , MRE Ast n 边 形 中 心 处 的 值 . 
































(2.38) 


2.8.3 ”在 圆周 上 求 平均 值 


最 晚 不 晚 于 阿 基 米 德 的 时 代 , 数学 家 就 已 经 发 现 , 把 圆 看 作 一 个 正 n 边 形 当 n 
趋向 无 穷 大 时 的 极限 , 将 是 富有 成 果 的 . 现在 我 们 就 用 这 个 思想 来 研究 复 函 数 在 一 
个 圆周 上 的 平均 值 . 

在 圆周 C 中 做 一 内 接 正 n 边 形 , 并 令 n 趋 于 无 穷 大 求 极限 , (2.38) 表明 


一 个 任意 次 多 项 式 在 圆周 C 上 的 平均 值 都 等 于 它 在 C 的 中 心 
处 的 值 . 
由 (2.35), 任意 的 复 函 数 f(z) = ulz) 十 iv(z) 在 圆周 C 上 的 平均 值 (f(z))o 部 
可 以 写成 (f(z))o = (u(z))c 十 i(v(z))o . 使 用 一 个 在 通常 微 积分 中 就 已 熟知 的 概 
念 , 这 两 个 实 函 数 u 和 w 的 平均 值 都 可 以 用 积分 来 表示 . FEC 以 有 为 中 心 、R 为 
半径 , 则 当 角 0 从 0 变 到 Qn 时 , z= kte 描 出 了 圆周 C. 这 样 ， 
























































(2.39) 
















































































(u(2))o = = ie u(k + Re®)d0, (v(2))o = = | vlk + Reioag 


可 以 更 紧凑 地 把 它们 写作 





(Do = ga |, f+ Ran, 

















其 中 的 复 积分 应 理解 为 以 上 的 实 积分 来 计算 . 
次 用 Prle) 来 记 一 个 一 般 的 m 次 多 项 式 , 则 (2.39) 可 以 写成 一 个 积分 公 


















































式 1 2m 
=| Pn(k + Re!®)d@ = (Pin(z))¢ = Pn(k). (2.40) 
0 
例如 , FF C 以 原点 为 中 心 , Prle) = 2", WE m> 0 时 , 有 
m 1 的 m 、\i7020 Rm” ay DP 
(z"o = a R” e" db = * |, [cos m0 + isin m6]dd = 0. 


这 与 (2.40) —& 4 m = 0 时 , 则 有 
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这 一 点 恰好 说 明 有 必要 区 分 m 为 正 整数 与 m = 0 两 种 情况 . 
(2.40) 对 任意 高 次 多 项 式 都 成 立 这 个 事实 立即 表明 : OY PRR, 它 也 可 能 成 
M. 我 们 将 证 明确 实 如 此 ， 
和 上 面 通常 的 做 法 一 样 , 我 们 只 对 以 原点 为 中 心 的 坚 级 数 给 出 证 明 ,， 对 任意 
中 心情 况 的 推广 是 直截了当 的 ， 令 Plz) = DE eat 为 一 震级 数 , 则 Prle) = 
Drogt 为 其 逼近 多 项 式 . 如 果 圆 周 C 位 于 P(z) 的 收敛 圆 盘 内 , 则 (2.12) AR 
了 以 下 结果 : 不 论 取 实数 s BA, 都 可 以 找到 一 个 充分 大 的 m, 使 得 在 圆周 C 上 
及 在 其 内 域 中 , P,(z) 均 以 精确 度 = 逼近 P(z). 如 果 我 们 用 E(z) 记 由 近似 值 Pn (z) 
到 精确 解 P(z) 的 复数 , 则 对 C 上 和 C 内 的 一 切 z 点 均 有 
P(z) = Pn(z) +E(z), TM |E(z)| <e. 


特别 地 , 在 C 的 中 心 处 上 式 成 立 . 

至 此 我 们 就 可 以 用 平均 值 的 积分 表示 来 研究 (P(z))。 了 , 但 是 先 考 虑 P(z) 在 

内 接 于 C WE n 边 形 上 的 平均 值 更 有 启发 . 一 旦 做 到 了 这 一 点 , 再 令 n 趋向 无 穷 
大 即 可 得 出 (P(z))c . 

先 注 意 , E(z) 把 n 边 形 的 顶点 都 映 到 一 个 以 原点 为 中 心 、e 为 半径 的 圆 盘 内 ， 

(2.33), 或 者 直接 由 1.2.3 节 中 的 广义 三 角形 不 等 式 , 这 些 象 点 的 质心 (E(z)), 也 

位 于 此 圆 盘 内 . & n KF m, 例如 说 n= (m+ 1), (2.38) 给 出 


(P(2))m4i = Pml) mai TE) mt 
= Pnlk) + (E(2)) ma 
= P(k) + KEH)my — E(B] - 


方 括号 中 的 项 就 是 连接 E(k) 到 (E(z)) 4, 的 复数 , 而 因为 这 两 点 都 位 于 以 e 为 半 
径 的 圆 盘 内 , 连接 它们 的 复数 必定 比 2s 更 短 . 最 后 , 因为 方 括号 中 的 项 也 可 解释 为 
连接 P(k) 到 (P(z));,y1 的 复数 , 所 以 有 以 下 结果 : 


A m 取得 充分 大 , 使 在 以 有 为 中 心 的 圆周 C 上 及 其 内 域 中 
Pn(z) 逼近 P(z) 的 精确 度 为 e BEC 内 做 一 内 接 正 (m 十 1) 边 形 ， (2.41) 
N) P(z) 在 其 顶点 上 的 平均 值 (P(z)),, ,1 以 精确 度 2e 逼近 P(k). 


我 们 就 这 样 把 关于 荧 近 式 Prle) 的 精确 结果 转变 成 了 关于 精确 的 映射 P(z) 的 近 
似 结果 . 

举 一 个 例子 , 令 C 为 单位 圆周 而 P(z) = ez. 如 果 我 们 想 在 单位 圆 盘 上 处 处 都 
达到 精确 度 e = 0.004, W m = 5 REER, 即 具 有 如 此 精确 度 的 次 数 最 低 的 多 项 
式 应 是 







































































































































































































































































OR 






























































































































































图 2-44 上 画 出 了 C 在 映射 > 一 ez 下 的 象 , 还 特别 画 出 了 一 个 内 接 于 C 的 正六 边 

形 顶 点 的 象 . 根据 这 一 结果 , 这 些 象 点 的 质心 与 e = 1 的 差别 不 大 于 0.008 一 一 
按 此 图 的 大 小 而 言 , 这 样 大 的 差别 是 看 不 出 来 的 . 图 2-45 上 画 出 了 连接 1 至 六 边 
形 顶 点 的 复数 之 和 , 更 是 令 人 信服 地 给 出 了 这 样 的 预测 . 在 画图 的 精确 度 以 内 , 这 
个 和 确实 为 0. 






















































































图 2- 2-45 
当 e ETEM m 趋 于 无 穷 大 时 取 极 限 , 由 (2.41) 就 得 到 以 下 形式 的 高 斯 平均 
值 定 理 . 


FB BHR f(z ) WARK ARB, 且 一 个 以 k 为 中 心 、 VAR Ax 
径 的 圆周 C ARF RAK AIRS EA, 则 
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(flo = = | f(k + Re'®)d0 = f(k). 


0 
这 个 公式 除了 它 的 理论 上 的 重要 性 之 外 , 有 时 也 可 用 来 计算 很 难 算 的 实 积分 . 
举 一 个 例子 , 图 2-44 的 准确 形式 可 以 给 出 (7o = ee = 1, 而 由 此 可 得 [练习 ] 






























































2 
| e°° ? cos[sin bdb = 2x. 
0 




















习题 43 是 这 个 思想 的 另 一 个 例子 . 





2.9 J 题 


1. 画 出 圆周 |z 一 1| = 1. 用 几何 方法 求 出 此 圆周 在 映射 z 一 > 2? 下 的 象 的 极 坐 标 方 程 . 画 
出 象 曲线 , 它 称 为 心脏 线 . 
2. 考虑 复 映 射 z 一 > w = (z 一 a)/(z 一 0). 用 几何 方法 证 明 , 若 将 此 映射 施 于 连接 a,b 两 点 
的 线段 之 垂直 平分 线 , 则 象 是 单位 圆周 . 较 详 细 地 描述 当 > 以 匀速 沿 此 直线 运动 时 w 的 

运动 . 
3. 考虑 一 族 映射 
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ze Ma(z) = S (a 为 常数 ) . 


[以 后 会 看 到 这 些 映射 对 非 欧 几何 是 基本 的 用 代数 方法 做 以 下 各 题 . 我 们 将 在 下 一 章 给 
出 几何 解释 























KE o ae 


96 2H 


作为 变换 看 的 复 函 


žk 





证 明 Mal 
证 明 Ma(z) 
证 明 若 a 位 





Ma(z) 














映 单位 
于 单位 


Al Jal 





HH 












































J |ql? 











图 2-7 可 见 , 若 








= qq 来 验证 





=z. 换言之 ， 
Bl A 
WALA, 则 Ma (2) 将 单位 贺 





Ma 是 自 逆 的 . 
身 . 








盘 映 为 其 自身 . 




















jaz = 1|? 





q? < p’, 则 


|z 


r? = 3px + 2q 之 解 全 





a) = |21). 


a? = (1 




















的 图 像 , 由 出 





导出 下 
DY 


解 为 实 , 而 另 

















5. 证 明 映 射 > — z 











? 使 得 


由 原点 发 出 

















两 支 必 以 直角 自 交 
6， 下 题 是 关于 图 2-9 中 的 卡 








LI 























的 两 条 射线 之 交 


西 尼 曲线 的 . 


个 解构 成 一 个 复 共 轿 对 . 


93 加倍 . 










































































































































































为 实 的 . 在 q? > p? 情况 下 做 出 相应 





此 导出 双 纽 线 [图 2-9] 之 
































































































































































































































































































































(i) 再 画 一 个 卡 西 尼 曲线 的 图 形 , 画 出 与 每 条 卡 西 尼 曲 线 均 交 成 直角 的 曲线 , 这 些 曲 线 
称 为 原 曲线 族 的 正 交 轨道 . 
(ii) 给 出 一 个 论证 表明 每 一 正 交 轨道 必 通 过 士 1 处 的 焦点 之 一 . 
(ii) 车 把 卡 西 尼 曲 线 都 看 作 (2? — 1) 的 模 曲面 (图 2-10) 之 地 理 等 高 线 , 怎样 以 此 曲面 
来 解释 正 交 轨道 ? 
(iv) 我 们 将 在 第 4 章 证 明 , 若 两 曲线 在 p A 0 处 相交 成 角 办 则 它们 在 映射 z — w = 2? 
下 的 象 也 在 w= p 处 以 同样 的 角 由 相交 . 由 此 导出 , 当 2 沿 一 正 交 轨道 由 一 个 焦 
点 向 外 运动 时 , w = 2? 将 由 w = 1 出 发 沿 一 射线 离开 . 
(v) 用 计算 机 画 以 下 的 图 形 在 映射 wre Vw 下 的 象 : 此 图 形 是 (A) 以 w= 1 为 中 心 的 
H, 以 及 (B) 这 些 圆 的 半径 , 并 由 此 验证 前 一 部 分 的 结果 . 
vi) iwa=utiv,z=atiy, KH u,v 作为 x,y 的 函数 , “SH w FHER w =1 W 
直线 方程 并 证 明 卡 西 尼 曲 线 的 正 交 轨道 为 双 曲 线段 . 
7. 画 出 C(z) = (z 十 1)(z 一 1)(z 十 1 十 i) 的 模 曲 面 的 草图 . 由 此 画 出 卡 西 尼 曲线 |C(z)| = 
数 的 草图 , 然后 用 计算 机 验证 你 的 答案 . 为 了 回答 以 下 各 题 , 请 记 住 , 若 R(z) 是 平 min 
一 个 实 的 位 置 函 数 , 对 紧邻 p 处 的 所 有 z 点 UE pz) WA R(p) < R(z), W R(p) 为 























部 极 小 . 局 部 极 大 定义 类 似 . 








i 参照 前 一 





习题 , 刚才 画 出 的 卡 
IC(z)| 有 无 局 部 极 大 ? 
CO 有 无 非 零 的 局 部 极 小 ? 



































iJe RAI ESHU R 





























盘 (甚至 
























































(v) 右上 任意 多 Tl 











Fy BUN PBC A] ? 





是 比较 任意 的 











BAR) , 

















(i) 标准 的 双 纽 线 的 焦点 在 哪 是 




















hE 
~ 

















IC(z)| 在 D 上 的 最 大 值 可 否 发 生 在 D 
只 能 发 生 在 D 的 边界 点 上 ? |C(z)| 在 D 上 的 最 小 值 又 如 何 ? 
ARE C(z), 对 这 些 问 题 是 否 有 同样 的 答案 ? 对 于 仅仅 知道 可 以 表示 


Æ r? = 2cos20. 事实 上 ， 





.2.2.3 节 的 (2.2) 告诉 我 们 , 焦点 在 土 1 处 的 双 纽 线 的 极 坐标 方程 
雅 各 布 “ 伯 努 利 和 他 的 继承 者 研究 的 是 方程 为 r? = cos 20 的 稍 有 不 同 的 双 纽 线 . 我 们 称 
它 为 标准 的 双 纽 线 . 





10. 


11. 


12. 











Gi) 由 标准 的 双 纽 线 上 一 点 到 它 的 两 个 焦点 的 距离 之 乘积 是 多 少 ? 
(ii) 证 明 标 准 的 双 纽 线 的 笛 卡 儿 方 程 是 



































7 









































(a? +4 y?y? = r = y’. 





. 下面 是 用 实 方法 把 H(£) = 1/0 +07) 展开 为 中 心 在 x = k 点 的 震级 数 的 一 次 尝试 [最 终 








没有 成 功 ], 这 就 是 试图 把 A(x) 写成 形 如 A(x) = Dg eX? 的 级 数 , 而 X = (x — k). 





按 泰 勒 定理 cj = HO (k)/j!, HO (k) 是 五 的 7 阶 导数 在 有点 之 值 . 
2k/(1+k?)?, R co. 请 注意 求 相继 各 阶 导 数 怎样 变 得 





(i) 证 明 co = 1/(1 填 ?2),ci = 























越 来 越 困难 . 























(ii) 回忆 《或 证 明 ) 两 个 函数 4(z) 和 B(x) 乘积 AB 的 n MFA HRABAR 


























(AB) = SAS BOD, 


j=0 


将 此 结果 应 用 于 乘积 (1 + 2?) A (a), 导出 





(1+k*)H™ (k) 4 
因为 这 个 递 推 关系 式 的 系数 



































(iii) 由 上 一 部 分 导出 cy 











H InkH"—) (k) + n(n —1)H~?)(k) = 0. 


PE n, 所 以 不 能 用 第 1 章 习题 30 的 方法 去 求解 . 
之 间 有 递 推 关系 式 












































(1 十 hk? en 十 2kcn_1 Tr Cn-2 = 0 


成 立 , 此 式 确 有 常 系数 . 











(iv) 解 出 此 递 推 关系 式 并 














考虑 2.3.6 节 的 (2.18) 





























了 次 得 到 2.3.6 节 的 结果 (2.17). 





(i) 证 明 当 此 级 数 的 中 心 k 为 原点 时 , 又 可 得 出 正确 的 级 数 (其 中 没有 z WATCHED . 











(ii) 求 天 之 值 使 此 级 数 
验 你 的 结果 . 
证 明 以 下 每 个 级 数 均 以 向 











位 











中 没有 这 相 
















































































EASE X”, 其 中 n = 2, 5, 8, 11, 14,---. 用 计算 机 检 
出 周 为 收敛 圆周 , 然后 研究 它们 在 单位 圆周 上 是 否 收敛 . 




















2.4.1 节 的 图 2-18 的 方法 “ 画 出 级 数 ” 就 可 以 猜 出 正确 的 答案 ; 
Qe. “i=. 


[利用 (2.29), 注意 第 二 个 级 数 是 -Log(1 一 z).] 
考虑 在 单位 圆 盘 内 收敛 于 1/(1 一 2) 的 几何 级 数 P(z) = OR 7. RINE SE 






































Pm(z) = Wyo zi, 











(ii) Daa 竹 . 

















(i) 证 明 误差 Em(2) = |P(z)— Pm(z)| 由 下 式 给 出 ; 





(ii) 若 z 是 收敛 圆 盘 内 一 个 定点 ， 
(iii) 若 固定 m, 当 > 趋 近 边 界 点 z = 1 时 误差 如 何 ? 


























当 m 趋向 无 穷 大 时 误差 如 何 ? 
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BE 


Hl 


=> 


作为 变换 看 的 复 函 


žk 





13. 


14. 


15. 


16. 


(iv) 假设 我 们 想 在 


我 


数 ) 的 表示 法 是 唯 


下 


证 明 











圆 盘 | 








在 该 圆 盘 内 
门 已 经 看 到 , 7 








= 
val 














Pn(z) 


























侈 取 








2Po 


P+ 


Boas [1987, 第 33 页 ] (3 





Po(z) = —1,Pn(z) = 


+ P3 + 2P4 


z| < 0.94 








gral 


逼近 此 级 数 ,又 设 可 容许 
按 此 精确 度 逼 近 P(z) 的 多 项 式 Pu(z) 的 最 低 次 数 . 
= 2", 则 复 函数 f(z) 的 
的 . 然而 , 若 已 (2) 是 任意 的 
并 做 了 修改 ) , 定义 





n 


之 











的 最 大 误差 是 s = 0.01. K 


以 下 无 穷 级 数 DO 9 en Pn(z) (BER 
已 给 的 多 项 式 的 集合 ， 





真 . 


则 这 个 结果 不 








(n—1)! 


n! 


“SP 


n = 1,2,3, ), 





2P2 








而 ( 复 ) 误差 61,2(z) 之 长 
度 以 [Pi(z) + Qn(z)] 和 P(z) 
给 出 一 对 以 原点 为 中 心 的 寡 级 数 P(z) 和 Q(z) 之 例 
P(z) 和 Q(z) 的 两 
为 已 知 它们 可 以 
我 们 的 目的 是 对 
键 的 步骤 是 把 n 改写 为 n 
(2.14) 现在 形 为 (1 一 z)-™ 


[注意 这 里 
这 些 cr.] HTH 








ie BN A ae 
P,(z 
Rı 和 
我 们 在 此 











WBS P(2) 
= Xj- Pizy 和 Qm(z) = 
Ro, 则 这 两 个 级 数 均 在 











=e 


Dop 和 Q(z) = 
pe qz, WR P 


[z| <r PB 

















bau 








盘 中 可 以 容忍 的 最 大 误差 , 则 可 
P(z) + &1(2), 


Pr(z) = 
By 











个 收敛 








= 
由 
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说 的 系数 . 


级 数 来 表示 | 





所 有 负 整 数 n 的 二 











Qn(z) 分 别 


fh. | 提示 : 不 妨 


Qn 


以 找 至 





收敛 ， 


(z) = 








ti 











Ex 











EA 


E 明 , 只 要 取 充 分 大 的 n, 就 能 
P(z) + Q(z) 
,使 得 积 














j 有 理 函 























页 式 定 理 























mM, 


Dra 


0 Cr 


r 

















a 


线 方向 而 























写成 


[LE 十 z 十 22 














H 


括号 取 23 











解 此 事 








+22 4..-]e 


, 考虑 m = 3 的 特例 ， 

















mt+r-1 


(2.14) 给 出 一 个 组 合 的 解释 . 
把 z 换 成 —z. 请 验证 
2”, 而 cr 则 是 


“| 


USE A Boe Mt 


数 来 考虑 , 例如 取 [2?/(5 一 2)°], 


+ 3P +4Pa +- 


> gz, CDIA EE 


z) 和 Q(z) 的 收敛 半径 分 别 是 


中 7 < min{Ri, Ro}. 如 果 e 是 























I 充分 大 的 n, 使 得 


Q(z) + E2(z), 

以 任意 
和 P(z)Q(z). 
P(z)Q(z) 的 收敛 圆 


高 的 精确 





AAT 
大 

















简单 而 又 关 
一 下 , 我 们 想 要 得 到 的 结果 








以 下 的 二 项 系数 


) | 


EA 


(2.42) 





方向 去 读 杨 辉 三 角形 , 即 可 得 到 




















[Veet ey tH 
P o KRIE. 假设 我 们 想 求 2° 的 系数 co. 从 上 式 中 取出 2° 的 方法 之 
, 从 第 二 个 括号 中 取 24, 


从 第 三 个 括号 了 





(i) 把 这 一 种 取出 z? 的 方式 记 为 zzze zzzz e 











FAR eA 








此 导 ! 


:从 哪 一 个 括号 中 
Zeitz.] 解释 为 什么 ce 1 
明白 如 果 。 在 一 串 符号 之 首 、 之 末 以 及 一 

















出 C9 一 


(3), 这 与 





























取出 > 
E 是 这 一 


2. 


J (1 


区 27, 


2) ”的 几何 级 数 , 可 


.]。 


其 





22, 








42) — Bi. 


这 个 论证 法 从 而 得 出 (2.42). 


的 哪 一 次 宕 ， 
串 11 个 符号 的 可 以 
个 。 与 另 


一 


[这 个 漂亮 


把 (1 一 2z) 3 





fl+zteetz?+--. 


一 是 由 A 














aot 

















HA 





tA 9 个 z 和 两 个 。 它们 是 
的 想法 得 自我 的 朋友 Paul 
区 分 的 排列 数 . 注 


意 一 定 要 天 
一 个 。 相 邻 是 


十 么 意义 . 


























17. 以 下 是 上 题 的 归纳 处 理 方法 . 
(i) 写 出 杨辉 三 角形 的 前 几 行 ,并 且 圈 出 (5), (2), (3) 和 (3?)， 验 证 其 和 为 ($). 解释 

此 
(ii) 推广 你 的 论证 , 并 证 明 


n) /nn—1 4 n-2 + n- 3 4 41 
r) r r—1 r—2 Ve ` 
Gii) BH (1 一 z= 0 (1)z" 已 对 某 个 下 整数 M 成 立 . 用 (2) 的 几何 


级 数 乘 上 式 来 求 出 (1 一 2) OD 由 此 导出 二 项 级 数 对 所 有 负 整 数 守 都 成 立 . 
18. 下 面 的 论证 的 基本 思想 来 自 欧 拉 . 令 n 为 任意 实数 〈 可 以 是 无 理 数 ) , 定义 


B(z,n)= X. (> 其 中 (") = pee 1 


r=0 












































att 
































































































































而 (0) = 1. 由 初等 代数 知道 , 若 n DERM, 则 B(z,n) = (1-4 2)". Ob DONATED 
二 项 式 定理 (2.14), 必须 要 证 明 , 若 p,q 为 整数 , 则 B (z, 2) 是 (1t+z)¢ WER. 
(i) 对 固定 的 n, 用 比值 判别 法 证 明 B(z,n) 在 单位 圆 盘 |z| < 1 AKS. 
(ii) 将 两 个 容 级 数 相 乘 , 导出 








































































































(iii) 大 m,n 均 为 正 整 数 , 证 明 


B(z,n)B(z,m) = B(z,n+m) (2.43) 
































此 得 知 C, (n, m) = ("4"). 但 Cin, m) 和 ("+") 对 于 n 和 m 恰 为 多 项 式 , 因 
此 , 它们 三 者 对 无 穷 多 个 [ 正 整 数值 ] m 和 n 相等 , 意味 着 它们 必 对 m,n 的 所 有 实 
值 相等 , 所 以 关键 性 的 (2.43) 对 所 有 实 值 m 与 n 均 成 立 . 

(iv) 在 (2.43) FS n = —m, 并 对 n 是 负 整 数值 的 情况 导出 二 项 式 定理 . 

(v) 用 (2.43) 证 明 , 若 q 为 整数 , 则 |B (z3) = (1+2), 由 此 导出 B (2,1) 是 

0+2) 的 主 支 . 

(vi) 最 后 证 明 , 2% p,q 均 为 整数 , 则 B (2,2) 确 为 (1 十 3)4 的 主 支 
19. 证 明 比 值 判别 法 不 能 用 于 求 2.3.6 节 中 的 震级 数 (2.18) 的 收敛 半径 . 用 根 式 判别 法 验证 

这 时 R= VI 二 12. 
20. WEH: F m,n 为 整数 ， 则 fee cos mô cos nbd = 0, 除非 m = n, 那 时 此 积分 值 为 n. 

类 似 地 得 出 关于 2 sin md sin nodo 的 熟知 的 结果 . 利用 这 些 事实 , 至 少 可 以 形式 地 验证 

(2.19). 
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21. 在 ez WERA z= rel? 然后 令 双 方 实 部 和 虚 部 分 别 本 























(i) WEH [cos(sin 9)]e*”9 的 傅 里 叶 级 数 是 paar goad 并 写 出 [sin(sin 9)Je*”9 的 傅 里 






























































HSE, 然后 做 以 下 各 题 . 





























叶 级 数 . 
(i) 由 此 导出 , 当 m 为 正 整数 时 , [27 ecs? [cos(sin 0)] cosmbdb = (n/m). 
ii) $ z = (r/V2) 并 求 出 f(x) = er sing 的 震级 数 . 
iv) 把 er 和 sinz MeAIB ER f(x) We BT JL. 
(v) 用 第 1 章 的 (1.14) 计算 n 阶 导 数 4 (0). 把 这 些 导数 用 于 泰勒 定理 以 验证 (iii) 中 











的 答案 . 
22. 重新 考虑 公式 




















e = lim P,(z), 其 


你 一 Co 





























在 Pa(z) 下 的 象 的 草图 . 








(iii) 令 5 为 :平面 上 以 原点 为 中 心 〈 且 由 中 心 到 边 有 站 

















bP.(z) = (1+ =)". 
(i) 验证 Pa(z) 是 以 下 映射 的 组 合 : 平移 n, 收缩 (1/n), FARR z z”. 
Gi) 就 1.2.1 节 的 图 1-4, 用 前 一 部 分 画 出 以 =n 为 中 心 的 圆 弧 以 及 n 发 出 的 射线 






































位 长 ) 的 正 




















pan 








画 出 前 一 部 分 中 的 恰好 位 于 5 内 的 
(iv) 用 前 两 部 分 来 定性 地 解释 2.4.2 节 的 图 















































23. 如 果 以 前 没有 这 样 做 过 , 现在 请 用 图 2-26 为 类 比 , mH tE 
cosz 下 的 象 的 草图 . 由 此 导出 , 这 一 双 曲 线 的 渐 近 线 是 argw = J 

































































24. 考虑 多 值 函数 f(z) = Vz -1V2 i. 























弧 与 射线 . 
2-19. 



























































方形 , 对 相当 大 的 n, 





WER z= k E z uw = 




























































































tk. 











JOC HH AG HI A FER 























个 始 于 原点 同时 也 终于 原点 的 环 路 


(i) 支点 在 哪里 ? 阶 数 是 多 少 ? 

(ii) 为 什么 不 可 能 用 图 2-35b 那 种 类 型 的 单个 制品 来 分 出 一 支 ? 

(iii) 在 一 个 典型 的 点 z, f(z) 有 多 少 个 值 ? 求 出 1(0) 的 各 个 值 , 并 将 它们 画 出 来 . 
(iv) 在 画 出 的 f(0) 之 值 中 选 定 一 个 , WZA p, m 


























25. 描述 函数 f(z) = 1//1— 并 的 支点 , 最 少 要 






































画 一 个 这 种 割 口 的 例子 的 草图 ，[ 注 : 这 个 例子 在 历史 上 是 很 


























L, 使 得 若 开始 时 选 f(0) 为 -1, 而 当 > 沿 工 运动 并 回 到 原点 时 , f(z) 沿 一 路 径 
一 1 变 为 p. 对 f(O) 的 其 他 可 取 的 值 也 F 




















多 少 个 分 支 制 口才 能 把 f(z) 分 成 单 值 支 ? 

















EHHI, 这 是 由 于 f f(x)dzx 


























表示 双 纽 线 的 弧 长 [ 见 第 4 章 习 题 20], 这 个 积分 ( 称 为 双 纽 线 积分 ) 不 能 用 初等 函数 来 计 





算 
[1989, 第 11 章 ].] 














它 是 一 类 新 的 函数 ( 称 为 椭圆 积分 ) 之 一 例 . 关于 其 背景 和 六 





Et, 请 参看 Stillwell 





26. 对 以 下 每 个 函数 f(z), 求 出 然后 画 出 其 支点 和 奇 点 . 假设 这 些 函 数 都 可 以 表示 为 以 上 为 





















































HULA [事实 上 确实 可 以 展开 ], 用 2.6.3 节 的 (2.27) RE 





> 值 . 
(i) Æ f(z) =1/(e* -1),k=(1+2), 则 R=1. 
(ii) Æ f(z) 为 VA -1 WM k= 3i, WW R= 2. 
(iii) 车 f(z) 为 Vz 一 i/(z 一 1) 的 一 支 而 k= 一 1, 则 R= V2. 


E 题 中 给 出 的 收敛 半径 R 








27. 


28. 


29. 


30. 
31. 


32. 


33. 





个 例子 ， 





























直到 欧 拉 把 复 对 数 的 一 大 团 乱七八糟 的 事 


] 





at 
at 
MH 


弄 清 想 之 前 , 复 对 数 都 是 大 混乱 的 来 源 . 举 一 








log[(—z)"] = log[z’] 




















这 里 的 论证 错误 何在 ?! 
h 
fE z= —1 处 zi 取 何 值 ? 
在 这 个 习题 中 你 会 看 到 : : 
整数 值 n, 定义 I, = [Log 


























IRRE z = 1 处 令 z 


og(—2) + log(—z) = log( 


=> 2log(—z) = 2log(z) 















































z) + log(z) 

















= log(—z) = log(z) 
REH [ 即 令 1 = 1], 再 令 z 以 顺 时 针 方 向 绕 原 点 一 周 半 , 问 
LERRO k 的 性 质 与 前 面 讨 论 过 的 多 值 函数 大 不 相同 . 对 于 
(k) 十 2nai]. 


(i) 证 明 eln? 是 kz 的 各 H”, 








Gi) 设 z 沿 着 始 于 同时 也 终于 z= 二 p 
到 p IN k* 取 何人 


当 z E 

















因为 不 
eloz 


WEH i 的 一 切 
在 实 变量 情况 


liz 
;© 




















,对 数 和 





能 通过 绕 环 路 远志 
,… } 看 成 彼此 完全 无 关 的 单 值 函数 的 一 个 无 穷 集 合 . 
也 的 2 点 使 也 取 实 值 ? 
发 现 的 [ 见 下 题 ]: 先 验证 In(1 +X) 可 以 写成 积 
级 数 . 最 后 对 你 的 级 数 逐 项 积分 . [本 


JIE k7 的 





的 任意 环 路 运动 . 如 果 一 ] 


? 由 此 导出 k RAXA. 

















一 个 但 


变 为 男 一 值 , 应 该 

















值 均 为 实 的 . 还 有 没有 其 
BUR ORLA 
分 fe [LVG+z)ldz, 然后 把 [1/1+2)] 写成 x 的 9 





























书后 面 我 们 能 
下 面 是 对 数 究 级 数 的 男 一 





双 这 个 证 法 推广 至 











| 复 平面 .] 











个 处 理 方法 . 











0, L(z) 的 震级 数 必 有 以 下 














ltz=e"=14 














和 前 面 一 样 , & L(z) = Log(1 + z), 因 
E 式 : L(z) = az + bz2 4 


cz? + dz4 





L4 


工 72 1 ly] l za 


FARI k7 之 值 为 e2?, 则 





巴 它 的 各 y” {. me ,本 








为 L(0) = 
…. 把 它 代入 方程 








2! 3! 4! 


titty 











S z WV ABS a,b,c,d. DAWG LG EEA BEB E 











托 “和 牛顿 都 

















] 了 上 题 的 


详 见 Stillwel 
2-26 讨论 多 全 


的 级 数 式 . 
(i) 用 图 





























方法 得 出 了 它 
[1989, 第 108 页 ]. 





函数 arccos(z 


) 的 支点 . 














© Nicolaus Mercator. 
Eutin 当时 


Mercator. 那 时 文人 有 一 








两 个 麦 卡 托 ， 这 一 位 是 德 


国 














属 丹 麦 , 他 的 德 文 名 字 是 Nicholas Kaufmann. Kaufmann 意 为 商人 ， 








HE”, 就 是 把 





后 来 


也 就 流传 下 来 了 . 他 最 大 



















































































然后 牛顿 把 本 题 的 方法 倒 过 来 应 


数学 家 (1620—1687) . 


己 的 名 字 “ 拉 丁 化 ”, 所 以 他 
的 贡献 就 是 发 现 了 级 数 (2.29) (所 以 (2.29) 




















得 出 e” 














其 实 他 的 出 生地 
写成 拉丁 文 就 
称 为 Nicolaus Mercator, 
又 称 麦 卡 托 级 数 ), 而 时 间 




















里 (James Gregory, 1638 一 1675, 数学 史上 
E (Gerardus Mercator, 1512—1594 








) 
A. 著名 的 麦 卡 托 投影 




















次 于 托 勒 密 . 他 原来 的 姓氏 





























比 发 现 微 积分 还 早 . 但 还 有 一 位 苏格兰 数学 家 格 利 高 

又 有 好 几 个 格 利 高 里 ) 似乎 发 现 得 更 早 . 另 一 位 麦 卡 

以 制图 知名 . 他 出 生 于 荷兰 , 但 一 生 大 部 分 时 间 生 活 在 德国 , 所 以 也 算是 德国 
法 就 是 他 的 贡献 ， 而 且 沿 用 至 今 。 人 们 认为 他 在 地 理学 上 的 地 位 仅 
Kremer 在 德 文中 也 是 商人 之 义 . 也 是 由 此 “ 雅 好 ”, 自己 取 了 个 拉丁 
这 两 位 麦 卡 托 , 以 下 分 别 记 为 N. 麦 卡 托 和 G. 麦 卡 托 . 译 者 注 














AT Gerardus Mercator. 
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(ii) 把 方程 w = cosz 写成 eiz 的 二 次 方程 , 并 
一 ilog[z + Vz? — 1]. [DAAT AR RT 
(iii) 证 明 者 2 沿 一 环 路 绕 过 1 或 -1 (但 不 得 同时 





为 1/[z 十 Vz2 — 1]. 
(iv) J 























解 出 此 方程 . 然后 由 此 导出 arccos(z 
x 号 操心 ? ] 


), 则 [z+ v2? — 1] 2B 






































上 一 部 分 证 明 (ii) 中 的 公式 与 (i) 中 的 讨论 一 致 . 








34. 





写 出 (1 一 cosz) 的 
AUD ATRL, 再 
x, WA 

















WZ 








(1 

















zZ 


以 原点 为 中 心 的 震级 数 . 
cos z) RA. 


2 








二 项 式 定理 写 出 V1 一 2 的 主 支 的 以 Z = 0 
此 证 明 , 车 取 Vcosz 的 把 0 映 到 1 的 一 
































4 


z 192° 





Vcosz = 1 


4 
计算 机 来 验证 这 个 结果 . 这 个 级 数 在 何 处 收敛 ? 
































35. 








当 z 趋向 原点 时 (z/ sin z) 趋向 何 值 ? 
TAIAT JLI. 





























36. 





| sinz 
计算 机 验证 你 的 答案 . 
考虑 Log(1 +iz), 其 中 z 是 +1 之 间 的 实数 . 由 此 导出 


96 5760” 


的 级 数 求 出 (z/ sin >) 的 以 原点 为 中 心 的 
这 个 级 数 在 何 处 收敛 ? 

















arctan(Z) 

x) 之 值 在 什么 范围 内 ? 
O 用 几何 方法 证 明 当 
(0/2), 其 中 © 是 辐 角 0 的 主 
(ii) 考虑 周期 性 “锯齿” 函数 F(9) 


x | 


3 
习题 31 

















arctan 














37. 

















fi 




















z= ei? bi 9 增加 而 不 
, 即 有 一 x 
(其 图 像 见 


Pag a 
比 级 数 的 另 一 个 推导 . 
断 沿 单位 圆周 旋转 时 , Im[Log(1 + z)] 
<O<T. 

2-46). 以 z = el? 代入 对 数 级 数 (2.29), 


5 7 
的 思想 给 出 

















图 









































并 用 本 题 的 前 一 部 分 导出 以 下 
F(0) =sin@ 





ia 








叶 级 数 
sin 20 


sin30 sin 40 








A n/2¢ 


2 


3 4 





—n/2 
图 





T >0 


2-46 


























(iii) 直接 计算 积分 (2.19) 以 验证 
(iv) 用 计算 机 画 出 此 健 里 叶 级 数 音 


上 式 确 
分 和 



























































| 

似 地 收敛 于 上 述 锯齿 图 像 . 1 
上 看 见 它 ! 

38. 和 上 题 一 样 , $ 9 =Arg(z). 





























为 傅 里 叶 级 数 . 
的 图 像 . 当 
! 愿 傅 里 叶 本 人 能 不 仅 在 

















项 数 增加 时 , 注意 光滑 波 
自己 的 心灵 里 面 f 





魔术 
yea 


BZ All 
j 且 也 在 


















































J] (2.29) 证 明 
1 
Log 
2 $ — 








rte 加 


























j 几 何方 法 证 明 当 沿 单位 





= 
由 











{| 





ui 


Q@ 这 里 的 “符号 
时 , 可 以 认为 无 定义 . 








译 者 注 





l+z 
l-z 





二 字 是 指 符号 函数 sgn(x) (BK sign(x)), 


周 不 断 旋转 时 
[= e 288° [5]. 














其 值 当 z > 0(< 0) 时 为 1(-1). 4x=0 








39. 
40. 


41. 


42. 


43. 












































GD 考虑 周期 性 “ 方 波 ”函数 G(9), 其 图 像 见 图 2-47, 用 本 题 的 前 两 部 分 导出 其 傅 里 叶 


























sin30 sin50 sin70 
0) = sin0 + t t Bi 
G(@) = sin 7 


最 后 , 重复 上 题 的 (iii) 与 (iv) 两 部 分 . 


CGO) = 
3 | = E | . ne 
bras == n/A: 


图 2-47 


证 明 : 即使 质点 的 ( 正 ) 质量 不 全 相同 (2.32) 仍 为 真 . 
下 面 是 推导 出 (2.34) 的 男 一 简单 方法 . 车 把 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 旋 转 一 个 角 $, 则 
其 质心 Z 随 之 旋转 到 el? Z. WL 6 = (2n/n) 以 证 Z = 0. 
为 了 证 明 (2.36), 令 20,21,22; ,zn-1 是 正 n 边 形 的 顶点 ( 按 逆 时 针 方 向 编号 ) , 而 C 
为 其 外 接 圆周 , XS wj; = z7 是 顶点 zj 在 映射 z w= z” 下 之 象 . 把 z 设想 为 一 个 
质点 而 且 从 zo 开始 以 逆 时 针 方 向 绕 C 运动 , WALA w = z” 从 wo 开始 以 m 倍 于 zz 之 
角速度 绕 另 一 圆周 . 
(i) 证 明 当 > 从 一 个 顶点 旋转 到 下 一 顶点 时 , w 完成 一 周旋 转 的 (m/n). 所 以 当 > 
zo 运行 到 zj 时 , w 从 wo 到 we 转 了 k(m/n) 周 . 
(ii) $ we 是 序列 wi, w2, 中 第 一 个 使 we = wo 的 点 . 此 导出 , 若 (M/N) 是 
(m/n) 的 既 约 分 数 , W k= N. 注意 V = (n BU m 5 n 的 最 大 公约 数 ). 
PERE (Ay 以 WN+1 = W1,WN+4+2 = W2, Ee 
(iv) 证 明 wo,wi,… ,wn-1 互 不 相同 . 
(v) 证 明 wo, wi, wn- 是 一 个 正 N 边 形 的 顶点 . 
[请 研究 m = 0 时 本 题 需 做 什么 修改 .] 
考虑 映射 xz 一 w= Pr(z), 其 中 Phl) 是 一 般 的 n 次 多 项 式 , n > 2. 令 8, 为 :平面 上 
被 此 映射 映 到 w 平面 上 的 9 点 的 点 之 集合 ( 即 q 在 此 映射 下 的 原 象 ) . 证 明 Sg 之 质心 
与 q 的 选取 无 关 , 因此 是 此 多 项 式 本 身 的 性 质 . [提示 : 这 是 对 于 多 项 式 之 根 的 和 的 一 个 
熟知 事实 的 男 一 种 看 法 .] 
高 斯 平均 值 定理 [ 见 2.8.3 节 ] 求 出 cos z 在 圆周 |z| =r 上 的 平均 从 
计算 机 验证 ) , 对 一 切实 值 > 均 有 
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Tan 
Er 
E: 

Ye 

ae 











































































































此 导出 (并 请 











TI 















































2n 
| cos|r cos 6] cosh[r sin 0]d0 = 2x. 
0 


第 3 章 


3.1 5l 


3.1.1 默 比 乌 斯 变换 的 定义 和 意义 
默 比 乌 斯 ”变换 ”就 是 以 下 形状 的 映射 


其 中 








$ 
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~ 
` 





利 























办 | 


= 


这 样 ,虽然 自 














a,b,c,d 是 复数 . KIRA 
的 应 月 
核心 。 这 在 很 大 程度 J 
似 的 联系 . 非 欧 几何 已 在 第 1 章 中 
, 这 些 变换 又 与 爱 
联系 并 得 到 了 引 人 注 目 
从 默 比 


Pia 
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az +b 
cz +d’ 














斯 坦 的 相对 论 紧 密 




















BY 








TE KA 




















3.1.2 


比 乌 


但 
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可 以 公 ] 





H 
IX 





E 地 说 , 他 
以 比 通常 大 得 多 
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想 要 详细 


斯 变换 是 怎样 与 爱 






































此 展现 给 我 们 的 和 
的 深度 来 探讨 默 比 乌 斯 变换 . 
与 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 联系 * 
地 探索 这 种 联系 , 既 不 必要 也 办 不 到 , 但 我 们 至 少 可 以 简要 地 指出 默 
因 斯 坦 的 相对 论 联系 起 来 
在 这 个 理论 中 , 一 个 事 从 


van 


lv 





























F 多 美丽 的 | 
J. 默 比 乌 斯 变换 尽管 看 来 简单 , 却 处 于 现代 数学 研究 
上 是 由 于 这 些 领 域 与 各 利 


F 的 时 刻 工 及 其 三 维 华 

















生 质 , 而 








隐约 地 提 到 . [这 些 联系 将 


在 整个 复 分 析 中 有 


默 比 乌 斯 变换 和 反 演 
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中 好 几 个 活跃 领域 的 
Fh 非 欧 几何 有 密切 的 
































多 少 有 点 奇迹 








H, 


第 





ky 
LA 


HHR?! BAS 


JEN 
SUF LRA PRT T X 
的 成 功 ; 请 参看 Penrose and Rindler [1984]. 








6 章 的 主题 .] 此 





现在 以 他 命名 的 变换 已 经 超过 150 ET, 























的 . 






































FE 儿 坐 标 (X,Y, Z) 合成 J 
时 空中 的 单个 四 维 向 量 (T,X, 72)， 当 然 , 这 个 向 量 的 空间 成 分 没有 绝对 的 意义 : 





HAM KZ Ee, 现在 仍 远 未 穷尽 . 所 以 我 
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四 维 




















日 是 若 令 两 个 


对 于 空间 中 的 同一 个 点 , 旋转 坐标 轴 就 会 给 出 不 同 的 坐标 (X,Y, Z). 
人 各 取 不 同 的 坐标 轴 , 他 们 仍然 会 得 到 同样 的 X +Y 4 2? = X?4Y? 4 2?, 因为 
这 个 公共 值 表示 的 是 由 原点 到 此 点 距离 的 平方 . 
































® Augustus Ferdinand Möbius, 1790—1868, 德 


© 默 比 乌 斯 变换 也 称 为 


影 , 这 两 张 照片 的 相应 点 一 一 对 应 . 可 以 证 明 , 这 个 对 应 可 以 写 为 (3.1 


© 按 Coxeter [1967] 的 说 法 , 这 种 联系 最 早 是 由 利 





“线性 变换 "“ 双 线 











E 











数学 家 . 一 一 译 者 注 
生变 换 ”“ 线 性 分 式 变换 ”或 
transformation, 该 术语 常见 于 计算 机 图 形 学 , 大 意 是 : 例如 ,对 同一 3 


“ory 











F 面 图 形 从 两 个 不 同 视 
， 而 称 为 单 应 变换 . 


应 变换 ” (homograhic 
摄 























一 一 译 者 注 ) 


{A (Heinrich Liebmann) 在 1905 年 发 现 的 . 





3.1 4] = 105 




















与 此 形成 对 照 的 是 : 我 们 习惯 上 总 以 为 时 间 成 分 T 确 有 绝对 的 意义 . 然而 , 爱 











办 斯 坦 的 理论 




















它 已 经 由 无 数 的 实验 所 证 实 一 一 却 告诉 我 们 并 非 如 此 .如 果 





两 个 观察 者 ( 设 在 菜 一 瞬间 处 于 同一 场所 ) 以 匀速 做 相对 运动 , 则 他 们 对 事件 是 否 
同时 发 生 会 有 不 同意 见 , 即 是 说 他 们 不 会 有 同样 的 同时 性 概念 . 此 外 , 他 们 也 不 会 


A (X? +Y? + 2?) 的 相同 值 这 就 是 著名 的 洛 仑 兹 ”收缩 , 对 于 T? 之 值 同样 












































也 不 会 取得 一 致 , 这 就 是 洛 仑 效 的 时 钟 变 慢 . 那么 时 - 空 是 否 还 有 绝对 的 方面 使 得 
互相 作 义 速 相对 运动 的 这 两 个 观察 者 必须 取得 一 致 呢 ? 有 的 : 选 一 个 方便 的 单位 制 







































































使 光速 在 其 中 为 1, 爱 因 斯 坦 发 现 , 这 两 个 观察 者 对 下 式 的 值 必然 一 致 ; 





PRS EY? + Z) =T- (X +Y? + Z2). 








洛 仑 兹 变换 L 就 是 时 - 空 的 一 种 线性 变换 (表示 为 4x4 FEMME) , 它 把 一 个 观察 
者 对 某 一 事件 的 描述 (T, X,Y, Z) 变 为 男 一 观察 者 对 同一 事件 的 描述 (T,X,Y, 2). 
换 一 个 说 法 , L 就 是 保持 量 T? 一 (X? 十 了 十 22) 不 变 的 线性 变换 , 两 个 观察 者 所 得 





到 的 此 量 之 值 必定 相同 . 
现在 设想 从 时 - 空 的 坐标 原点 发 出 一 束 闪 光 



































它 的 波 在 三 维 空间 中 就 是 一 
































族 以 原点 为 中 心 的 球面 , 其 半径 则 随 光 速 增加 . 后 来 发 现 , 任意 给 定 的 C 都 由 它 对 
此 闪光 的 光线 之 效果 完全 确定 . 下 面 是 第 二 个 关键 的 思想 : 我 们 将 在 习题 8 中 解 
释 怎 样 在 这 些 光线 和 复数 之 间 建 立 起 一 一 对 应 . 所 以 时 - 空 的 每 一 个 洛 仑 兹 变换 都 









































诱导 出 复 平面 上 的 一 定 的 映射 . 我 们 这 样 得 到 的 复 映射 是 什么 样 的 映射 ? 奇迹 似 的 

















相应 于 洛 仓 效 变换 的 复 映射 就 是 默 比 乌 斯 变换 ! 反 过 来 , C 上 的 


每 个 默 比 乌 斯 变换 都 给 出 时 - 空 的 唯一 洛 仓 效 变 换 . 


(3.2) 














甚至 在 专业 的 物理 学 家 中 , 这 个 “奇迹 ”也 没有 得 到 它 应 得 的 普遍 认 知 . 














(3.2) 所 展现 的 联系 深刻 而 且 有 力 . 对 于 初学 者 , 它 意 味 着 , 我 们 关于 默 比 乌 斯 
变换 所 确立 的 任何 结果 都 立即 能 在 爱 因 斯 坦 相对 论 中 找到 相应 的 结果 . 此 外 , 这 些 









































为 了 真正 天 






































使 用 默 比 马 斯 变换 的 证 明 将 被 证 实 比 直接 使 用 时 - 空 的 证 明 漂亮 得 多 . 


























LE 解 以 上 所 说 , 我 们 强烈 地 建议 读者 在 读 完 本 章 后 参看 Penrose and 











AAA 


Rindler [1984, 4 





E 1a. 











© Hendrik Antoon Lorentz, 1853—1928, 荷兰 物理 学 家 , 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 伟大 先行 者 . 


@ 本 书 对 相对 论 的 介绍 虽然 抓 住 了 要 点 , 却 过 于 简洁 , 所 以 除了 作者 推荐 的 Penrose and Rindler [1984] 











PEATE 


























以 外 , 读者 可 以 参看 Feynman [1963, 第 1 48, 第 15 章 ], 此 书 也 比较 好 找 . 文中 关于 “同时 性 ”以 





及 “时 钟 变 慢 ”和 观察 者 的 相对 运动 应 为 匀速 运动 的 话 都 是 译 者 加 的 . 一 一 译 者 注 
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3.1.3 ”分 解 为 简单 的 变换 
为 了 弄 清 (3.1) 的 含义 , 我 们 第 一 步 把 M(z) 分 解 为 以 下 的 一 串 变 换 [练习 
(i) zezt . 这 是 一 个 平移 ; 
(ii) z= (1/2); 
(ad — bc) 
2 




















(3.3) 
z, ZAMMA Ee; 


A a ,> YIZ 
(iv)z= z+ o REH 个 平移 . 


(iii) z => 一 




















注意 , F (ad — bc) = 0, W M(z) 成 了 一 个 没有 意思 的 常 值 映射 , 它 把 每 一 点 z 都 送 
到 同样 的 象 点 (a/c); 在 这 个 例外 情况 下 , 称 M(z) 为 奇异 的 . 所 以 , 在 讨论 默 比 乌 
斯 变换 时 , 我 们 恒 设 M(z) 是 非 奇异 的 , 即 (ad — bc) 40. 

在 上 述 四 个 变换 中 , 只 有 第 二 个 没有 研究 过 . 这 个 映射 z (1/2) 是 理解 默 比 
乌 斯 变换 的 关键 , 我 们 将 称 它 为 复 反 演 . 下 一 节 将 检验 它 的 许多 引 人 注 目 而 且 强大 
有 力 的 性 质 . 



















































































3.2.1 ”初步 的 定义 和 事实 

z= ri? 在 复 反 演 之 下 的 象 是 1/(reig) = (1/rje“?: 象 的 长 度 是 原 长 度 的 倒数 ， 
其 角度 则 是 原 角度 的 负 值 . 见 图 3-1a. 注意 单位 圆周 C 之 外 的 点 被 映 到 其 内 , 其 内 
的 点 则 映 到 C 外 . 
























































图 3-1 
图 3-1a 还 表明 一 种 特别 有 用 的 途径 , 即 把 复 反 演 分 解 为 一 个 两 阶段 的 过 程 . 




















(i) 把 z = re? 先 变 到 一 个 同方 向 但 长 度 成 为 倒数 的 点 , 即 变 到 (1/7)ei? = 
(1/2). 
(ii) FHEAE (对 实 轴 反 射 ), 这 样 把 (1/2) 变 为 O = (1/2). 





























清 检验 一 下 ， 


i 








反 演 把 C 的 内 域 和 外 域 互相 交换 , 而 圆周 C 上 的 点 则 不 动 〈 即 映 到 
映射 为 z — Tolz) = 


此 原 
演 ”. 

名 词 
对 任意 














= 
VAJ 














为 1 














的 方向 相同 , 而 由 q 到 它 的 距离 为 (R2/p). 


态 .) 


和 通常 





解 出 Z 即 有 











举 一 个 例子 


(这 个 相似 性 





RAL 我 们 记 此 
上 稍为 精确 


Fel K (例如 以 q 为 
演 ”( 记 作 z Z= Ik(z)) 应 把 K 的 内 域 和 外 域 交 ] 


一 相 


实施 这 两 个 























点 很 重要 , 因 








ÆA 


, 若 令 











两 个 “分支 ”， 








E, 请 用 计算 机 验证 





中 心 、 
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q=0, R= 1, 我们 就 再 
对 圆周 K 的 反 演 


4 


往 




















RAE) 的 反 演 . 


R? 
一 一 十 0 一 


虽然 (ii) 这 一 步 在 几何 上 无 足 称 
喜 , 它 称 为 ”几何 反 演 或 简称 反 演 . 很 


;党 


40, 


i 








但 是 我 们 会 看 到 , (i) 中 的 映射 











然 , 单位 圆周 C 在 此 变换 中 起 特 


则 充满 了 
寺 别 的 作用 : 


it 




















自身 ) . 
































比较 精 有 





(1/z), 而 地 称 To 为 

















为 如 图 





3-1b 所 示 , 可 以 很 自然 地 和 
很 明显 ， 这 个 

















“对 C 的 反 


E Zo 推广 为 


“对 K 的 反 


换 , 而 K 上 之 点 则 不 动 . 车 p 
q 到 z 的 距离 , 则 我 们 定义 = Zk(z) 为 这 样 的 点 , 由 q 到 它 的 方向 与 9 到 :> 








GF A 己 验 证 ， 这 个 定义 确 





有 上 述 的 性 


























Ve 
. 








Z+ (R? — la?) 


过 一 
到 Zo(z) = 














次 得 














(1/2). 




















E, L 把 平面 分 成 两 块 ， 
则 的 边缘 上 的 每 一 点 在 Re 


我 们 即将 导出 的 关于 反 演 的 许多 结果 . 然而 对 这 
个 特殊 的 映射 , 可 以 〈 很 容易 地 ) 借助 机 械 工具 来 做 出 这 个 
很 容易 得 出 Zk (z) 的 一 个 公式 , 虽然 我 们 暂时 还 用 不 着 

q 到 的 两 个 复数 方向 都 相同 , 长 度 则 分 别 为 p 和 (R2/p), 所 以 (2 一 9)(z 一 gq) = 


映射 , 见习 题 2. 
因为 连接 q 到 > 和 


R. 


(3.4) 


Tk (z) 和 对 直线 L 的 反射 只 r(z) 之 间 , 有 非常 有 趣 的 相似 性 
下 还 会 深化 ) , 见 图 3-2a 和 图 3-2b. 首先 
它们 在 Arl) 下 互 换 . 其 次 , 两 个 分 支 之 





或 称 














下 不 动 . 最 后 , Rr(z) 是 对 合 的 , 或 称 自 逆 的 , 意 指 R oR, 为 恒 等 变换 , 就 是 使 每 





一 点 都 不 动 的 变换 . 最 后 一 个 性 
Z= Ri (e). 这 一 对 点 称 为 互 为 “镜像 ”, 或 称 




















反射 会 使 这 一 对 点 对 换 位 置 . 


请 自行 验 训 





E, Tk(z) 也 有 这 3 个 性 质 . 此 外 , 图 








质 可 以 换 一 





为 “对 L ARR. 





个 说 法 , 考虑 一 点 z 及 其 对 工 的 反射 点 
对 合 性 说 的 就 


是 : 








3-2b 表明 了 一 个 事实 : KRA, 


Zk 在 接近 K 的 小 图 形 上 的 效果 看 起 来 就 越 像 通 常 的 反射 . [我 们 以 后 还 会 解释 这 


























点 ,但 


A |- 一 


, 时 第 也 称 工 


























Tx(z) 为 对 圆周 的 反射 , 而 z M Z=Tx(z) 这 














我 们 








板 . 我 们 用 记号 [cd] 来 代表 c,d 两 点 


再 举 出 反 演 





的 





是 请 用 计算 机 亲自 体验 一 下 . 


两 个 简单 性 质 来 结束 这 





由 于 这 些 理 











, 还 有 一 些 马上 就 




















aH Ady 


会 讲 到 的 理 
一 对 点 称 为 对 K 对 称 . 














i 个 将 是 





5B 














混淆 , 加 一 个 方 括号 是 为 了 提醒 [cd] 





D 在 老 的 文献 中 时 常 称 之 











距离 |c 一 dl. 我 们 希望 这 样 














并 不 是 复数 c 与 d 的 乘积 





SCTE BE 


以 下 下 
做 不 会 引起 作 








究 的 跳 
E 何 
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图 3-2c 上 , a 和 5b 是 两 个 任意 点 , @ = Tr(a) 和 5 = Tx(b) 是 它们 对 K ZR 
定义 [gaj[qd] = R? = [qb][qd], 所 以 




















[qa] /[qb] = [gb] / [qà]. 


























再 加 上 公共 和 角 Zagb = Lăqb, 即 得 


若 对 一 个 以 gq 为 中 心 的 圆周 的 反 演 , 将 其 两 个 点 a Fob RA G 


as = 3.5 
fo b, 则 三 角形 aqb 与 bga 相似 . Be) 

















第 二 个 性 质 是 求 两 点 的 间隔 [ad] 与 其 反 演 象 的 间隔 [5 的 关系 . 利用 (3.5), 有 











[4b] /[ab] = [gb]/{ga] = R?/[aa][ab| 


所 以 , 象 点 的 间隔 [ab] 可 由 下 式 给 出 : 


a= ( 人 ) 四 (3.6) 


ga]|qb| 























3.2.2 ”圆周 的 保持 


现在 先 来 检验 Tie 对 于 直线 的 效果 , 然后 再 看 它 对 圆周 的 效果 . FAR 工 经 
WK 的 中 心 ¢, WW Te 显然 把 它 映 为 自身 , 这 写作 TK(D) = L 这 当然 不 是 说 工 上 
的 每 一 点 都 不 动 , 因为 Zk 把 工 在 内 域 与 外 域 的 两 部 分 互相 对 换 ; L 上 仅 有 的 
保持 不 动 的 点 是 工 K 的 两 个 交点 

但 如 果 考 虑 不 一 定 过 q 的 一 RER L, 事情 就 有 趣 多 了 . 图 3-3 提供 了 一 个 惊 
人 的 答案 : 
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BHA 工 不 经 过 K APS q, 则 它 对 KK 的 反 演 把 工 映 为 一 个 


经 过 q 的 圆周 . (3.7) 


3.2 A 演 109 








Abb 是 上 上 的 任意 点 , 而 a 是 工 与 过 4 的 垂 线 之 交点 . 由 (3.5), Zqba = Zqab = 
(2/2), 所 以 位 于 一 个 以 qa 为 直径 的 圆周 上 . 证 毕 . 附带 请 注意 , 此 圆周 在 q 处 的 
切线 平行 于 L. 

注意 , (3.7) 中 完全 没有 提 到 K 的 半径 R. 所 以 你 可 能 以 为 在 图 3-3 上 我 们 有 
意 地 选 RK BL ANAS. 如 果 K RE LIX, 情况 又 会 如 何 ? 请 验证 , 尽管 那 
十 图形 看 起 来 与 现在 有 些 不 同 , 上 述 的 几何 论证 却 仍然 可 用 而 不 需 任何 改动 . 
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Al 3-3 
现在 我 们 对 (3.7) 何以 不 依赖 于 K 之 大 小 给 出 一 个 不 太 直 接 却 更 有 启发 性 的 



































理解 方法 . 我 们 要 证 明 , 如 果 此 结果 对 某 个 以 9 为 中 心 (半径 为 Ri) 的 圆周 Ki 成 
立 , 则 它 对 任 一 个 以 q 为 中 心 (半径 为 Ro) 的 圆周 Ko 也 成 立 . 

S z 为 任意 点 , W A = Ir, (2), 为 = Ts(z), 显然 g 到 名 ,名 的 方向 都 与 9 到 
z 的 方向 一 致 , 容易 验证 , 它们 到 q 的 距离 之 比 与 z 的 位 置 无 关 : 


[gz] /[q2] = (R2/Ri)? = WE k 























所 以 
Tr, = DE o Tk, (3.8) 


这 里 的 “中 心 伸缩 ”Ds [ 见 1.4.4 节 ] 就 是 把 平面 (以 g 为 中 心 ) 伸缩 一 个 因子 k. 
此 可 知 , 如 果 (3.7) 对 Ki 对 立 , 则 它 对 Ks 也 成 立 [练习 ]. 
再 看 图 3-3, 既然 Tk 是 对 合 的 , 它 就 上 只 不 过 是 把 直线 与 圆 彼 此 对 掉 , 所 以 任 一 
个 过 g 的 圆周 之 象 必 为 一 不 过 g 的 直线 . 但 是 一 个 不 过 g 的 一 般 的 圆周 C 又 如 何 ? 
一 开始 , 设 C 不 把 g 含 于 其 内 域 中 . 图 3-4 给 出 了 一 个 美丽 的 答案 
若 圆 周 C 不 经 过 开 的 中 心 g, 则 对 K 的 反 演 将 C 映 为 另 一 个 

也 不 过 gq HAA. 
这 个 基本 的 事实 时 常 被 说 成 是 : 反 演 “保持 圆周 ”. 

由 (3.8) 可 知 , 若 (3.9) 对 某 个 K 成 立 , 则 对 任意 选 定 的 K 也 成 立 . 所 以 我 们 
可 以 方便 地 选 K 使 C 含 于 其 内 域 , 如 图 3-4 Pros. 这 里 Ab C 的 某 直 径 的 































































































(3.9) 
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端点 , 所 以 它们 对 C 上 任 一 点 c 必 张 一 直角 . 为 了 理解 (3.9), 先 用 (3.5) 来 验证 图 
上 一 对 黑色 的 角 〈 和 另 一 对 灰色 的 角 ) 分 别 相等 . 然后 再 看 三 角形 abe, 注意 它 在 a 
处 灰色 的 外 角 等 于 它 在 此 三 角形 中 的 两 个 内 角 之 和 , 即 c 处 的 直角 和 ， 处 的 黑 角 
的 和 . 利用 两 黑 角 相等 即 知 Zach = (x/2), 从 而 a,b 是 经 过 的 一 个 圆周 的 直径 的 
端点 . 这 样 , 我 们 就 在 C 不 包含 q 的 情况 下 证 明了 (3.9), 剩 下 的 请 自己 验证 . 同样 
的 推理 在 C 包含 q 的 情况 下 也 给 出 同一 结果 . 

结果 (3.7) 事实 上 是 (3.9) 的 一 个 特殊 的 极限 情况 . 图 3-5 上 画 出 了 一 条 直线 
L, 其 上 最 接近 反 演 中 心 q 的 点 p, 以 及 一 个 在 p 点 切 于 工 的 圆周 C. C 在 其 半径 
趋 于 无 穷 大 时 趋 近 于 L, 而 其 象 圆周 C = ZK(C) 则 趋向 一 过 q 的 圆周 . 





































































































































































































图 3-5 











以 后 我 们 能 给 出 一 个 更 清楚 的 方式 , 从 而 看 出 (3.7) 和 (3.9) 只 是 同一 结果 的 
两 个 方面 . 
3.2.3 ”用 正 交 圆周 构 做 反 演 点 

考虑 图 3-6a, 圆周 C 与 反 演 圆周 K 在 a,b 两 点 交 成 直角 . 换 句 话说 , C 在 a 
点 (举例 而 已 ,b 也 一 样 ) 的 切线 T 必定 过 gq. 对 K 做 反 演 后 , a,b 都 不 动 而 卫 则 


变 为 其 自身 . 所 以 C 的 象 仍 是 一 个 过 a 与 5 的 圆周 而 且 仍 正 交 于 K. 然而 只 有 一 
个 圆 有 此 性 质 , 那 就 是 C 本 身 . BORE 











































































































在 对 K 的 反 演 下 , 每 个 正 交 于 K 的 圆 必 映 为 自己 . 






































(3.10) 








图 3-6a 上 画 出 了 两 个 直接 的 结果 . 首先 , C 所 包围 的 圆 盘 被 映 为 其 自身 .而 由 K 











划分 出 的 有 阴影 的 一 块 与 画 了 和 斜 线 的 一 块 互相 对 换 . 其 次 ， 


4 到 C 上 一 点 z 的 








直线 必 与 C 第 二 次 相交 于 反 演 点 Z. 
男 一 个 结果 (本 小 节 的 关键 结果 ) 是 图 3-6b 上 的 几何 作 











图 法 . 请 自行 验证 . 











z 对 K 的 反 演 之 是 任意 两 个 过 z 而 且 正 交 于 K 的 圆周 之 另 一 交点 . 








注意 , 图 3-6a 中 Z 的 作 图 法 只 是 以 上 所 述 的 一 个 极限 情况 ， 
趋向 无 穷 大 而 变 成 了 过 4 的 直线 . 习题 1 中 还 有 反 演 点 的 几 
要 的 做 法 . 

上 面 提 到 的 对 K 的 反 演 与 对 直线 L 的 反射 的 类 比 现在 






























































其 中 有 一 个 圆 的 半径 
何 作 图 的 其 他 不 太 重 




















深化 了 . 因为 z 对 工 





的 反射 和 = Rele) 可 以 恰好 用 同样 作 图 法 做 出 , 见 图 3-7a. 注意 , 连接 > 和 的 线 














BREXT L 而 其 与 工 之 交点 p 离 z 和 ZZ EEE: [pz]/[p 引 =1. 








3-7b 则 表现 出 了 , LE p 附近 的 一 段 可 以 用 一 个 在 p 切 于 工 的 很 大 的 圆 孤 
K RWE. 这 里 = T(z) 和 前 面 一 样 , 是 同一 点 z 在 对 K 的 反 演 下 的 象 . 你 会 看 
到 , 这 两 个 图 基本 上 没有 什么 区 别 . 更 准确 地 说 , 当 K 的 半径 趋 于 无 穷 大 时 , 对 K 

















的 有 反 演 就 变 成 了 对 工 的 反射 . 特别 是 , [pz 




















PA 趋 于 1, 或 者 与 此 等 价 , 我 们 说 [po 习 





“最 终 等 于 ”[pz]. 这 样 我 们 就 可 以 理解 , 在 图 3-2b 中 发 生 的 到 底 是 什么 事 . 
我 们 也 能 从 代数 上 来 验证 这 个 结果 . 然而 , 我 们 还 是 先 从 几何 观点 来 看 . 这 时 

















可 以 看 到 , 只 须 对 一 条 特别 选 定 的 工 以 及 其 上 特别 选 定 的 一 


点 p 来 证 明 这 个 结果 
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WET, 所 以 我 们 取 实 轴 为 五 取 原 点 为 p. 于 是 以 q =iR 为 中 心 、R 为 半径 的 
周 K 在 p AVI L. 利用 (3.4), 我 们 可 以 得 到 [练习 ] 
1 — (iz/R) 
这 样 , 4 R 趋 于 无 穷 大 时 , 我 们 发 现 Zk (z) 最 终 等 于 Ry (z) = z. 这 就 是 我 们 想 要 
证 明 的 . 
下 面 看 这 个 结果 的 男 一 种 方式 . 我 们 不 令 KK 越 变 越 大 , 而 令 > 越 来 越 接 近 
个 固定 大 小 的 圆周 K 上 的 任 一 点 p. 不 论 z 从 什么 方向 趋 近 于 p, T(z) 最 终 等 于 
Rr(z), XE T Æ K E p 处 的 切线 . 
我 们 仍 可 用 以 上 等 式 并 用 代数 方法 得 出 这 一 点 . 如 果 R 是 固定 的 , H. |z| < R, 
则 [练习 ] 








1 








Tk(z) 一 

































































iz? AN 


Tk(z) = -Rt 


Cros 
所 以 , 4 z 趋 近 p= 0 时 , Zk(z) 最 终 等 于 Rr(z) = z, 即 对 于 E p 处 的 切线 的 
反射 . 


3.2.4 角 的 保持 


我 们 从 讨论 “ 角 的 保持 ”是 什么 意思 开始 . 图 3-8 的 中 部 是 两 条 交 于 p 点 的 
线 Si, 5?. 如 果 它 们 在 p 点 充分 光滑 , 就 可 以 做 出 它们 在 p 点 处 的 切线 T, To. 我 
门 现 在 定义 p 点 处 “由 51 到 So 的 角 ” 即 为 由 五 2 Te 的 锐角 0. 这 样 , 这 个 角 赋 
有 一 个 符号 : 由 Sy 到 51 的 角 是 图 上 所 示 由 S 到 S 的 角 反 号 . 如 果 我 们 对 这 些 
| 线 作 任意 光滑 的 变换 , 则 象 曲线 在 p 点 之 象 处 仍 有 切线 , 所 以 由 它们 之 一 到 另 一 
| 线 也 有 适当 定义 的 角 . 
















































































































































































图 3-8 

















如 果 由 一 条 象 曲线 到 另 一 条 象 曲线 的 角 与 原来 的 两 条 曲线 在 p 点 的 相应 角 相 
等 , 那么 我 们 就 说 这 个 变换 保持 p 点 处 的 角 . 完全 有 可 能 这 个 变换 保持 某 一 对 过 p 
的 曲线 之 间 的 角 , 但 不 保持 每 一 对 过 p 的 曲线 之 间 的 角 . 然而 , 如 果 这 变换 保持 每 
一 对 过 p 的 曲线 之 间 的 角 , 我 们 就 说 它 在 p 点 是 共 形 的 变换 . 我 们 要 强调 一 下 , 这 
里 所 谓 共 形 是 指 角 的 大 小 与 符号 均 得 到 保持 , 图 3-8 右 方 就 是 一 个 共 形 的 变换 . 如 
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果 相 反 , 在 p 点 的 角 被 映射 为 大 小 相同 而 符号 相反 的 角 , 就 说 此 变换 在 p 点 是 反共 
形 的 , 如 图 3-8 左 方 所 示 . 如 果 此 映射 在 它 有 定义 的 区 域 之 每 一 点 都 是 共 形 的 , 就 
称 之 为 共 形 映射 ; 如 果 在 每 一 点 都 反共 形 , 就 称 它 为 反共 形 映射 . 最 后 , WAR 
只 知道 它 能 保持 角 的 大 小 , 而 不 知 它 是 否 也 保持 其 定向 , 就 称 它 为 等 角 映 射 . 

很 容易 想到 一 些 具 体 的 映射 为 共 形 的 或 反共 形 的 . 例如 , 平移 z (+c) 是 
CBE, 平面 的 旋转 和 伸缩 z az Ca #0) 也 是 . 反之 , z 一 z 和 对 直线 的 反射 一 
样 , 都 是 反共 形 的 . 反射 与 对 圆周 的 反 演 的 类 比 , 现在 更 加 深化 了 , 因为 


对 圆周 的 反 演 是 反共 形 映射 . 
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为 了 看 出 这 一 点 , 请 看 图 3-9. 此 图 表明 了 一 个 事实 , 即 已 知 任 一 不 在 K 上 之 
点 z, 恰 有 唯一 的 圆周 按 一 定 方 向 经 过 z 而 且 与 K 正 交 . [给 定 此 点 和 此 方向 , 能 想 
出 怎样 做 出 此 圆周 吗 ? ] 

如 图 3-8 所 示 , 设 两 曲线 51 和 52 在 p 点 相交 而 它们 在 p NZ Ty), To, 
T Fl) To 的 角 为 9. 为 了 和 弄 清 这 个 角 在 对 K 之 反 演 下 会 怎样 , 我 们 用 过 p 的 两 
个 圆周 代替 51, So, 但 要 求 这 两 个 圆周 在 p 点 的 方向 应 与 S1, 9。 相同 , 而 且 与 天 IE 
20. 这 种 圆周 是 唯一 的 , 而 且 在 p 处 的 切线 就 是 Ti, To 见 图 3-10a. 因为 对 天 的 
反 演 把 这 两 个 圆周 都 映 为 自身 , Æ D= Zk(p) 处 的 新 角 为 -9, 问题 解决 . 
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图 3-10b 展示 了 z (1/2) 对 角 的 效果 . 因为 这 个 映射 等 价 于 先 对 单位 圆周 做 
反 演 , 再 继 以 对 实 轴 做 反射 二 者 均 为 反共 形 的 ), 我 们 看 到 它们 的 复合 就 是 把 角 
度 的 定向 翻转 二 次 使 之 回复 到 原 值 : 


复 反 演 z (1/2) 是 共 形 的 . 










































































用 同样 的 推理 , 可 以 一 般 地 得 出 


偶数 个 (对 直线 或 圆周 的 ) 反射 之 复合 是 一 共 形 映射 , 而 奇数 个 这 种 
反射 之 复合 则 是 一 反共 形 映 射 . 

















3.2.5 ”对 称 性 的 保持 


考虑 图 3-11a, 其 上 有 关于 直线 LOE a,b 两 点 , 若 对 直线 M 做 反射 , 将 a 
WEY a, b IEX b, LY L, MARIE, 象 点 5 关于 象 直线 工 仍 为 对 称 的 . 简 而 言 
之 , 对 直线 的 反射 能 保持 对 直线 的 对 称 性 . 



















































































图 3-11 


我 们 现在 要 证 明 , 对 圆周 的 反射 也 保持 关于 圆周 的 对 称 性 : 























若 ob 关于 一 圆周 K 对 称 , 则 它们 在 对 任意 圆周 J ARZA a,b 
关于 K 的 反 演 象 K 仍 对 称 . 



































为 了 懂得 这 一 点 , 首先 要 注意 , 因为 反 演 是 反共 形 的 , (3.10) 就 只 是 以 下 更 一 般 的 结 
果 之 特例 : 























反 演 映 任 一 对 互相 正 交 的 圆周 为 另 一 对 正 交 圆周 . 


























然 , 如 果 有 一 个 圆周 经 过 反 演 中 心 , 则 其 象 是 一 直线 . 然而 , 如 果 我 们 把 直线 看 成 
具有 无 穷 大 半径 的 圆周 , 则 以 上 结果 不 需 加 任何 说 明 仍然 为 真 . 

保持 对 称 性 这 个 结果 现在 就 很 容易 懂 了 . 见 图 3-11b, 因为 ab 是 关于 K 的 对 
称 点 , 所 以 过 a, b 有 两 个 虚线 画 的 圆周 都 正 交 于 K, 它们 在 对 J 的 反 演 下 的 象 也 就 
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同样 正 交 于 K, 所 以 虚线 圆周 的 象 〈 仍 用 虚线 圆周 表示 ) 必 交 于 两 个 点 , 而 这 两 点 
关于 K 也 对 称 . 
3.2.6 ”对 球面 的 反 演 
对 于 三 维 空间 中 一 个 球面 S (半径 为 R PON O 的 反 演 Ts 显然 可 以 定义 
如 下 : Wp 为 空间 一 点 , Bq 之 距离 为 p, W Ts(p) 是 这 样 一 个 点 : 从 g 点 到 它 的 
方向 与 到 yp 的 方向 相同 , 而 离 q 之 距离 为 (R2/p). 我 们 想 要 解释 的 是 , 这 不 是 为 推 
广 而 推广 . 我 们 很 快 就 会 看 到 , 这 个 三 维 的 反 演 怎样 为 C 中 的 二 维 反 演 给 出 了 新 
的 视角 . 
不 需 多 费力 就 可 以 把 以 上 对 于 圆周 的 反 演 的 绝 大 多 数 结果 推广 到 对 球面 的 反 
演 . 例如 , 重新 考虑 图 3-3. 如 果 我 们 把 这 个 (空间 ) 图 形 绕 经 过 q 点 与 a 点 的 直线 
旋转 , 就 会 得 到 图 3-12, 其 中 反 演 圆周 K 扫 出 了 一 个 反 演 球面 S, 而 直线 L 经 过 旋 
转 扫 出 平面 TL. 于 是 我 们 得 到 以 下 的 结果 : 


在 对 以 9 为 中 心 的 球面 的 反 演 下 , 一 个 不 包含 g RHF DOR 
映 成 一 个 包含 q 点 的 球面 开 , 其 在 g 点 的 切 平面 平行 于 I. 反之 ,一 
NAG 含 点 的 球面 开 则 被 映 为 一 平面 I, 而 与 此 球面 在 gq 点 的 切 平 
面 平 行 



















































































































































































(3.11) 





图 3-12 


由 同样 的 论证 可 知 , 若 将 图 3-4 绕 经 过 g 和 a 的 直线 旋转 , 我 们 会 发 现 





在 对 球面 的 反 演 下 , 一 个 不 把 反 演 中 心包 含 于 其 内 域 的 球面 将 被 映 为 
另 一 个 也 不 包含 反 演 中 心 于 其 内 域 的 球面 . 
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这 个 结果 立即 告诉 我 们 空间 中 的 圆周 在 对 球面 的 反 演 下 发 生 什么 事 , 因为 这 样 的 
周 可 以 看 作 两 个 球面 的 交 线 . 这 样 , 我 们 就 很 容易 地 导出 以 下 的 结果 [练习 ]: 


在 对 球面 的 反 演 下 , 一 个 不 过 反 演 中 心 q 的 圆周 C 的 象 是 另 一 
个 也 不 经 过 q HAA. 若 C 经 过 g, 则 其 象 是 一 条 与 C 在 g 处 的 切 (3.12) 
线 平 行 的 直线 . 

对 圆周 的 反 演 与 对 直线 的 反射 的 密切 关系 也 得 到 保持 : 对 平面 的 反射 是 对 球 
面 的 反 演 的 极限 情况 . 由 于 这 个 原因 , 对 球面 的 反 演 也 称 为 “对 球面 的 反射 ”. 特别 
重要 的 是 以 下 事实 , 即 这 种 三 维 反射 仍 保持 对 称 性 : 

A K 为 一 平面 或 球面 , a,b 是 关于 K 的 对 称 点 . 在 对 任 一 平面 

或 球面 的 三 维 反 射 下 , a 5 bt AT K 的 象 对 称 . 
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(3.13) 











我 们 现在 来 描述 一 下 导出 这 个 结果 的 步骤 , 这 些 步骤 很 类 似 于 导出 二 维 对 称 性 得 以 
保持 这 一 结果 的 步 又 . 
如 果 将 图 3-6a 绕 连 接 K 与 C 的 中 心 的 直线 旋转 , 即 知 

















在 对 球面 K 的 反 演 下 , 每 个 正 交 于 K 的 球面 均 被 映 为 其 自身 . (3.14) 








当 我 们 说 到 两 个 球面 “ 正 交 ”时 , 即 指 它们 在 两 球面 交 线 的 那个 圆 上 各 点 处 的 切 平 
面 都 正 交 . 然而 , 为 了 更 容易 地 得 出 上 面 的 结果 , 我 们 把 这 个 三 维 的 结果 用 二 维 的 
语言 重 述 如 下 : 
























































A 51,52 为 相交 球面 , 01, C2 为 它们 在 一 经 过 两 个 球 心 的 平面 工 上 
ABAKA. 则 ,51 与 S 正 交 当 且 仅 当 O01 与 Co ER. 














见 图 3-13. 这 个 图 能 帮助 你 看 到 , 如 果 限 制 在 TE 上 , 则 对 51 的 三 维 反 演变 成 了 对 
于 Cy 的 二 维 反 演 . 这 样 看 竺 球面 反 演 的 方法 使 我 们 能 很 快 地 推广 早 前 的 结果 . 


















































图 3-13 
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例如 , 回 到 图 3-6b, 我 们 发 现 请 确定 你 也 看 到 了 这 一 点 4 p te IE, 
WM p= Ts, (p) 是 像 Co 这 样 的 满足 以 下 3 个 条 件 的 任意 两 个 圆 的 第 二 个 交点 : 人 
也 在 TE, (ii) 正 交 于 C, Gii) 经 过 p. 

接着 , 假设 把 图 3-13 中 的 51,5. 都 对 第 三 个 球面 K 做 反 演 ， 取 I 为 经 过 
Si, S2 和 天 的 球 心 的 唯一 平面 , 而 C 为 KK 交工 而 得 的 大 圆 . 因为 Zo KF Cy All Ce 
映 为 正 交 于 它们 的 圆 , 可 知 (3.14) 其 实 是 以 下 结果 的 特例 [练习 ]: 


正 交 球 面 反 演 为 正 交 球面 . (3.15) 


我 们 在 这 里 把 平面 看 成 球面 的 极限 情况 . 
把 这 些 事实 合并 起 来 , 我 们 就 能 看 出 (3.13) 为 真 . 
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3.3 ” 反 演 应 用 的 三 个 例子 


3.3.1 “关于 相 切 圆 的 问题 


作为 第 一 个 问题 请 看 图 3-14. 图 中 设想 已 给 出 两 个 在 q 点 相 切 的 圆周 A 和 B. 
如 图 做 一 个 圆周 Co 与 4 和 B 相 切 而 且 其 圆心 位 于 连接 A 和 B 之 圆心 的 水 平 直 
线 工 上 . 最 后 , 做 一 串 圆 01, Co, 等 等 , Char WF Cn UR A Fil B. 

图 形 显示 出 这 一 串 圆 周 有 两 个 引 人 注 目的 结果 . 

。 这 一 串 圆 周 Co, C1, Cs。 等 的 切 点 都 位 于 一 个 圆 (虚线 ) 上, 此 圆 在 q 点 切 于 





















































































































































AÑ B. 
e 若 Cn 之 半径 为 rm, WC, 之 圆心 离 工 ZEA 2nr,. 图 上 画 出 了 Cs 的 
这 一 高 度 . 














在 往 下 读 之 前 , 请 试 一 下 能 否 用 常规 的 几何 方法 证 明 出 哪怕 一 个 结果 . 





























图 3-14 
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然而 , 用 反 演 可 以 漂亮 一 击 地 把 这 两 个 结果 全 证 出 来 . 图 3-14 上 只 画 了 一 个 
以 q 为 中 心 而 且 正 交 于 Cs 的 圆周 K. 对 K 做 反 演 将 把 Cs 映 为 自身 , 并 将 A,B 
映 为 平行 的 纵向 直线 ; 见 图 3-15, 请 自己 验证 所 宣布 的 结果 是 图 3-15 的 直接 推论 




































































图 3-15 


3.3.2 ”具有 正 交 对 角 线 的 四 边 形 的 一 个 奇怪 的 性 质 


3-16 上 画 了 一 个 有 阴影 的 四 边 形 , 其 对 角 线 在 9 点 正 交 . 如 果 将 g 对 四 边 

形 的 每 一 边 做 反射 , 就 得 出 四 个 新 点 . 非常 令 人 吃惊 的 是 : 这 四 点 共 圆 "和 上 题 一 
RE, 请 试 一 下 能 和 否 用 通常 的 方法 证 明 它 . 
为 了 用 反 演 方法 证 明 这 个 结果 , 我 们 先 用 图 3-7a 
的 作 图 法 把 q 对 一 边 的 反射 点 看 成 任意 两 个 经 过 g 日 
圆心 在 此 边 上 的 圆周 的 第 二 个 交点 (第 一 个 交点 就 是 
q) . 更 准确 些 说 , 取 这 些 圆周 的 圆心 为 此 四 边 形 的 四 
个 顶点 , 见 图 3-17 的 左 图 注意, 因为 对 角 线 互相 下 
AC, 所 以 以 某 一 边 的 两 个 端点 为 中 心 的 两 个 圆 必 在 其 
两 个 交点 处 正 交 , 而 一 个 交点 为 gq, 另 一 个 则 是 g 对 该 
边 的 反射 点 . 

由 此 可 知 , 如 果 我 们 对 以 q 为 中 心 的 任意 圆 做 反 演 , 则 一 对 正 交 于 q 处 的 正 交 
圆周 将 被 映 为 一 对 正 交 的 直线 〈 且 平行 于 原 四 边 形 的 对 角 线 ) , 见 图 3-17 WAR. 
于 是 q 的 四 个 反射 点 将 位 于 一 个 矩形 的 项 点, 从 而 共 圆 . 由 此 立即 可 得 所 求证 的 结 
果 . 为 什么 ? 









































































































































































































































© 感谢 我 的 朋友 Paul Zeitz 出 了 这 个 题 叫 我 做 . 此 题 原 是 美国 数学 奥林匹克 竞赛 的 一 个 题 . 
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图 3-17 


3.3.3 ” 托 勒 密 定理 


图 3-18a 画 出 了 一 个 内 接 于 圆 的 四 边 形 abed. 托 勒 密 " 给 出 了 一 个 美丽 的 事实 : 
两 对 对 边 乘 积 之 和 等 于 两 对 角 线 之 乘积 . 这 就 是 著名 的 托 勒 密 定理 . 用 符号 来 写 就 


是 








[ladllbc] + [ab] [cd] = [ac] [bd]. 

















我 们 要 注意 , TPE, 这 个 结果 不 仅 是 有 趣 的 , 而 且 对 于 研究 天 文学 也 是 至 关 
重要 的 , 见习 题 9. 他 的 原 证 《 绝 大 多 数 几 何 教 本 上 使 用 的 就 是 他 的 原 证 ) 漂亮 而 
且 简 单 , 但 是 你 很 难 靠 自 己 来 发 现 这 个 证 明 . 不 过 , 如 果 你 对 反 演 已 能 得 心 应 手 , 下 
面 的 证 明 几 乎 就 是 机 械 的 了 . 













































































图 3-18 
把 图 3-18a 对 以 某 顶 点 〈 例 如 a) 为 中 心 的 圆周 K 做 反 演 , 就 会 得 到 图 3-18b， 














[ba] + [ea] = (od. 





® Claudius Ptolemy, 4 90—168. 伟大 的 希腊 数学 家 和 天 文学 家 . 一 一 译 者 注 
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回忆 一 下 , (3.6) 已 告诉 我 们 两 个 反 演 点 的 间隔 与 原来 的 点 的 间隔 的 关系 , 于 是 有 
[bc] [cd] [bd] 


[ab][ac] * [ac][ad| — [ab][ad] ` 

















PARA ({abl[ac][ad]) 即 得 托 勒 密 定 理 . 








3.4 黎 曼 球面 
3.4.1 无 穷 远 点 


在 讨论 反 演 时 我 们 已 经 看 到 , 关于 直线 的 结果 恒 可 以 理解 为 关于 圆周 的 结果 的 
极限 状况 , 只 要 令 半径 趋 于 无 穷 大 即 可 . 然而 这 个 极限 过 程 既 令 人 厌烦 又 见长 不 堪 ， 
如 果 直 线 真 正 能 按照 字面 的 意思 描述 为 具有 无 穷 大 半径 的 圆 那 该 多 好 ! 

还 有 男 一 个 与 此 有 关 的 不 便 之 处 ， 对 单位 圆 的 反 演 是 平面 到 其 自身 的 一 一 映 
射 , 并 把 一 对 点 互相 对 换 , 映射 > (1/2) 也 是 一 样 . 然而 这 里 有 例外 : 我 们 想 不 出 
哪 一 个 点 是 z = 0 的 象 点 , 0 也 不 是 任 一 点 的 象 点 . 

为 了 解决 这 两 个 困难 , 注意 当 z 离 原点 越 来 越 远 时 , (1/z) 就 越 来 越 近 于 0. 这 
PE, 当 z( 沿 任何 方向 ) 走 得 越 来 越 远 时 , 看 起 来 就 好 像 z 在 趋 近 一 个 无 穷 远 点 , 记 
VE 00, 它 在 此 映射 下 的 象 就 是 0, 所 以 oo 点 就 定义 为 满足 

1 1 

oo 0 
的 点 . 复 平面 附加 上 这 个 无 穷 远 点 后 就 成 为 所 谓 的 扩充 的 复 平面 . 于 是 我 们 现在 就 
可 以 不 需 任何 修饰 地 说 , z (1/2) 是 扩充 的 复 平面 到 其 自身 的 一 一 映射 . 

若 一 曲线 经 过 z = 0, WEE z (1/2) 下 的 象 就 定义 为 通过 无 穷 远 点 的 曲线 . 
反 过 来 说 , 若 象 曲线 通过 z = 0, 则 原 曲 线 通 过 oo 点 . 因为 z= (1/2) 把 过 0 的 区 
周 与 一 直线 互相 对 换 . 我 们 现在 就 可 以 说 , 直线 恰好 就 是 通过 无 穷 远 点 的 圆周 , 而 
且 不 需 任 何 修饰 地 说 : 对 “圆周 ”的 反 演 把 “圆周 ” 变 为 “圆周 ” 

这 当然 是 非常 干净 利落 了 , 但 并 不 使 我 们 感到 更 明白 . 我 们 已 经 习惯 了 在 使 月 
co 这 个 记号 时 联想 到 一 个 极限 过 程 , 而 不 把 oo 本 身 当 成 一 个 自在 之 物 来 看 待 . 那 
么 怎么 来 掌握 它 的 新 的 含义 , 即 一 个 无 穷 遥 远 处 的 点 呢 ? 

3.4.2 ERRI 

黎 曼 对 此 问题 给 出 了 一 个 深刻 而 又 美丽 的 回答 , 就 是 把 复数 解释 为 一 球面 © 
上 的 点 而 不 是 平面 上 的 点 . 在 以 上 的 讨论 中 我 们 都 把 复 平 面 想象 为 一 个 水 平 放 置 
在 三 维 空间 中 的 平面 . 为 了 定义 这 个 平面 的 哪 一 侧 朝 上 , 我 们 设想 : 当 从 上 面 俯 视 
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C 时 , 需要 一 个 正 向 的 〈 即 逆 时 针 向 的 ) 旋转 (1/2), 才 可 把 1 E i WES EN 


DC 之 原点 为 中 心 的 球面 , 而 有 





我 们 现在 要 


sx 








面 , 这 就 是 如 何 画 地 理 地 图 的 古老 问题 . 考察 世界 地 图 
图 的 方法 , 即 所 谓 不 同 的 投影 法 . 需要 有 多 种 投影 方法 的 理 
的 纸 上 上 忠实 地 表现 出 弯曲 "表面 的 所 有 方面 . 虽然 菜 
保持 ”〈 亦 即 “ 忠 实地 表现 ”) B 
种 绘图 方法 可 以 保持 角度 , 但 








绘图 投影 的 方法 能 在 
| 是 不 可 避免 的 , 不 同 的 地 图 投影 法 却 可 以 “ 
) . 举例 来 说 , 有 
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以 扭曲 面积 为 代价 . 
托 勒 密 是 构建 这 种 绘图 法 的 第 一 人 . 他 用 这 种 方法 是 为 了 描绘 天 体 在 “天 球 ” 








上 的 位 置 . 他 的 方法 称 为 球 极 射影 法 , 我 们 马上 就 会 看 至 
合 于 我 们 的 需要 . 图 3-19 mH 
的 p H, p 在 对 上 下 











张 平坦 














表面 的 茶 些 方面 (但 非 所 有 方 奋 








下 文 就 可 以 看 清楚 我 们 是 把 C 























L 有 单 
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图 3-19 








注意 以 下 立即 可 得 的 事实 : 


被 映 到 南极 S; 


单位 圆周 的 外 域 被 映 到 oz EAT 


远 反 之 象 . 




















(i) 




















(ii) 单位 圆周 上 的 每 一 点 被 映 到 其 自 喘 , 但 现在 看 人 
PER, 例外 的 是 北极 N 点 , 它 不 是 平面 上 任何 有 限 














8 了 它 的 定义 . 从 球面 E 的 北极 N 做 
为 这 给 出 了 C 上 的 点 与 
做 不 会 引起 混淆 , 从 上 


的 球 极 象 就 是 此 直线 与 的 交点 p. A 
上 的 点 的 一 种 一 一 对 应 , 我 们 也 说 p 是 5 的 球 极 象 . KM 
PRE Oo, 还 是 把 UE 映 到 CC. 











位 半径 , 使 它 的 “赤道 ”就 是 单位 圆周 .” 
EE EAA OC 中 的 点 间 建 立 一 个 对 应 关系 . 把 设想 为 地 球 表 
, 会 找到 许多 不 同 的 绘制 地 



































在 于 , 没有 任何 一 种 
































,这 种 方法 如 何 完美 地 适 














直线 联 到 C 中 

















单位 圆周 的 内 域 被 映 到 D 之 南半球 , 特别 地 , 0 























E 的 赤道 ; (iii) 








然而 很 清楚 , 当 p( 沿 任何 方向 ) 离 原 点 越 来 越 远 时 , 5 越 来 越 接近 于 N, 这 就 








有 力 地 暗示 , 应 该 规定 N 是 无 


Bass 


Fil 





点 的 球 极 象 . ] 








味 极 射影 就 这 样 在 扩充 的 复 平 面 


的 点 与 的 各 点 间 建立 了 一 一 对 应 . 我 们 不 仅 是 说 复数 与 的 点 间 有 “对 应 ”, 而 
且 可 以 认为 : 的 点 就 是 复数 . 例如 S = 0 而 N = co. 一 旦 球 极 射 影 被 用 来 把 区 
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面 的 球面 . 

















@ 这 里 的 “ 
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所 中 更 YY 











佳 确 地 定义 为 “ 
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的 各 点 均 用 一 个 复数 作为 标记 (北极 点 用 N = co 标记 ) , PKU 为 黎 曼 球 面 . 
我 们 已 经 讨论 过 这 样 一 件 事 : C 上 的 每 一 直线 都 可 以 看 作 经 过 无 穷 远 点 的 
周 , 黎 曼 球面 则 把 这 个 抽象 的 思想 变 成 了 一 件 确 确实 实 的 事实 : 
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ZF GLAARMRRRRA DV 上 经 过 N = oo HAA. (3.16) 





为 了 看 到 这 一 点 , 注意 当 p 沿 图 3-19 上 的 直线 运动 时 , 连接 N 与 p 的 直线 就 扫 出 
一 个 包含 N 的 平面 . 这 样 , p 就 沿 此 平面 与 D 的 交 线 运动 , 它 就 是 过 NN 的 圆周 . 证 
毕 . 此 时 还 请 注意 : 此 圆周 在 N 的 切线 必 与 原 直线 平行 . 为 什么 ? 

由 最 后 这 件 事 得 知 , 球 极 射影 保持 角 不 变 , 请 看 图 3-20. 其 上 画 出 了 两 条 相交 












































于 p 的 直线 以 及 它们 的 球 极 象 圆周 ， 由 对 称 性 , 两 圆周 在 它们 的 两 个 交点 方 和 N 
处 的 交角 大 小 相同 . 因为 两 圆周 在 N 点 的 切线 平行 于 平面 上 的 原 直线 , TAE p 
与 处 的 两 个 角 有 相同 的 大 小 , 但 是 要 对 球面 上 的 角 赋 以 方向 后 才能 说 球 极 射影 
是 “ 共 形 的 ” 
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按 我 们 的 规定 , 图 上 所 画 的 p 点 处 的 角 ( 即 由 粗 黑 线 到 中 空 双 线 的 角 ) 是 正 的 ， 
即 是 说 从 平面 上 方 看 它 是 道 时针 方向 的 ， 从 我 们 画图 3-20 所 用 的 透视 来 看 , p 处 
的 角 是 负 的 , 即 顺 时 针 方向 . 然而 , 如 果 我 们 从 球 的 内 域 来 看 这 个 角 , 它 又 是 正 的 . 


于 是 


















































如 果 我 们 依 位 于 球 内 的 观察 者 之 所 见 来 定义 球面 D 上 的 角 的 方向 ， 
则 球 极 射影 是 共 形 的 . 








很 清楚 , 平面 上 以 原点 为 中 心 的 圆周 被 映 为 上 的 水 平 圆周 , 即 纬 圈 , 那么 , 一 
般 的 圆周 又 如 何 ? 惊人 的 答案 是 : 它 仍 被 映 为 黎 受 球面 上 的 国 周 ! 如 果 我 们 死 抠 着 
球 极 射影 原来 的 定义 , 这 一 点 是 很 难看 出 的 , 但 是 如 果 我 们 改变 一 下 观点 , CRA 
就 变 成 了 显然 的 事 . 再 看 一 下 图 3-19, 请 注意 它 是 多 么 像 球 极 射影 的 定义 . 

为 了 把 其 间 的 联系 型 准确 , 令 K 为 以 北极 N 为 中 心 的 而 且 与 SS 交 于 赤道 ( 即 
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C 之 单位 圆周 ) 的 球面 . 图 3-21a mH 
HD 上 的 截面 . 把 这 个 图 形 绕 通 过 N 






































图 像 . 我 们 现在 看 到 























ET KES 
与 S 的 直线 旋转 一 周 就 可 以 得 到 完整 的 三 维 





5 C 在 一 纵向 平面 (经 过 与 实 





EK AVUNAPS, J2 为 半径 的 球面 , 则 球 极 射影 就 是 对 K 所 做 


的 反 演 在 C 与 避 上 的 限制 








I. 











换言之 , Haze C 上 一 点 而 & ERE E EMERY, 则 @ = Tg la) 





















































球 极 射影 保持 圆周 . 


注意 , (3.16) 也 可 以 这 样 由 (3.1 





图 3-21 


借助 于 前 面 关 于 对 球面 的 反 演 的 知识 , (3.12) i 


2) 导出 . 


3.4.3 ”把 复 函 数 转 移 到 球面 上 
球 极 射影 使 我 们 能 把 任意 复 函 数 的 作用 〈 即 它 作为 一 个 映射 的 作用 , 下 同 ) 转 


移 到 黎 曼 球面 上 . 给 定 了 一 个 由 C 到 其 自身 
到 一 个 由 到 其 自身 的 相应 映射 2 ow, 这 是 
象 . 我 们 将 说 z w 诱导 出 上 的 映射 2 Ô. 

































































的 复 映 射 > w = 
hoe Al w ee z A 











举 一 个 例子 , 考虑 车 将 f(z) = 2 转移 到 ES 上 会 得 到 什么 . 很 清 





正 实 了 我 们 所 宣称 的 结论 : 


楚 练习 


C 上 的 复 共 力 诱 导出 歼 曼 球面 上 关于 过 实 轴 的 纵向 平面 的 反射 . 








过 和 C 上 的 > WA RI 














C 上 关于 单位 圆周 的 反 演 诱 





第 二 个 例子 , 考虑 z Z= (1/2, 即 对 单位 圆周 C 的 反 演 . 











. 这 个 图 形 也 表现 了 把 反 汉 














下 面 是 它 的 一 个 漂亮 证 法 . 首 














先 注 意 z 和 六 这 一 





导出 黎 曼 球面 关于 赤道 平面 的 反射 . 











且 a= Tr(a). 


f(z), 我 们 就 会 得 
Hw 在 球 极 射影 下 的 


图 3-21b MHT £ 
转移 到 上 的 惊人 结果 ; 


(3.17) 

















对 点 不 仅 CA 


E 二 维 


意义 下 ) XTA 


PAZ 
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周 C 对 称 , 它们 也 (在 三 


任意 义 下 ) 对 球面 DS 对 称 . 现在 应 




















性 的 结果 (3.13). 既然 z 和 


个 























不 那么 有 启发 性 ) 的 证 明 . 


把 以 上 的 结果 综合 起 来 ， 




















E, 我 们 知道 z = (1/2) 等 价 于 先 对 单位 
上 诱导 出 的 映射 是 对 两 个 平面 的 反射 之 复合 , 这 两 个 平面 都 经 过 
纵向 的 ( 含 实 轴 的 ) 子午 面 
竹 意 两 个 过 实 轴 的 互相 垂直 的 平面 相继 做 反射 的 总 效果 就 


= 
Ke 





个 














水 平 的 赤道 平面 , 另 
子 就 看 到 了 ): D EXT 
































三 维 的 反射 保持 对 











ZRF DM, 它们 的 球 极 象 2 = T(z) 5 = Ik 


然 也 关于 Tx (X) 对 称 . 但 是 Tx (3) = C. 证 毕 ! 习题 6 





我 们 就 可 以 看 出 复 反 演 在 


(= 
Re 


中 有 一 个 比较 初等 (但 是 








球面 上 的 效果 了 . 在 C 









































圆周 做 反 演 ， 











FARA SERGE, 所 以 它 在 马 




















实 轴 一 一 一 个 是 


XE 
SRT AN ME Bl) Cal] “Mii 












































是 X 对 实 轴 旋 转 n. 这 样 我 们 就 证 明了 


C 上 的 映射 zm (1/2) 诱导 出 黎 曼 球面 绕 实 轴 旋 转 n. 








回忆 一 下 , 点 co 原来 是 




















(3.18) 


由 其 在 复 反 演 > (1/2) 之 下 与 0 对 换 这 一 性 质 来 定 





SCH. (3.18) 这 个 结果 生动 地 表现 出 把 NN 与 无 穷 远 点 等 同 这 一 作法 的 正确 性 , 因为 





C 上 的 0 点 相应 于 上 之 


3.4.4 





南极 S, 而 绕 实 加 


函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 
































设 C 上 两 曲线 由 原点 1 














问 



































向 到 达 N, 我 们 


上 两 条 相交 于 一 有 限 远 点 并 成 角 a 的 








而 且 成 角 一 a 


把 一 个 复 函 数 转移 到 黎 曼 球面 
的 性 态 一 样 , 特 














检查 它 在 其 他 点 
ce 的 曲线 在 oo 处 所 成 的 角 . 

















形 的 . 总 之 , 复 反 演 在 整个 扩 
我 们 在 本 章 中 已 经 发 现 ， 








在 了 上 就 变 成 了 在 N 点 实 实在 在 
甚至 能 指定 它们 “在 oo 处 的 交角 ”. 举例 来 说 ， 
R, 那么 这 两 条 直线 会 在 oo 点 第 二 次 相交 


所 以 就 说 它 在 “无 穷 远 点 为 共 形 的 ”. 





旋转 n 确实 使 5 与 N 对 换 . 


离 原点 任意 远 处 . 抽象 地 说 它们 在 无 穷 远 处 相交 , 而 























也 相交 , 如 果 这 两 条 











| 线 中 每 一 条 都 沿 确定 的 方 

















HE 









































使 我 们 能 检查 其 “在 无 穷 远 点 ”的 性 





图 3-20 就 画 出 了 C 








太 


tO 5 





恰 如 


























例如 




















充 的 复 平 面 上 都 是 共 形 的 . 




















































































































把 xz 一 w 描述 为 C 到 其 自身 的 


别 是 可 以 来 探讨 此 函数 会 不 会 保持 任意 两 个 过 
结果 (3.18) 表明 复 反 演 确 能 在 N 点 保持 这 个 角 ， 
用 同样 的 说 法 , 2 的 这 个 旋转 也 能 保 
z = 0 的 曲线 在 此 点 〈 它 是 z 一 (1/2) 的 奇 点 ) 所 成 的 角 , 所 以 复 反 演 在 那里 也 是 共 




















持 两 条 过 















































映射 甚 为 方便 , 而 在 















































上 例 中 又 类 似 地 把 诱导 映射 2 wh 解 释 为 球面 上 的 某 点 到 同一 球面 的 男 一 点 的 映 
W. 然而 , 恢复 前 一 章 的 规定 时 常 更 好 , 那里 认为 映射 是 把 z 平面 上 的 点 送 到 第 二 
个 C 平面 ( 即 w 平面) 的 象 点 . 依 此 , 诱导 映射 2 也 也 可 看 作 把 一 个 球面 〈z BR 
面 ) 上 的 点 送 到 另 一 个 球面 (w 球面 ) 上 去 . 下 面 用 例子 来 说 明 这 一 点 . 

考虑 ze w= z”, n 为 正 整 数 . 图 3-22 的 上 部 分 画 出 了 这 个 映射 Cn = 2 的 情 
形 ) 在 小 的 “正方 形 网 格 ” 上 的 效果 , 这 些小 “下 方形” 把 邻接 着 单位 圆周 和 成 角 0 

















的 两 条 射线 的 区 域 分 成 网 格 , 非常 神秘 的 是 , 这 些 “ 正 方形 ” 在 w 



































基本 的 神秘 现象 就 是 z w= 2” 是 共 形 的 (然而 z = 0 要 除去 , 图 





平面 上 的 象 又 几 
乎 是 正方 形 . 我 们 将 在 下 一 章 证 明 , 这 只 是 一 个 更 基本 的 神秘 现象 的 推论 , 这 个 更 

















上 把 以 0 为 中 


心 的 小 圆 划 掉 就 表示 要 除去 z = 0)”. 事实 上 , 我 们 将 要 证 明 , 若 映 射 是 共 形 的 , 则 











任意 无 穷 小 图 形 都 被 映 为 相似 的 无 穷 小 图 形 . 











图 3-22 
既然 已 知 球 极 射影 是 共 形 的 , 我 们 因此 可 以 期 望 , 当 把 这 些 网 格 由 z 平面 转移 
































到 > 球面 时 , 仍 会 得 出 “正方 形 ”网 格 . 由 图 3-22 左下 图 可 以 看 到 这 件 事 确实 发 生 
T. 图 3-22 右 下 图 则 表示 , 当 我 们 由 w 平面 上 的 象 网 格 (右上 ) 转 到 w 球面 的 象 
网 格 时 , 也 发 生 同 样 的 现象 . 可 以 相当 一 般 地 说 , C 上 的 任意 共 形 映射 都 会 在 上 
诱导 出 一 个 共 形 映射 , 而 作为 其 结果 , 它 将 一 个 无 穷 小 “正方 形 ” 网 格 映 为 男 一 个 












































无 穷 小 “下 方形 ”网 格 . 








3-22 不 仅 表明 z > w = 2? 的 共 形 性 , 它 还 表明 , FEKA 





























的 点 , 在 那里 共 





形 性 被 破坏 . 很 明显 原点 处 的 角 9 会 加 倍 , 更 一 般 地 说 z w= 2 JE ze = 0 处 的 
角 增 加 到 n 倍 . 一 般 地 说 , 若 一 个 在 p 点 以 外 均 为 共 形 的 映射 在 p 点 的 共 形 性 被 
破坏 , 则 p 就 称 为 映射 的 临界 点 . 于 是 可 以 说 , z =0 AE zt w = 2” 的 临界 点 . 

如 果 我 们 限制 在 C 上 , 则 此 点 是 此 映射 的 唯一 临界 点 , 然而 如 果 在 了 上 考虑 





















































© 这 括号 中 的 话 是 译 者 加 的 , 其 实在 下 一 段 就 讲 到 了 这 一 点 . 一 一 译 者 注 
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诱导 映射 , 则 从 图 





























A. 
ze w= 2" ze 








形 上 可 以 看 H 
点 : 在 那里 和 在 z = 0 处 一 样 , 角度 也 扩大 n 倍 . AA 
CBRN, 但 有 两 个 临界 点 > = 0 和 > = o. 











,在 扩充 的 复 平面 

















E, 在 无 穷 远 点 还 有 第 二 个 临界 


























下 面 我 们 来 讨论 如 何 代数 地 研究 复 映射 在 无 穷 远 处 的 性 态 . 





转 使 得 N = oo 的 一 个 邻 域 变 成 5 = 0 的 一 个 邻 域 . 所 以 , 为 了 考察 无 穷 远 点 附近 
的 性 态 , 我 们 先 做 复 反 演 再 考察 原点 附近 的 性 态 . 从 代数 上 说 , A SPE TC FI 


究 f(z), 我 们 应 该 在 原点 附近 研究 F(z) = f(1/z). 例如 , f(z) 在 无 穷 远 处 为 共 形 ， 


NZ 

















H 





仅 当 F(z) 在 原点 共 形 . 








例如 , Æ f(z) = (2+ 1)°/(2? — 2), 则 F(z) = 7014+ 2)°/0 - 2), 它 在 原点 有 
门 以 前 只 是 说 “ 当 z 趋 于 无 穷 远 时 f(z) 如 (1/2?) 一 档 
说 , f(z) 在 z= co 处 有 二 重 根 . 
也 可 用 来 把 多 值 函数 的 文 点 概念 扩大 到 无 穷 远 点 . 例如 , 若 f(z) = 
—log(z). 所 以 f(z) 不 仅 在 z = 0 处 有 一 个 对 数 文 点 , ETE z = co 


二 重 根 . BORE, 
们 现在 可 以 ( 

这 个 过 程 
log(2), 则 F(z) 
处 也 还 有 一 个 对 数 支点 . 


我 
hat 


























地 ) 
































3.4.5 ” 球 极 射影 的 公式 * 





R 
起 来 的 
过 这 一 小 节 也 无 妨 
始 , 我 


门将 在 这 一 小 节 中 导 






































HIE C 中 > 点 的 坐标 与 其 在 | 
显 式 公式 . 这 些 公 式 会 在 研究 非 欧 几 


门 用 > 的 笛 卡 儿 坐 标 > = > 












































可 时 














iy 来 




















E EM 2 ZB ILA. 这 里 取 X 轴 和 Y 














轴 通 过 N. 为 了 能 自如 地 应 有 














有 这些 4 




















E, 可 以 比 以 前 更 精确 地 宣称 ， 


复 反 演 将 把 E 旋 























消逝 ", 我 





的 球 极 射影 2 联系 
用 到 , 但 若 不 打算 去 读 第 6 章 , wh 


b, 设 (X,Y, Z) 是 





轴 即 为 C 上 的 x H 








和 y AH, 所 以 Z 




















讲 的 是 否 都 清楚 了 : D 的 方程 








S = (0,0,—1), 1 = (1,0,0), i = (0,1,0), 等 等 . 








S z EC 的 球 极 象 是 2 


的 公式 . 由 过 向 C 做 垂 线 , 设 其 于 


相同 , 故 


现在 看 图 3-23a, 那里 画 的 是 DAC 与 通过 N 和 3 的 纵向 平面 的 














个 截面 也 一 定 包含 z 与 z. 









































lz] y 











相似 , 立即 可 得 [练习 ] 





bes, 先 请 检验 一 下 以 下 的 事实 , 看 看 你 对 上 面 
是 X? +Y? + Z2 = 1, N 的 坐标 是 (0,0,1), 类 似 地 ， 





用 球 极 象 2 的 坐标 (X,Y, Z) RIR z= zz 十 这 
EEE z = X+iY. 很 明显 z 与 z HW 2-07 














bide a sete + fe) 
RA. 注意 , 这 














图 上 所 画 的 斜 边 为 NA 与 Nz 的 两 个 直角 三 角形 的 


























X +iY 
1-Z 

现在 用 这 个 公式 反 过 来 求 把 2 的 坐标 (X,Y, Z) 写成 z 的 坐标 * = z + iy 的 公 
at, 因为 [练习 


xt+iy= (3.19) 























图 3-23 
可 以 得 到 [练习 ] 
. 2z 27 +i2y [zl2—1 
X+iY = = 3 = 3.20 
! 1+ zl? 1+r?+y? |z|? +1 ( ) 
































用 三 个 坐标 (X,Y,Z) 来 描述 D 虽然 时 常 是 方便 的 , 但 肯定 不 自然 , 因为 球面 
本 质 是 二 维 的 . 如 果 我 们 代 之 以 更 自然 的 (二 维 的 ) 球 坐标 (8,0) 来 描述 2, 就 会 得 
到 一 个 特别 干净 的 球 极 射影 公式 . 

先 回 忆 一 下 ”9 量度 绕 Z 轴 的 转角 , 而 9 = 0 是 通过 正 半 X 轴 的 纵向 半 平 面 . 
故 对 C 中 的 点 z, 9 就 是 通常 的 由 正 实 轴 转 到 z 的 转角 , 角 4 的 定义 则 如 图 3-23b 
所 示 , 是 点 N 和 :在 习 之 球 心 所 张 的 角 : 例如 赤道 平面 相应 于 $= (2/2). 我 们 规 
“EO< OK a. 

若 z 是 坐标 为 (9,9) 的 点 2 的 球 极 射影 , 显然 有 z = reh, 所 以 现在 只 需求 H 
作为 p 的 函数 的 +. 由 图 3-23b 很 明显 , 三 角形 N25 与 N0z 相似 [练习 ], 而 且 因 
为 ZNS2 = ($/2), 立即 有 += cot(8/2) [练习 ]. 所 以 , 新 的 球 极 射影 公式 是 


z = cot(¢/2)e'. (3.21) 


























































































































LE 


















































我 们 将 以 两 个 应 用 来 说 明 这 个 公式 . 我 们 还 将 在 习题 8 中 说 明 如 何 用 这 个 公式 来 
对 球 极 射影 给 出 另 一 种 美丽 的 解释 , AVP AS PWAL. 


© 这 是 美国 的 习惯 . 在 我 的 祖国 英国 , 9 与 o 的 记号 是 反 过 来 的 (中 国 的 文献 中 使 用 的 是 美国 习惯 . 
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第 一 个 应 用 是 重新 导出 (3.18). 和 上 面 一 样 , 令 2 是 上 坐标 为 (%,0) 的 一 般 
点 , i 2 #224 > 绕 实 轴 旋 转 x 后 由 3 得 的 点 . 请 验证 一 下 (最 好 用 一 个 桔子 来 验 
UE) , 2 的 坐标 是 (+ 一 $6， 一 0). 所 以 , 如 果 之 是 的 球 极 射 影 , 则 有 


; 1 1 
Z = cot (3 一 4 e ?= e 8 — 









































2 2 ~ cot(¢/2) z 
这 就 是 (3.18). 
作为 第 二 个 应 用 , 先 回忆 一 下 , 位 于 球面 上 一 直径 两 端的 两 点 〈 例 如 南极 和 北 
BO 称 为 互 为 对 径 点 , 现在 证 明 















































若 方 与 6 是 呈 的 对 径 点 , 则 其 球 极 射 影 p 与 q 之 间 有 关系 式 
q= —(1/p). (3.22) 
换 一 个 说 法 就 是 4 = -Tc(p), 其 中 C 是 单位 圆周 . 注意 , p 与 q 的 上 述 关系 其 实 是 
对 称 的 (显然 本 应 如 此 ): p= —(1/q). 为 了 证 明 (3.22), 请 先 自行 验证 一 下 , 车 方 的 
坐标 为 (8,0), 则 å 的 坐标 是 (x — 8,x +0). 证 明 的 其 余部 分 与 上 例 的 计算 几乎 完 
全 相同 . 习题 6 给 出 一 个 初等 的 几何 证 明 . 
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3.5 ” 默 比 乌 斯 变换 : 基本 结果 


3.5.1 圆周、 角度 和 对 称 性 的 保持 

由 (3.3) 我 们 已 经 知道 , 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = SEO 可 以 分 解 为 如 下 一 
串 比较 初等 的 变换 : 一 个 平移 、 一 个 复 反 演 、 一 个 旋转 、 一 个 伸缩 和 男 一 个 平移 
因为 每 个 这 样 的 变换 都 保持 圆周 、 角 度 和 对 称 性 , 所 在 立即 可 得 以 下 的 基本 结果 . 


e 默 比 乌 斯 变换 将 圆周 映 为 圆周 . 

© 默 比 乌 斯 变换 是 共 形 的 . 

e。 若 两 点 关于 一 圆周 对 称 , 则 它们 在 默 比 乌 斯 变换 下 的 象 关于 此 圆周 的 
和 象 也 是 对 称 的 . 这 称 为 “对 称 原理 ”. 


我 们 知道 圆周 C 将 被 映 为 圆周 一 当然 现在 直线 也 归于 “圆周 ”之 中 
但 被 C 所 围 的 圆 盘 又 如 何 ? 我 们 先 来 给 出 一 个 有 用 的 思考 圆 盘 的 方法 .设想 你 依 
逆 时 针 绕 着 C 行走 , 你 的 运动 将 赋 给 C 一 个 所 谓 的 正 的 方向 . 有 正方 向 的 圆周 把 
平面 分 成 了 两 个 区 域 , 可 以 确定 圆 盘 这 个 区 域 必 在 你 的 左 侧 

现在 考虑 (3.3) 中 所 列 的 四 种 变换 对 圆 盘 以 及 包围 它 的 正 向 圆周 的 效果 . 平移 、 
旋转 和 伸缩 都 既 保 持 C 的 方向 , 又 把 C 的 内 域 映 到 C 之 象 CO 的 内 域 . 然而 , 复 反 
演 对 C 的 效果 则 要 依赖 于 C 是 否 把 原点 包含 在 其 内 域 . 如 果 C 不 包含 原点 在 其 
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内 域 , 则 C 与 C 有 相同 定向 , 而 且 C 的 内 域 被 映 到 C 的 内 域 , 看 一 看 图 3-24 就 








BWA C 的 外 域 . 若 C 通过 原点 , 则 其 内 域 被 映 到 有 向 直线 C 的 左 侧 , 见 图 3-25. 
总 结 起 来 , 有 


默 比 乌 斯 变换 映 有 定向 的 圆周 C 为 一 有 定向 的 圆周 , 而且 使 C 


` 3.23 
左 侧 的 区 域 被 映 到 C 左 侧 的 区 域 . oy 














3.5.2 ”系数 的 非 唯一 性 
要 想 确 定 一 个 特定 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = gH, 从 表面 上 看 似乎 需要 确定 4 


个 复数 o 0 c,d, 称 其 为 默 比 乌 斯 变换 的 系数 . 用 几何 的 话语 来 说 , 为 了 确定 一 个 特 
定 的 默 比 乌 斯 变换 , 我 们 似乎 需要 知道 4 个 不 同 点 的 象 . 然而 , 这 是 不 对 的 . 


WR k 是 一 个 任意 的 〈 非 零 ) 复数 , 则 


az+b | oe kaz + kb 
cz+d — ~ kez + kd’ 
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换 句 话说, 把 系数 都 用 R, 会 给 出 同一 个 映射 , 所 以 只 有 系数 的 比 才 起 作用 . 
为 只 需 3 个 复数 , 例如 (a/b), (b/c), (c/d), 就 是 以 定 下 这 个 变换 . 我 们 猜想 (以 后 i 
要 证 明 ) ， 











A H 




















存在 唯一 的 默 比 乌 斯 变换 , 把 任意 3 点 变 为 任意 3 个 其 他 点 . (3.24) 














逐步 确立 这 一 结果 的 过 程 , 将 把 我 们 引 向 默 比 乌 斯 变换 的 又 一 重要 性 质 . 

如 果 你 读 了 第 1 章 的 最 后 一 节 , (3.24) 可 能 会 向 你 散 起 警钟 : 研究 欧 氏 几何 所 
需 的 相似 变换 也 是 由 其 在 3 个 点 上 的 效果 来 确定 的 . 事实 上 我 们 在 那 一 章 里 看 见 ， 
这 种 相似 变换 可 以 用 形 如 f(z) = az 十 b 的 函数 来 确定 , 这 些 函 数 其 实 也 是 默 比 乌 
斯 变换 , 只 不 过 是 特别 简单 的 一 种 . 然而 , 为 使 这 种 相似 变换 存在 , 象 点 必须 构成 一 
个 三 角形 , 且 与 原来 的 点 所 成 的 三 角形 相似 . 但 在 默 比 乌 斯 变换 的 情况 下 则 没有 这 
种 限制 , 这 就 为 更 灵活 的 非 欧 几何 开辟 了 道路 , 默 比 乌 斯 变换 在 这 种 几何 中 起 “ 运 
动 ”的 作用 . 这 种 几何 是 第 6 草 的 主题 . 
现在 对 默 比 乌 斯 变换 系数 的 非 唯一 性 给 出 一 些 进一步 的 说 明 . 我 们 在 本 章 之 
台 就 说 过 , 有 意义 的 默 比 乌 斯 变换 必 是 非 奇 异 的 , 即 应 有 (ad 一 be) #0. 因为 如 果 
(ad — be) =0, 则 M(z) = E 把 整个 复 平面 压 成 单个 一 点 (a/o). 若 M 是 非 奇 异 
的 , 我 们 可 用 天 = +1/Vad—be 去 乘 它 的 系数 , 而 新 系数 满足 


























































































































































































































(ad — bc) = 1, 


这 时 就 说 默 比 乌 斯 变换 已 经 规范 化 了 . 在 研究 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 的 性 质 时 , 让 它 
具有 规范 化 的 形式 十 分 方便 . 然而 , 在 用 特定 的 默 比 乌 斯 变换 做 计算 时 , 最 好 不 要 
把 它 规范 化 . 


3.5.3” 群 性 质 
映射 











b 
z> w= M2) = Ý, (ad — be) £0 


除了 能 保持 圆周 、 角 度 和 对 称 性 以 外 , 还 是 一 对 一 的 满 射 . 意思 是 说 , 如 果 给 定 了 
w 平面 上 任 一 点 w, WE 2 平面 上 必 有 一 点 (而且 仅 有 一 点 ) z 被 映射 到 w. 我 们 
可 以 显 式 地 找 出 道 映射 w 上 z = Maw) 来 证 明 这 一 点 . 从 方程 w= M(z) 中 解 
出 z 并 以 w 表示 , 我 们 发 现 [练习 ] MT! 也 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 





































































































dz — b 
—cz +a 


注意 , 4 M 已 规范 化 , 则 M 也 自动 地 规范 化 . 


M-1(z) = 





(3.25) 
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如 果 观 察 黎 曼 球 面 上 的 诱导 映像 , 就 会 发 现 非 奇异 的 默 比 乌 斯 变换 在 整个 > BR 
面 的 点 与 整个 w 球面 的 点 〈 即 包括 无 穷 远 点 ) 间 建 立 起 一 一 对 应 . 事实 上 ， 

















M(œ)= (a/c), M(—d/c) = œ. 
































利用 (3.25) 可 以 检验 M! (a/c) =œ 和 M~1(00) = —(d/c). 
其 次 , 考虑 两 个 默 比 乌 斯 变换 
mle) = 22+ = 与 m) =% 7 



































的 复合 M = (M2 o M1). 经 简单 计算 即 知 , M 也 是 默 比 乌 斯 变换 [练习 ]; 


(a2a1 as b2c1)% en (agby + bed) 
(c2a1 dgc1)z (c2b1 t d2d1) ` 














M(z) = (Mz o Mi)(2) = 








(3.26) 











从 几何 上 看 很 清楚 , 若 Mi 与 Ma 都 是 非 奇 异 的 , 则 M 也 是 . 在 代数 上 , 这 肯定 不 
是 显然 的 , 但 在 本 节 后 面 我 们 将 引入 一 个 新 的 代数 方法 使 之 成 为 显然 的 . 

如 果 你 读 过 “ 群 论 ”, 或 读 了 第 1 章 最 后 一 节 , 你 会 看 到 我 们 现在 已 经 确定 了 
以 下 结论 : 非 奇 异 默 比 乌 斯 变换 的 集合 在 复合 下 成 为 一 个 群 . 因为 (i) 恒 等 映 射 
E(z) =z 属于 这 个 集合 ; ( 此 集合 中 两 个 元 素 的 复合 给 出 集合 中 第 三 个 元 素 ; (iii) 
集合 中 每 个 元 素 均 有 道 , 且 也 在 此 集合 
3.5.4 不 动 点 


为 了 证 明 (3.24), 下 一 步 要 证 明 : 若 有 一 个 默 比 乌 斯 变换 存在 , 把 三 个 给 定 的 点 
映 为 另外 三 个 给 定 的 点 , 则 它 必 是 唯一 的 . 为 此 , 我 们 现在 要 引入 默 比 乌 斯 变换 的 
不 动 点 这 个 极其 重要 的 概念 . 一 般 地 说 , 对 于 映射 f, 一 个 点 p 如 果 适 合 f(p) = p, 
就 称 p 为 其 不 动 点 , 这 时 我 们 也 说 p“ 被 映 到 自身 ”或 “保持 不 动 ”. 注意 , 在 恒 等 映 





































































































































































































于 是 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) 的 不 动 点 就 是 方程 


az+b 
cz+d 





z=M(z)= 








的 解 . 因为 这 方程 只 不 过 是 变 了 样子 的 二 次 方程 , 故 有 























一 个 默 比 乌 斯 变换 除非 是 恒 等 映 射 , 否则 最 多 有 两 个 不 动 点 . 























由 以 上 结果 可 知 , 若 已 知 一 个 默 比 乌 斯 变换 有 多 于 两 个 不 动 点 , 则 它 必 是 恒 等 
映射 . 这 就 使 我 们 能 证 明 (3.24) 的 唯一 性 部 分 . 设 M 和 是 两 个 默 比 乌 斯 变换 ， 
同 将 三 个 已 给 的 点 〈 设 为 g,7,s) 上 映 为 男 外 三 个 已 给 的 点 . 因为 (No M) 也 是 默 
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比 乌 斯 变换 , 且 也 有 不 动 点 q,7,s, 可 知 N-1o M 是 恒 等 映 射 , 从 而 有 N = M. 证 


毕 


给 出 了 它 的 两 个 不 动 点 &1 5 E [练习 .在 
fs 重合 为 一 个 不 动 点 上 = (a — d)/2c, 这 时 的 默 比 乌 斯 变换 称 为 是 抛物 型 的 . 


3.5.5 “无 穷 远 处 的 不 动 点 
Fic £0, 则 两 个 不 动 点 都 在 有 限 平 面 


ayy 


时 , 至 少 有 
而 我 们 已 经 讲 过 , 它 表 示 复 平面 
A= pèt, 则 这 个 变换 可 以 看 作 1 


的 伸缩 p, 最 后 还 有 一 个 平移 B 复合 而 成 . 让 我 们 在 黎 曼 球面 上 可 视 化 地 看 一 下 这 


我 们 现在 把 不 动 点 明显 地 写 












































S+ 








(a = d) a 





(atd)2—4 

















LOK. 若 M(z) 已 经 规范 化 , 则 






























































(3.27) 





(a +d) = +2 的 特殊 情形 中 , 两 个 不 动 















































个 变换 是 什么 . 


a (HEMKE a > 0 的 情况 ) . 上 的 水 平 区 
自身 , 所 以 称 为 此 变换 的 不 变 曲线 . 图 形 让 我 们 形象 地 看 出 , 这 种 旋转 的 不 动 点 是 0 
和 oo. TER, 经 过 这 些 不 动 点 的 (大 

















S| 











仍然 很 清楚 , 不 动 点 是 0 与 co, 但 图 3-26a 中 的 两 族 曲 线 的 作 
变 曲线 是 过 两 极点 处 的 不 动 点 的 大 圆 (子午 线 大 
Bpa. 这 种 纯粹 的 伸缩 是 另 一 类 所 谓 双 曲 型 默 比 
的 旋转 与 图 3-26b 的 1 
图 3-26b) 上面 出 的 两 族 曲 线 作 为 整 
FP 的 其 他 元 这 种 旋转 加 人 


AANA 


2k æ RE mi H 

体 都 是 不 变 的 , 即 是 说 , 每 一 族 | 

是 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 的 原型 , 椭圆 型 和 双 

3-26d 画 的 是 平移 ， 

线 则 是 在 oo 处 有 公共 切线 的 
只 


族 , & 上 的 不 变 册 
的 不 变 直线 . 


图 3-26a 画 的 是 C 上 的 旋转 zm ea 


z 诱导 日 


























E. 我 们 现在 讨论 这 样 一 件 事 , 即 当 c=0 
个 不 动 点 在 无 穷 远 处 . 车 c= 0, 则 默 比 乌 斯 变换 形 如 M(z) = Az+ B, 
的 最 一 般 的 “ 保 向 ”( 即 “ 共 形 的 ”) 相似 变换 . 若 记 
个 以 原点 为 中 心 的 旋转 a、 








个 以 原点 为 中 心 























1 





上 D 绕 其 纵 轴 旋转 同样 的 人 














周 ( 即 纬 圈 ) 按 箭 头 方向 旋转 成 其 

















) 圆 (它们 与 不 变 圆 周正 交 , 因而 是 子午 线 大 




















) , 变 为 另外 的 子午 线 大 圆 . 这 个 纯粹 旋转 是 
单 的 原型 . 
图 3-26b 则 画 出 了 相当 村 
变换 , 这 里 p >1. 若 p <1 WAC 上 的 压缩 , 而 了 








F C 
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FR Va RA Ded EK EE SR e e il 














中 以 原点 为 中 心 的 膨胀 z pz 在 并 上 诱导 出 的 








FE 的 点 则 向 南 而 不 是 向 北 运动 . 






































图 3-26c 画 的 则 是 




















图 3-26a 
BB 的“ 螺旋” 形 的 曲线 , 而 图 3-26a ( 
Pp 的 元 变 成 同一 族 9 








ER 








最 后 , 图 




















用 则 要 反 转 : 现在 不 
































内 为 在 C 





AD, 而 与 它们 


型 默 比 乌 斯 变换 是 世 























正 交 的 圆 〈 纬 圈 ) 变 
乌 斯 变换 最 简单 的 原型 . 
缩合 成 的 效果 . 这 时 不 变 曲 










































































缩 就 
最 重要 的 特例 . 



































上 不 变 





| 线 就 是 平行 于 平移 方向 的 直线 


























因为 oo 是 其 








例子 . 








的 不 动态 , A 








圆 








Wee ASAT 





同族 , 这 个 公共 切线 平行 于 C 中 
FE 移 就 是 抛物 型 默 比 乌 斯 变换 的 
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斜 驶 型 抛物 型 
[c] [dl 
图 3-26 


以 上 的 讨论 有 下 面 的 结论 : 

一 默 比 乌 斯 变换 在 oo 点 有 不 动 点 ， 当 且 仅 当 它 是 相似 变换 
M(z) = (az +b). 此外, oo 是 唯一 不 动 点 ， 当 且 仅 当 M(z) 为 一 (3.28) 
平移 : M(z) = (z+). 


以 后 我 们 将 用 此 来 证 明 : 每 个 默 比 乌 斯 变换 都 在 一 定 意义 下 等 价 于 图 3-26 的 4 种 
类 型 之 一 (而 且 只 等 价 其 中 之 一 ). 
3.5.6” 交 比 
回 到 (3.24), 我 们 已 经 证 明了 , 若 能 找到 一 个 默 比 乌 斯 变换 M 把 已 知 三 点 q,7,s 

变 成 另外 三 个 已 知 点 gTr, S, 则 AM 是 唯一 的 . 这样, 余下 的 就 是 要 证 明 这 样 的 M 
有 上 实 存在 . 

为 了 看 出 这 一 点 : 第 一 步 , 我 们 以 后 总 选 同 样 三 个 点 gq ,r,s'; 第 二 步 则 是 写 出 
把 任意 q,7,s 映 到 这 组 特定 的 q,r, 的 默 比 乌 斯 变换 , 用 Mors(z) 来 记 它 . 用 同 
样 的 方法 也 可 写 出 Mys 由 群 性 质 , 现在 容易 看 到 
















































































134 第 3 章 默 比 乌 斯 变换 和 反 演 





M = Mee o Mors 
qrs 




















是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 它 先 把 bm s 变 为 wm',s, 然后 再 变 为 G7, 3, 其 就 是 所 求 的 
默 比 乌 斯 变换 . 

真正 巧妙 之 处 在 于 如 何 选取 w,r', s! 使 得 写 出 Wars(2) 成 为 易 事 . 我 们 本 不 想 
玩 帽子 里 变 出 兔子 的 戏法 , 但 不 妨 试 一 下 Y = 0,r = 1,s = 00. 随 着 这 一 特殊 的 先 
择 , 也 出 现 了 一 个 特殊 的 标准 的 记号 : 将 三 个 已 知 点 q,r, s 依次 映 为 0, 1, 00 的 叭 
一 的 默 比 乌 斯 变换 记 作 [>,q,r, s]. 

为 把 q 映 到 g = 0, s BRE s = 00, [z,q,7, 8] 的 分 子 分 母 分 别 含有 因子 (z 一 gq) 
和 (2 — 5). 所 以 [zg 本] = k (252), k 是 一 个 常数 , 最 后 因为 + 被 映 到 1, 所 以 


[mar s] = k (2) =1, 我 们 得 到 


r—s 










































































)(r = 8) 
z= s)(r =q) 


其 实 这 个 结果 并 不 像 从 帽子 里 变 出 兔子 那么 怪 . 比 默 比 乌 斯 的 研究 还 早 约 200 
年 , 德 沙 格 " 就 发 现 了 这 个 式 子 在 射影 几何 中 的 重要 性 , 而 称 它 为 z, gq,7,s( 依 这 个 
次 序 ”) 的 交 比 . 关于 它 在 这 方面 的 意义 , 习题 14 中 有 简明 的 解释 , 但 是 我 们 请 读 
者 参阅 Stillwell [1989, 第 7 章 ] 可 知 更 多 细节 与 背景 . 

现在 我 们 可 以 把 (3.24) 以 更 明显 的 形式 重 述 如 下 : 


[z, q, T, s] = z 













































































Rqr,s 为 另外 三 点 GTS WEN KASMEK z w= M(z) 由 
FAM 


(w- Or —8) (2—a@)(r— 8) 


(wo AFP = [w,¢,7, 5] = [z,q, r,s] = Czar (3.29) 




















在 每 个 具体 情况 下 , 很 容易 由 此 式 解 出 w 以 得 出 w= M (2) 的 显 式 表达 式 , 但 我 们 
没有 这 样 做 . 






































O Girard Desargues, 1591—1661, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
© 若 改 变 这 个 次 序 将 得 到 交 比 的 不 同 值 . 不 幸 的 是 , 对 于 应 该 按 哪 种 次 序 才 称 为 交 比 并 无 硬性 的 规定 . 
例如 , 我 们 的 定义 与 Carathéodory [1950], Penrose and Rindler [1984], Jones and Singerman 
[1987] 一 致 , 但 与 同样 很 常用 的 Ahlfors [1979] 的 定义 不 同 . 
(Ablfors 对 zq r,s 的 交 比 定义 为 ERUS, JARE (2,q,7,8). 注意 2 是 两 个 复数 之 比 ， 
EKRE Hel, 角度 为 arg(z — q) 一 arg(z 一 5). 这 个 比 称 为 “ 单 比 ”, 有 时 也 记 作 [z, g, s]. 于 是 
交 比 就 是 “ 单 比 ” 之 比 : [z, gq,7, 8] = [z, 9, s]/[7, 9g, s], 所 以 又 称 “ 复 比 ”或 GEME”, 它 的 许多 重 
要 性 质 都 可 由 这 个 几何 解释 来 说 明 . 请 参看 本 章 习 题 16. 一 一 译 者 注 ) 
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(3.29) 可 以 用 许多 有 用 的 方式 来 重 述 . 例如 , 若 一 默 比 乌 斯 变换 将 四 个 点 p,q,7,s 
分 别 映 为 Dgr, 5, 则 交 比 不 变 : [Dgr] = p gr 5]. KERE p,g,7,s 的 交 比 与 
DOT, S 的 交 比 相等 , 则 前 四 点 可 用 一 个 默 比 乌 斯 变换 依次 映 为 后 四 点 . 

回忆 一 下 (3.23), 我 们 也 可 得 出 以 下 结果 ( 见 图 3-27): 
































oe : g q 








图 3-27 


令 C 为 > 平面 上 过 qr s 的 唯一 圆周 , 而 这 三 个 点 按 其 定向 排 
列 . 类 似 地 , 令 为 由 平面 中 过 人 六 的 唯一 有 定向 圆周 . 这 时 , 由 sa 
(3.29) 给 出 的 默 比 乌 斯 变换 将 C RRA G, 而 且 将 位 于 C 左 侧 的 区 域 
映 为 位 于 C 左 侧 的 区 域 . 





这 个 结果 反 过 来 又 给 我 们 一 个 关于 交 比 的 更 生动 的 图 像 : w = |[z,g,7,s] 是 > 
在 这 个 唯一 的 默 比 乌 斯 变换 下 的 象 , 这 个 默 比 乌 斯 变换 把 过 q,r, s 的 有 定向 圆周 映 
为 实 轴 , 而 把 这 三 个 点 分 别 映 为 0,1l co. WR g,7,s 在 C 上 有 正定 向 , M C 的 内 域 
被 映 到 上 半 平 面 ; 若 有 负 定 向 则 C 的 内 域 被 映 到 下 半 平 面 . 这 一 点 在 图 3-28 上 夯 
了 出 来 , 由 它 我 们 立即 导出 圆周 C 的 一 个 干净 的 方程 














































































































[z q r, 引 2 
一 全 一 一 一 一 全 一 — r 
六 | 1 Č z 
Al 3-28 


一 点 p 落 在 过 q,r, s HAA C 上 , HARKS 
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Imlp, q,r, 8] = 0°. 


此 外 , 若 g,7,s 在 C 上 是 正定 向 (如 图 3-28 所 示 ), 则 p 在 CO 
的 内 域 当 且 仅 当 Im[p,g,7,s] > 0; 若 g,7,s 在 C 上 有 负 定 向 , 则 不 等 (3.31) 
RRAN <0. 


FP 给 出 了 一 个 更 初等 的 证 明 . 
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3.6 ” 黑 比 乌 斯 变换 作为 矩阵 ” 


3.6.1 “与 线性 代数 的 联系 的 经 验 上 的 证 据 


当 你 读 到 默 比 乌 斯 变换 的 群 性 质 时 , 可 能 会 感到 似曾相识 , 因为 我 们 得 到 的 结 
果 令 人 不 禁 想到 线性 代数 中 和 矩阵 的 性 态 . 但 是 默 比 乌 斯 变换 和 甜 阵 至 少 在 外 表 上 
颇 不 相同 , 那么 , 何以 默 比 乌 斯 变换 与 线性 代数 会 有 联系 ? 在 解释 其 理由 之 前 , 我 们 
把 相信 二 者 确 有 联系 的 经 验证 据说 得 更 加 明白 一 些 . 

我 们 先 把 每 个 默 比 乌 斯 变换 M(z) 与 一 个 2 x 2 矩阵 [M] 对 应 起 来 : 


ie rea a. a= |° I 



















































































cz+d c d 



































因为 默 比 乌 斯 变换 的 系数 是 非 唯一 的 , 其 相应 的 矩阵 自然 也 是 非 唯 一 的 : 若是 
非 零 常数 , 则 RLM] 应 与 [M] 相应 于 同一 个 默 比 乌 斯 变换 . 然而 , 若 令 (ad — be) = 1 
而 把 [M] 规范 化 , 则 相应 于 同一 个 默 比 乌 斯 变换 恰 有 两 个 可 能 的 矩阵 ， 若 称 其 一 
为 [M], 则 另 一 个 为 -[M]. 换言之 , 矩阵 可 以 确定 到 “相差 一 个 符号 ”. 这 个 看 来 平 
凡 不 足 道 的 事实 , 后 来 发 现在 数学 与 物理 中 却 有 着 深刻 的 含义 , 请 参看 Penrose and 
Rindler [1984, 第 1 章 ]. 

这 里 很 容易 发 生 混淆 , 所 以 给 出 警告 : 在 线性 代数 中 我 们 习惯 于 把 一 个 2 x 2 
矩阵 想 作 表 示 IR? 中 的 线性 变换 而 且 也 应 该 这 样 想 . 例如 (9 5) 就 表示 平面 
旋转 (1/2). 就 是 说 , 当 我 们 让 它 作 用 于 RP 中 的 向 量 (F) 时 , 有 


0 一 | x 一 x \, 
三 | ies 旋转 (1/2). 
1 0 yY x y 
O 这 就 是 说 , p,q, r,s 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 是 [p,q r,s] ASE. 实际 上 , 由 上 一 个 脚注 , [p, q,r, s] = 
jp=alir=st ei(1—62), 这 里 91 和 92 分别 为 由 (p—s) 到 (p—q) 之 间 的 角 和 由 (r— q) 到 (r—s) 之 
间 的 角 , 上 式 取 实 值 当 且 仅 当 01 一 0p = 0 或 x, 这 就 是 初等 几何 中 四 点 共 圆 的 条 件 . 请 参看 习题 15 
ZA, 由 它 即 得 p,q,7,s FIA, 其 逆 亦 真 . 用 类 似 方法 即 知 , pgr 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 它们 
的 单 比 [p,q,7] 为 实 . 这 一 点 说 明了 交 比 与 单 比 的 几何 意义 . 译 者 注 
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与 此 截然 不 同 的 是 , 相应 于 默 比 乌 斯 变换 的 矩阵 | ” “| 之 元 一 般 是 复数 , 因而 不 
能 看 作 R? 中 的 线性 变换 . 即使 令 这 些 元 是 实数 , 也 不 能 看 成 R 中 的 线性 变换 . 例 
如 矩阵 (9 A 相应 于 默 比 乌 斯 变换 M(z) = —(1/2), 它 肯定 不 是 C 中 的 线性 变换 
为 了 避免 混淆 , 我 们 在 记号 上 采纳 以 下 规定 : 采用 圆 括号 ( ) 表示 R? (或 C) 上 的 
线性 变换 , 而 方 括号 [ ] 则 表示 与 C 上 的 默 比 乌 斯 变换 对 应 的 短 阵 ( 这 个 矩阵 一 般 
ABO). 

尽管 有 这 个 警告 , 默 比 乌 斯 变换 与 表示 它 的 矩阵 之 间 却 有 惊人 的 平行 性 : 


恒 等 默 比 乌 斯 变换 E(z) = 2 对 应 于 恒 等 矩 阵 [2] = | 9] 



















































































。 具 有 和 矩阵 [M] = | ” 5] 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) 当 且 仅 当 此 矩阵 有 首 时 才 
有 逆 . 回想 一 下 [M] 为 非 奇异 当 且 仅 当 其 行列 式 det[M] = (ad — be) 为 非 

。 看 一 下 (3.25), 我 们 知道 逆 默 比 乌 斯 变换 M-:(z) 的 矩阵 正 是 道 矩 阵 [M] 
(注意 这 里 设 M 已 规范 化 ), 写 得 更 明白 些 , 有 

[m=] = [My 

。 在 线性 代数 中 , 我 们 用 矩阵 之 积 来 做 其 复合 , 事实 上 , 矩阵 乘法 法 则 就 是 
此 而 来 的 ， 如 果 我 们 把 相应 于 默 比 乌 斯 变换 Ma(z) 和 Mi(z) 的 矩阵 [M 
All (Mi) 相 乘 , 则 可 得 到 


az b2 ay bı | | aga, +b2¢c1 a2bı + body 
| cz də | | cl di | 7 | CoQ1 十 docl cob, + dod, 
但 是 再 看 (3.26)! 上 式 就 是 复合 的 默 比 乌 斯 变换 (Mo M1)(z) 的 矩阵 . 所 以 , 默 比 
乌 斯 矩阵 的 乘法 对 应 于 默 比 乌 斯 变换 的 复合 : 


[M2] | M1] = [M2 Oo Mj]. 



























































































































































3.6.2 ”解释 : 齐 次 坐标 

很 清楚 , 以 上 一 切 不 可 能 是 巧合 , 那么 , 究竟 发 生 了 什么 ?! 答案 是 简单 的 , 然 
而 也 很 微妙 . 为 了 理解 这 一 切 , 我 们 先 用 一 类 完全 新 的 坐标 系 来 描述 复 平面 . 我 们 
不 再 把 复数 用 两 个 实数 来 表示 : > = x 十 iy, 而 把 它 写 成 两 个 复数 31 与 32 Zt. © 


— ól 
32. 














































































































O 请 读者 特别 注意 , 以 下 使 用 了 不 同 的 字体 来 表示 不 同 的 概念 . 除了 上 面 说 的 用 ( ) 表示 R? 中 的 线 
性 变换 及 其 矩阵 , 而 用 [ ] 表示 C2 中 线性 变换 及 其 矩阵 外 , R? 中 的 元 的 笛 卡 儿 坐 标 用 通常 的 拉 
丁字 母 表 示 , 它们 构成 的 向 量 用 相应 的 黑体 ; C2 中 的 元 (及 其 齐 次 坐标 ) 则 用 这 些 字母 的 手写 花 体 
(Fraktur) 表示 , 它们 所 成 的 向 量 则 用 相应 的 黑体 表示 
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有 序 的 复数 对 [31,30] 称 为 复数 z 的 齐 次 坐标 . 为 使 这 个 比 有 适当 的 定义 , 我 们 
BER [31,32] Æ [0,0], 对 每 一 个 有 序 对 [31 任意 , 32 £0], 惟有 一 个 复数 = (31/32) 与 
之 对 应 , 但 对 复 平面 的 每 一 个 点 有 齐 次 坐标 的 无 穷 集合 [k31, kz] = kl31,32] 与 之 
对 应 , 这 里 的 大 是 一 任意 非 零 复 数 . 

形 如 [31,0] 这 样 的 复数 对 表示 什么 ? S 31 固定 而 32 趋 于 0, 很 清楚 , 必须 把 
(31,0) 与 无 穷 远 点 等 同 起 来 . 所 以 , 复数 对 [31,32] 的 全 体 为 扩充 的 复 平 面 提供 了 坐 
标 . 引入 齐 次 坐标 就 在 代数 上 完成 了 引入 黎 曼 球面 对 于 几何 学 所 做 到 的 事 它 
免除 了 o0 的 特殊 作用 . 

正如 用 R 来 记 实数 对 (x,y) 的 集合 一 样 , 我 们 用 C 来 记 复 数 对 [31,32] 的 
集合 . 为 了 凸显 R 5 C 的 区 别 , 我 们 用 圆 括号 (y) 表示 R 之 元 , 而 用 方 括号 
[31,32] 表示 C? 之 元 . 

正如 R? 中 的 线性 变换 可 以 用 实 2 x 2 矩阵 来 表示 一 样 , C? 中 的 线性 变换 则 用 
复 2 x 2 矩阵 来 表示 : 


ee 
32 w2 c d 32 

但 若 把 [31,32] 和 [to1, to2] 分 别 看 作 C 中 的 点 z = (31/32) 及 其 象 点 w = (101/12) 
的 C? 齐 次 坐标 , 则 上 述 C? 中 的 线性 变换 将 诱导 出 C 中 的 下 述 〈 非 线性 ) 变换 : 
ml a31+b32 _ a(31/32) +b az 十 


31 
= 上 w= = = = . 
32 woa C31 + d32 (31/32) +d cz+d 


是 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 ! 
就 这 样 我 们 解释 了 , 何以 C 中 的 默 比 乌 斯 变换 与 线性 变换 如 此 相似 一 一 它们 
就 是 线性 变换 , 只 不 过 作用 于 C? 的 齐 次 坐标 上 , 而 不 是 直接 作用 于 C 中 的 点 上 . 
和 交 比 一 样 , 齐 次 坐标 首先 也 是 出 现在 射影 几何 中 , 因此 也 称 为 射影 坐标 . 要 
想 更 详细 地 了 解 这 个 思想 的 历史 , 请 参看 Stillwell [1989, 第 7 章 ]. 我 们 还 不 能 不 提 
的 是 , 近来 , 采用 齐 次 坐标 是 在 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 伟大 概念 上 取得 进展 〈 也 是 强 有 
力 的 新 计算 技巧 ) 的 关键 . 这 一 整套 开创 性 的 工作 应 归功 于 罗 杰 ” 绢 罗 斯 狠 士 . 详 
见 Penrose and Rindler [1984], 特别 是 其 第 1 章 . 
3.6.3 ”特征 向 量 与 特征 值 * 


上 面 把 默 比 乌 斯 变换 表示 成 矩阵 给 了 我 们 进行 具体 计算 的 漂亮 而 且 实际 可 行 
的 方法 . 然而 , 意义 更 为 重大 的 是 , 它 也 意味 着 我 们 在 发 展 默 比 乌 斯 变换 理论 的 过 
程 中 , 突然 有 了 一 条 新 道路 , 可 以 通 向 属于 线性 代数 的 一 大 套 新 思想 和 新 技巧 . 
我 们 从 一 些 很 简单 的 事 开 始 . 我 们 前 面 提 到 过 , 两 个 非 奇异 默 比 马 斯 变换 的 复 
合 仍 为 非 奇 异 的 , 这 在 几何 上 是 很 明显 的 , 但 在 代数 上 则 远 非 如 此 . 我 们 的 新 观点 












































































































































a31 + b32 








c31 + d32 
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改正 了 这 一 点 , 因为 具 需 记 住 行列 式 的 下 述 初等 性 质 即 可 ， 
det{[Mz][M,]} = det|[ Mz] det|[ M1]. 

这 样 ， 如果 det[M] # 0, det[M] # 0, 自然 有 det{[Mo][Mi]} # 0， 这 就 是 我 们 
想 要 证 明 的 ， 这 也 对 于 使 用 规范 化 的 默 比 乌 斯 变换 的 优点 有 了 新 的 看 法 ， 因 为 若 
det[Mal = 1, det[M,] = 1, W| det{[M2][Mi]} = 1. 这 样 , 规范 化 的 2 x 2 矩阵 构成 一 
个 群 一 一 非 奇异 矩阵 的 整个 群 的 子 群 
作为 第 二 个 例子 , 考虑 C? 中 的 线性 变换 [M] = | " 5] 的 特征 向 量 . 特征 向 
量 的 定义 就 是 这 样 一 个 向 量 3 = (8), 其 “方向 ”在 变换 下 不 变 , 即 它 的 象 只 不 过 是 
原 向 量 的 倍数 Ag. 这 个 倍数 因子 A 称 为 此 特征 向 量 的 特征 值 . 换言之 , 特征 向 量 必 


满足 以 下 方程 : 
f e [| 
c d 32 32 


用 相应 的 C 中 的 默 比 乌 斯 变换 来 说 , 这 意味 着 z= (31/32) 被 映 为 M(z)= (X31/N32) = 
z, 所 以 
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z= (31/32) 是 M(z) 的 不 动 点 , HAH g= [21] 为 [MI 的 特 
征 向 量 . 
注意 , 这 种 方法 的 一 个 直接 好 处 是 , 在 有 限 远 不 动 点 和 oo 处 的 不 动 点 之 间 再 
也 没有 实际 区 别 了 , 因为 后 者 只 不 过 是 对 应 于 形 如 | 30 | 的 特征 向 量 的 不 动 点 而 已 . 
例如 , 看 一 看 我 们 可 以 多 么 漂亮 地 重新 导出 : co 为 不 动 点 当 且 仅 当 M(z) 为 相似 变 
Be. oo 为 不 动 点 , 则 


Petal Pe aces 31 | _ | 431 
0! led olo C31 i 
IPE c= 0, A= a 而 且 M(z) = (a/d)z + (b/d), 即 为 相似 变换 . 
回想 一 下 , FEE [M] 表示 默 比 乌 斯 变换 M(z), 则 将 [M] 之 元 全 乘 以 大 所 得 
的 矩阵 kLM] 也 表示 这 个 变换 . 特征 向 量 承载 了 关于 M(z) 的 几何 信息 这 件 事 表现 


在 特征 向 量 与 k 的 选取 无 关上 . 事实 上 , 若 3 为 [M] 的 一 个 特征 向 量 (特征 值 为 
A), 则 它 也 是 kM] 的 特征 向 量 , 但 是 对 应 于 另 一 特征 值 kà: 


(3.32) 




























































































































































































{k [M]} 3 = kàs: 


既然 特征 值 确实 依赖 于 的 任意 选择 , 看 起 来 特征 值 与 映射 M(z) 的 几何 本 性 无 
关 . 然而 , 令 人 十 分 惊奇 的 是 : 若 [M] 是 规范 化 的 , 真实 情况 恰好 相反 ! 我 们 将 在 下 
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一 节 证 明 : 规范 化 的 矩阵 [M] 的 特征 值 完 全 决定 了 相应 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) 的 
几何 性 质 . 在 等 待 这 一 结果 时 , 让 我 们 对 特征 值 做 进一步 的 研究 . 

回忆 一 下 , [M] 的 特征 值 是 所 谓 特 征 方程 det{[M] 一 AE] = 0 之 根 , 这 里 [E] 
是 恒 等 矩 阵 | O]. 利用 [M] 已 规范 化 这 一 事实 , 我 们 知道 特征 方程 如 下 | 练习 ]: 





















































X? — (a+d)à+1=0, 


它 可 以 写 为 《以 后 要 用 到 这 一 点 ) 





1 
和 十 又 一 0 十 又 (3.33) 


关于 这 个 方程 , 我 们 注意 到 的 第 一 件 事 是 , 在 典型 情况 下 , 它 有 两 个 特征 根 Ad 
与 和 2, 而 且 它 们 完全 由 (a+ d) 之 值 决定 . 检查 一 下 特征 方程 的 系数 立即 可 得 出 



























































AjAg = 1 且 Ay 十 A2 = (a+ d). (3.34) 














这 样 , 若 已 知 AL, 则 A = (1/ 和 1). 强调 这 一 点 是 因为 如 果 只 从 特征 值 的 公式 

















crore ; {(a+d) + la+ d}? =a} 


























来 看 , 这 件 事 并 不 显然 . 
线性 代数 爱好 者 会 很 快 认 出 , (3.34) 只 是 关于 nxn FM N 的 特征 值 和 ,和 2,:… ， 
An 的 一 般 结果 











MMN2 :Mn = det N, 和 二 X 二 .十 SN 


的 一 个 特例 , 这 里 trN = (N 之 主 对 角 线 上 元 素 的 和 ) 称 为 N 的 迹 . 为 了 今后 的 
应 用 , 回想 一 下 迹 函 数 的 以 下 很 好 的 性 质 : 若 N 5 已 ARR nx n FER, 则 


tr{ NP} = tr{PN}. (3.35) 



































在 2 x 2 SEEN PF (我们 以 后 仅 需 这 一 点 ), 这 可 以 通过 直接 计算 来 证 明 [ 练 
习 ]. 
3.6.4 “球面 的 旋转 作为 默 比 乌 斯 变换 * 

这 一 小 节 是 选读 的 , 因为 它 的 主要 结果 只 在 第 6 章 中 需要 . 此 外 , 在 第 6 章 里 
可 以 用 一 个 好 得 多 也 简单 得 多 的 方法 得 到 同样 的 结果 . 这 一 小 节 的 目的 仅 在 于 进 一 
步 说 明 默 比 乌 斯 变换 与 线性 代数 之 间 存 在 的 联系 . 
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我 们 来 研究 C 中 的 两 个 向 量 p 5 q “ERX” EMAR 
与 q 为 正 交 当 且 仅 当 它们 的 点 积 为 0: 


p q 
»a=( ') ' ) >ra tpn =o 
P2 q2 


所 以 对 于 C2 中 的 复 向 量 p 和 q, 采用 同样 的 规定 : # p q=0, 则 定义 p 5 qE 
交 ” 似 乎 也 是 很 自然 的 . 但 这 是 不 行 的 , 特别 是 , 我 们 希望 一 个 非 零 向 量 与 自己 的 
点 积 为 正 , 但 举例 来 说 , 我 们 有 iz] . EB = 0, 看 来 , 点 积 并 不 适用 于 C. 

这 个 困难 的 标准 解决 方法 是 把 点 积 p .9q 推广 为 所 谓 内 积 ?(p,q) 三 五. a: 


(p,q) = (| 2 | | n |) = Pia Fa 
p2 q2 


我 们 不 能 说 明 何以 这 才 是 “正确 ”推广 的 全 部 原因 , 但 是 应 该 看 到 , 内 积 也 具有 点 
积 的 以 下 很 好 的 性 质 : 





et 











CG. R? 中 的 两 个 向 量 p 













































































































































































(p,p)>0, 而 (p,p) ==0 SAMS ha = 0= pz; 











(p +q, £) = (p, £t) 十 (qt) 以 及 (t,p +q) = (t, p) + (t, q). 


然而 , 它 不 是 可 交换 的 : (q, p) = (p, q). 
我 们 现在 约定 : 说 pp Gq 为 “ 正 交 ”的 , 当 且 仅 当 























(p,q) = Pidi + P202 = 0. 
如 果 用 点 p= (pi/p2) 与 (qi/q2) (p,q 是 它们 的 齐 次 坐标 ) 的 语言 来 说 , 这 种 
“ 正 交 ”的 意义 是 什么 ? 答案 很 令 人 吃惊 . 很 容易 验算 , 以 上 方程 表示 q = —(1/D), 
所 以 我 们 可 由 (3.22) 导出 : 





















































C 中 的 两 个 向 量 为 正 交 , 当 且 仅 当 它们 是 黎 曼 球面 的 两 个 对 径 点 的 
齐 次 坐标 . 





设 我 们 能 找到 C? 中 一 个 可 以 类 比 于 旋转 的 线性 变换 [R] 一 一 那么 , 相应 的 
默 比 乌 斯 变换 R(z) 将 诱导 出 黎 曼 球面 并 上 的 什么 变换 ? 所 谓 “ 可 类 比 于 旋转 ”就 
是 指 [R] 保持 内 积 不 变 : 






































([R]p, [R]a) = (p, a), (3.36) 








@ 第 1 章 中 定义 的 点 积 (或 称 数量 积 ) 在 多 数 文献 中 也 称 为 内 积 . 在 有 必要 对 实 与 复 情况 加 以 区 分 时 ， 
则 称 及 ”中 的 内 积 为 欧 几 里 得 内 积 , 而 称 C 中 的 内 积 为 尼 米 特 内 积 . 译 者 注 
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寺 别 是 , 这 种 [R] 把 翌 上 的 每 一 对 正 交 的 对 径 点 变 为 另 一 对 正 交 的 对 径 点 . 我 们 这 
里 不 做 详 证 , 只 指出 因为 上 的 这 个 变换 也 是 连续 且 共 形 的 “, 它 就 只 能 是 2 上 
的 旋转 . 

我 们 希望 得 到 的 内 积 的 不 变性 (3.36) 可 以 用 一 种 所 谓 共 斩 转 置 ”运算 〈 用 上 
标 * 表示 ) 来 干净 利落 地 表示 . 一 个 矩阵 或 向 量 的 共 斩 转 置 是 把 其 元 素 代 之 以 其 
PEACE, 再 把 行列 对 调 : 
















































































S = [PoP] 而 [R]* = 




















习 ], 我 们 看 到 , (3.36) 现在 可 以 写 为 




















p {[R]"[R]}a = p*a. 
此 式 当 
本 = 后 (3.37) 


时 自然 成 立 , 线性 代数 中 又 证 明了 它 也 是 必要 条 件 . 
满足 (3.37) 的 矩阵 在 数学 和 物理 学 中 都 极为 重要 , 它们 称 为 酉 矩阵 . 在 现在 的 
规范 化 的 2 x 2 EBES F, 我 们 很 容易 发 现 满足 (3.37) 的 最 一 般 的 本 矩阵 [R] 就 
是 满足 [J* = [Bj-! 的 矩阵 : 
a b 
-b a | | 


[i] > 


在 上 面 的 推导 中 虽然 留 下 了 一 些 令 人 不 满 的 空缺 , 但 是 我 们 终于 得 到 一 个 重要 














































































































的 真理 : 黎 曼 球 面 的 最 一 般 旋 转 可 以 表示 为 以 下 形状 的 默 比 乌 斯 变换 
az+b 
R(2) = (3.38) 








其 实 高 斯 早 在 1819 年 左右 就 最 早 地 发 现 了 它 . 











O 如 果 它 是 不 连续 的 , 则 它 可 以 把 D 上 两 个 对 径 的 小 块 互相 对 调 , 但 保持 小 块 以 外 的 点 不 动 . 如 果 它 
虽 是 连续 的 却 是 反共 形 的 ， 则 它 可 以 是 把 每 一 点 映 为 其 对 径 的 点 , 或 映 为 其 对 某 一 过 号 中 心 的 平 
面 的 反射 点 . 
@ 这 个 运算 在 整个 数学 中 意义 重大 , 而 且 时 党 称 为 伴随 运算 , 所 以 这 里 使 用 伴随 (adjoint) 二 字 更 好 . 

一 一 译 者 注 
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3.7 ”可 视 化 与 分 类 * 


3.7.1 ”主要 思想 





里 然 将 一 般 的 默 比 乌 斯 变 ] 








He M(z) 分 解 为 较 简单 的 变换 (3.3) 在 获得 新 结果 方 





面 是 有 价值 的 , 却 使 M(z) 看 起 来 比 它 原本 的 状况 更 复杂 了 . FEAT, 我 们 通过 













































































ce 

















种 . 这 种 分 类 格式 背后 的 可 爱 





细致 地 考察 其 不 动 点 来 揭示 民 
也 可 视 化 . 在 这 个 过 程 中 , 我 们 ; 
加 清楚 , 每 一 个 M(z) 将 “等 价 了 


的 思想 应 归功 于 克 羔 因 . 



































隐藏 着 的 简单 性 , 这 使 默 比 乌 斯 变换 能 更 棚 棚 如 生 
各 对 前 面 提 到 的 默 比 马 斯 变换 可 以 分 成 四 类 看 得 更 
P” 图 3-26 所 示 的 四 种 类 型 变换 的 一 种 而 且 仅 只 一 























一 开始 , 设 M(z) 有 两 个 不 同 的 不 动 点 & 5 E 现在 看 图 3-29 之 左 图 , 特别 
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有 虚线 画 的 经 过 不 动 点 的 几 


























是 
身 的 映射 z w= M(z), W C H 





周 族 Ci. 如 果 把 M(z) 
PF 的 每 个 圆周 将 被 映 为 C1 中 的 另 一 个 圆周 . [A 























看 作 一 个 把 这 个 图 形 映 为 














仍然 看 图 3-29 的 左 图 . it p CK 
是 位 于 连接 不 动 点 的 线段 之 外 . RK 是 以 p 为 中 心 、 
则 E 与 所 关于 KK 对称. 这 样 KK 必定 正 交 于 C1 中 的 每 个 圆周 ( 见 图 3-9, 那里 的 
q 就 是 现在 的 p). 改变 p 的 位 置 就 得 到 一 族 这 样 的 贺 






































图 3-29 





上 未 标 出 ) 是 过 & 与 é 的 直线 上 的 一 点 , 但 


















































[p€+][pé_] 为 半径 的 圆周 ， 












































周 , 记 为 C2 [图 上 的 实 线 ], 使 


得 E45 E 关于 C2 中 的 每 个 圆周 都 对 称 , 而 C2 的 每 个 元 均 正 交 于 Ci 的 每 个 元 . 





现在 来 讲 主要 思想 : 对 图 3-29 之 左 图 
( 设 为 E, ) 映 到 0, 而 将 另 一 个 不 动 点 (E_ ) 映 到 co. 图 3-29 2 
此 默 比 乌 斯 变换 下 的 象 . 这 种 默 比 乌 


























做 一 默 比 乌 斯 变换 F (x), 将 不 动 点 之 一 











右 图 画 出 了 左 图 在 





















































斯 变换 最 简单 的 例子 就 是 











F(z) = za ht 


z-€_ 
因为 F 是 默 比 乌 





注意 , 我 们 没有 费心 地 把 它 规范 化 .] 











斯 变换 , 它 必 将 C1 之 各 个 元 


























映 为 经 过 0 与 oo 的 圆周 , 即 过 原点 的 直线 [ 右 图 虚线 ]. 此 外 , 因为 是 共 形 的 , 所 
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以 两 条 这 样 的 直线 在 原点 所 含 的 角 必 等 于 C 中 相应 圆周 在 & 处 所 含 的 角 . 为 了 
使 这 一 点 更 容易 看 出 来 , 我 们 把 Ci 中 的 各 个 圆周 过 tj 的 方向 都 画 得 均匀 地 分 布 ， 
使 每 两 个 相 邻 圆周 的 交角 均 为 (0/6). 

作为 一 个 附 言 , 我 们 现在 对 正 交 于 C1 的 圆周 族 Cs 的 存在 有 了 第 二 个 更 简单 
的 证 明 . 因为 图 上 画 的 以 原点 为 中 心 的 圆周 ( 实 线 ) 都 正 交 于 过 0 的 直线 , 所 以 它 
们 在 FO! 下 的 象 必 为 正 交 于 C1 中 每 个 元 的 圆周 . 

接着 , © F = F(z) MG = F(w) X zM w= M(z) E F OPFOR. 我 们 现 
在 可 以 把 F 想 作 把 左 图 的 默 比 乌 斯 变换 >  w = M(z) 变 为 右 方 的 一 个 变换 
ZH wo = M(2). 更 明确 地 说 , 有 





















































N 
7, 









































所 以 

M=FoMoF 7! (3.39) 
因为 M 是 三 个 默 比 乌 斯 变换 的 复合 , 它 自己 也 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 . 此 外 , 由 构造 
M 的 方法 可 知 , M 的 不 动 点 就 是 0 和 oo. 但 是 我 们 已 经 看 到 , 若 一 个 默 比 乌 斯 变 
换 使 这 两 点 不 动 , 它 只 能 是 如 下 形式 的 : 
M(Z) = mz, 
这 里 m = plo 只 不 过 是 一 个 复数 . 从 几何 上 说 , M 正 是 由 旋转 一 个 角 a 与 按 因 子 
p 伸缩 复合 而 成 . 
这 个 复数 m 不 仅 构成 了 对 M 的 完全 描述 , 而 且 我 们 马上 就 会 看 到 , 它 也 完全 
地 刻画 了 原来 的 默 比 乌 斯 变换 的 几何 本 性 . 数 m 称 为 M(z) 的 乘 子 . 
3.7.2 ”椭圆 型 、 双 曲 型 和 斜 驶 型 变换 

在 往 下 读 之 前 , 请 回忆 一 下 形 如 ME = mz 的 默 比 乌 斯 变换 的 分 类 ( 见 图 
3-26a, 图 3-26b, 图 3-26c) . 

如 果 M 是 椭圆 型 的 , 即 为 对 应 于 m = eic 的 纯粹 旋转 , 就 称 M(z) 为 椭圆 型 默 
比 乌 斯 变换 . 因为 M 当 且 仅 当 它 把 每 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 映 为 自身 时 才 是 
个 旋转 , 所 以 M(z) 当 且 仅 当 它 把 Co 中 的 每 一 个 圆周 都 映 为 自身 时 才 是 椭圆 型 的 ， 
图 3-29 右 图 画 出 了 a= (x/3) 时 M 对 之 的 效果 . 在 左 图 中 可 以 看 到 M 的 对 应 的 
无 疑义 效果 : 它 让 z 点 沿 着 它 所 在 的 C2 圆周 运动 , 一 直到 达 与 原来 过 z 的 01 区 
周 成 角 (x/3) 的 Cy 圆周 为 止 . 

图 3-30” 的 目的 是 给 这 个 默 比 乌 斯 变换 一 个 更 生动 的 形象 . 每 个 有 阴影 的 “ 正 



































































































































































































































































































































方形 ”都 被 M(z) 映 为 第 头 所 指 的 下 一 个 有 阴影 的 “正方 形 ” 有 一 些 “正方形” 
O 图 上 的 阴影 和 黑色 区 域 是 受 Ford [1929, 第 19 页 ] 的 启发 画 出 来 的 . (注意 , 因为 图 上 每 个 C2 圆 都 被 
































分 成 12 W, 所 以 每 一 块 只 “ 占 了 ”(x/6) = 30°. 一 一 译 者 注 ) 
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被 涂 上 了 黑色 是 为 了 强调 这 一 点 . 这 个 图 除 一 点 以 外 可 以 看 作 是 典型 的 . 因为 我 们 
H 











取 a = (2/3), 所 以 连续 映射 6 次 就 得 到 恒 等 映射 , 所 以 我 们 说 M 


有 周期 6. 更 




















一 般 的 情况 是 a = (m/n)2x, (m/n) 是 既 约 分 数 , 则 M 具有 周期 n. 4 




















典型 的 , 更 一 般 的 (ay27) 为 无 理 数 , 则 不 论 施行 M 多 少 次 都 不 会 得 到 恒 等 映 射 . 















































如 果 M 是 双 曲 型 的 , 即 为 一 个 纯粹 的 伸缩 而 m = p 关 1 就 称 M(z 








) 为 双 曲 型 


默 比 乌 斯 变换 . 因为 当 且 仅 当 M 将 每 一 条 过 原点 的 直线 映 为 其 自身 时 它 才 是 一 个 
伸缩 , SAM M(z) 将 每 一 个 C1 圆周 映 为 其 自身 时 它 才 是 双 曲 型 的 . 图 3-31 画 






































作用 对 调 . 











图 3-31 
最 后 , 若 m = pel 为 一 般 的 复数 , 而 M 是 一 个 旋转 和 一 个 伸缩 的 复合 , 则 M 

















就 称 为 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 . 这 时 , C1 圆周 与 C 圆周 均 是 不 变 的 , 图 













































































3-32 E Hj H 
了 确 为 不 变 的 曲线 , 这 图 上 也 画 出 了 对 e 附近 的 小 “正方 形 ”( 黑 色 小 块 ) 连续 施 





出 了 一 个 p> 1 时 的 这 种 变换 . 注意 , 如 果 我 们 对 任意 图 形 (例如 E 附近 的 黑色 小 
“正方 形 ” ) 连续 地 施加 这 个 映射 . 则 此 图 形 总 是 被 从 & 排斥 出 去 , 最 终 被 吸入 E, 
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加 M 的 效果 . 在 研究 这 个 图 形 时 , 注意 到 下 述 结果 是 有 好 处 的 : 


PA 





图 3-32 


有 具有 不 动 点 4 以 及 夹子 m = pel? AEA Rr SRB 
面 两 个 变换 的 复合 (次序 无 关 ) : (i) RFA m = eia 而 不 动 点 为 Ei 
的 椭圆 型 默 比 乌 斯 变换 ; (ii) RFA m = p 而 不 动 点 为 E 的 双 曲 型 
默 比 乌 斯 变换 . 


和 双 曲 型 变换 一 样 , 斜 驶 型 变换 有 一 个 不 动 点 是 排斥 性 的 , 另 一 个 不 动 点 为 吸 
收 性 的 . 图 3-32 中 画 的 是 a > 0,p > 1 的 情形 . 如 果 a Ah, 或 如 果 p < 1, 图 形 看 
起 来 会 是 什么 样 ? 
3.7.3 “” 乘 子 的 局 部 几何 解释 

在 图 3-29 上 我 们 其 实 是 随心 所 欲 地 选择 让 €, 而 不 是 和 AK F PRE 0, 在 这 个 
意义 下 , 我 们 关于 此 乘 子 m 的 定义 其 实 并 不 明确 : 如 果 我 们 是 让 和 被 映 到 0, 那 
么 得 到 的 m 的 新 值 与 现 已 算出 的 m 之 值 有 何 关系 ? 

注意 , (3.39) 可 以 写 为 (Fo M) = (M o F). EW w = M(z), 再 回忆 一 下 不 的 


定义 , 我 们 就 有 E 
w — + = Z — G+ 
Sit =m (2E), (3.41) 
[这 个 公式 通常 称 为 默 比 乌 斯 变换 的 正规 形式 (normal form) .] 在 其 中 将 & 5 E 
互 换 就 等 价 于 将 € 映 到 0 HK E, 映 到 oo. 这 时 我 们 就 有 


w— é} es 1 (==) 
w-€& mm\z-—é€ 
所 以 乘 子 就 从 m EN (1/m), 而 这 两 个 值 都 同样 有 资格 被 称 为 “此 ” 乘 子 . 所 以 我 
们 要 把 自己 的 语言 弄 精确 一 点 , 并 称 (3.41) 中 的 m 为 相应 于 E 的 乘 子 , 有 时 也 写 








(3.40) 
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VE m, 以 强调 这 一 点 . 用 这 样 的 语言 , 我 
到 数 . 我 们 试 着 
图 3-29, 其 中 相 


乘 子 互 为 


ose 


4 



























































直接 地 理 
£4 为 中 心 




















解 它 而 不 借助 图 
的 同心 圆周 族 . i 








域 时 , C1 中 的 区 














更 多 地 从 几何 上 到 
WF é& 的 乘 子 是 m = e 
3-29 WA 











都 与 Ci 之 每 个 





从 这 些 说 明 
以 E, 为 中 心 旋 转 (zy3) 























fal Jed] TES. 
就 可 以 看 得 很 清 























CHE 6 


门 刚才 证 明 的 就 是 : 相应 于 两 个 不 动 点 的 
LE 解 这 件 事 . 





一 


"3). 现在 , 我 们 想 用 图 





3-30 来 





Al. 越 是 接近 €4, Co 中 的 圆周 就 越 是 像 以 
这 是 很 容易 理解 的 : (A) 当 我 们 考虑 
象 这 些 圆周 在 E 处 的 切线 ; (B) | 


t+ 的 越 来 越 小 的 邻 
定义 , C2 的 各 个 元 




















: 的 无 穷 小 邻 域 中 ) M 的 局 部 效果 就 是 














类 似 的 推理 对 &_ 的 无 穷 小 邻 域 也 适用 , 但 
KEE E 的 大 小 相同 方向 相反 的 旋转 . 所 以 


这 就 是 与 ép 





图 




















M Æ é 处 的 


HART my = id 的 意义 . 当然， 


3-30 可 知 , SE £4 的 正 向 旋转 必然 带 
局部 效果 是 旋转 — (7/3), 











而 相应 的 乘 子 m- 就 是 eiW3) = (1/m+), 这 正 是 我 们 需要 的 解释 . 





如 果 看 图 3-31 就 会 了 解 到 在 双 











部 效果 是 以 &4 AH 






































£ 
此 图 上 也 可 以 看 得 很 清楚 ， 
ji 


AV RUT DSR FEI 
而 只 是 满足 于 说 明 , 我 人 
部 效果 ”来 从 几何 上 重新 解释 . 
我 们 用 Z= 














(2-& 























P 心 的 放大 一 一 我 们 马 - 


] 原 来 的 代数 论 订 








W 


ARI 












































| 型 变换 情况 下 也 有 同样 的 现象 . 在 此 图 中 与 
+ 相应 的 乘 子 是 m= p > 1, 这 一 点 可 以 解释 为 : 在 E 的 无 穷 小 令 域 中 , M 的 局 
上 就 可 证 明 ,“ 局 部 放大 因子 ”就 是 p. 从 
在 E 的 无 穷 小 邻 域 中 , M 的 局 部 效果 是 压缩 , 所 以 与 
应 的 乘 子 是 实 的 而 且 小 于 1. 然而 还 不 清楚 , 这 个 乘 子 是 否 正 是 (1/p), 而 我 



































.) Al W = (w — €4) 来 记 | 
到 其 象 点 w= M(z) 的 复数 . RECA H 
则 M 的 效果 就 是 把 2 旋转 
证 明 这 一 点 , 注意 (3.41) 可 写 为 





























的 .这 当然 也 可 以 用 几何 方法 证 明 , 但 是 我 们 现在 不 去 证 明 它 ， 
F 如 何 可 以 用 M 在 各 个 不 动 点 邻 域 的 “局 





























E 连接 到 > 点 以 及 由 E 连接 




















上 《而 且 部 分 地 证 明了 ): 若 2 是 无 穷 小 ， 
fa 和 以 p 为 因子 伸缩 . 换言之 , W = m2. 为 了 








Z 





当 读 完 下 一 











on 








ea, 可 以 再 区 

















个 复 函 数 的 例子 . 


3.7.4 ”抛物 型 变换 


我 们 现在 对 于 具有 两 个 不 动 点 的 默 比 乌 斯 变换 已 经 有 了 很 透彻 的 了 解 , 所 以 余 


个 不 动 点 E 的 情况 , 这 时 M 称 为 抛物 型 默 比 马 斯 变换 . 











下 的 只 是 要 处 理 M 只 有 























顾 一 下 我 们 这 里 做 的 事 ， 


w— =) 
z= jJ 
Z 趋 于 0 时 , 2 Al w 二 者 都 趋 于 上, 所 以 上 式 右 方 的 分 数 最 终 等 于 m. 这 样 W 


Ne 
最 终 等 于 mZ, 这 就 是 需要 证 明 的 事 . 





























出 来 , 这 只 是 微分 


Ak 
Ke 
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请 看 图 3-33 的 左 图 , 但 暂 不 要 去 管 那里 的 箭头 . 我 们 在 这 里 画 出 了 两 族 圆 周 : 
一 族 是 实 线 画 的 , 它们 都 通过 不 动 点 &, 而 且 是 沿 同一 方向 ; 男 一 族 是 用 虚线 画 的 ， 
它们 也 都 通过 不 动 点 &, 但 是 沿 一 个 正 交 的 方向 . 注意 因为 这 两 族 圆周 在 & 处 是 正 
交 的 , 所 以 每 一 族 中 各 取 一 圆周 , 二 者 在 它们 的 第 二 个 交点 处 (由 对 称 性 ) 也 必 正 
交 . 图 3-33 的 右 图 画 出 了 , 当 我 们 用 默 比 乌 斯 变换 

1 

z—€ 
FE € 变 为 oo 后 , 这 两 族 圆 周 将 变 成 什么 ? 很 清楚 , 这 两 个 正 交 圆 族 将 变 成 两 个 互相 
正 交 的 平行 线 族 [练习 ]. 反 过 来 , 车 对 右 图 的 两 个 正 交 直线 族 施 以 G-1 就 得 到 左 
图 的 两 个 过 & 的 正 交 圆周 族 . 

和 前 面 一 样 , @ E= G(Z) 和 让 = G(w) 为 z Mew = M(z) 在 右 图 上 的 
象 , 则 左 图 的 默 比 乌 斯 变换 z> w= M(z) 必 在 右 图 诱导 出 另 一 个 默 比 乌 斯 变换 
Z= = MZ), 其 中 























G(z) = 





M = GoMoGt. 
因为 oo 是 M 的 唯一 不 动 点 , 由 此 导出 M 只 能 是 一 个 平移 : 





M(z) =Z+T. 





现 设 右 图 上 的 箭头 表示 平移 了 的 方向 . 如 图 所 示 , 我 们 按照 T 画 一 个 网 格 , 则 每 一 
个 有 阴影 的 正方 形 被 M 映 到 下 一 个 有 阴影 的 正方 形 . 我 们 这 样 就 得 到 图 3-33 £ 
图 上 原来 的 抛物 型 默 比 乌 斯 变换 M 作用 的 生动 形象 : 每 个 实 线 圆 周 变 为 其 自身 ; 
每 个 虚线 圆周 变 为 另 一 个 虚线 圆周 ; 而 阴影 区 域 都 变 成 箭头 所 指 方向 的 下 一 个 阴影 
区 域 . 




















如 果 M(z) = ZE 是 规范 化 的 , 则 由 (3.27) 可 知 , 当 且 仅 当 (a+d) = 士 2 时 M 


CZ 


为 抛物 型 的 , 而 这 时 的 不 动 点 为 《= (a 一 d)/2c. 现在 我 们 用 系数 来 表示 平移 T. 
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为 (Go M) =(MoG), M 的 所 谓 正 规 形式 应 由 下 式 给 出 





1 1 


HT. 





we ZE 
因为 M Ki z= 00 WEN w= (a/c), 所 以 我 们 得 出 


























这 里 + 号 的 取 法 与 (a 十 qd) 的 符号 一 致 . 
3.7.5 “计算 乘 子 * 











我 们 已 经 看 到 了 乘 子 m 如 何 决定 默 比 乌 斯 变换 的 特性 ， 
M(z) = 45 的 系数 直接 决定 乘 子 m 的 特性 . 








CZ 














假设 我 们 已 经 算出 了 不 动 点 6， 例如 使 用 (3.27) 








= IC, 














w = (a/c), 由 正规 形式 (3.41) 可 知 与 & 相关 的 乘 子 是 


_ a— c+ 





a— cê 


例如 , 考虑 复 反 演 z (1/2). 不 动 点 是 方程 z = (1/2) 之 解 , 即 é = 1. 所 以 
恰好 与 相应 于 £- = —1 RT (1/m) 














相应 于 & = 1 KR Te m= 一 1 = e, 而 它 





相同 . 所 以 , 复 反 演 是 椭圆 型 的 , 而 每 个 不 动 点 的 无 穷 小 邻 域 只 是 绕 该 点 旋转 x. 请 





用 计算 机 来 检验 这 个 预测 . 
































如 果 你 愿意 , 可 以 直接 将 (3.27) 代入 (3.42) KKH 
果 我 们 只 想 要 知道 默 比 乌 斯 变换 的 特性 , UT H 





























Vn = ene. 


Ta 








现在 要 说 明 怎 样 









































注意 , 这 个 式 子 的 对 称 性 意味 着 , 若 m 是 一 个 解 , 则 (1/m) 也 是 

















该 是 这 样 . 我 们 不 必 去 管 如 何 由 (3.43) 解 出 m, 总 之 可 以 得 











范 化 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = Z 是 

















因为 M 将 > = co IRA 


(3.42) 

















Hom 的 完全 显 式 的 公式 . 如 
上 下 进行 . 
结果 是 (我们 马上 就 来 证 明 ) m 由 以 下 方程 与 规范 化 的 默 比 乌 斯 变换 相关 联 : 


(3.43) 


一 个 解 . 当然 也 应 


出 以 下 的 代数 分 类 : 规 





(3.44) 


椭圆 型 的 , 当 且 仅 当 (at+d) 为 实数 且 la 二 dl <2; 
抛物 型 的 , 当 且 仅 当 (a 十 d) 为 实数 且 (a+d) =4 
双 曲 型 的 , 当 且 仅 当 (a 十 d) 为 实数 且 |a+d| > 2; 
斜 驶 型 的 , 当 且 仅 当 (a 十 d) 不 为 实数 而 为 复数 . 








提示 : EH y= xz 十 1/z 的 草图 就 可 以 得 到 更 好 的 感觉 . 
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为 了 漂亮 地 导出 (3.43), 可 以 使 用 矩阵, 把 (3.39) 重 写 为 











[M] =[F[M][F]-! => det[M] = det{[F][F] 7t} det[M] = det[M]. 





这 样 , 不 论 [F] 是 否 规范 化 , 当 且 仅 当 [A] 为 规范 化 时 [M] 才 是 规范 化 的 ,因为 
M(2) = mz, 它 的 规范 化 的 矩阵 就 是 练习 CM] = [MV 9, ]- 回忆 (8.35), 我 们 
就 可 导出 















































Vm = tr {[F][M][F] +} = tr {[F][F] + [M]} = tr[M] =a + a, 


1 
Vm 


证 毕 . 





3.7.6 ”用 特征 值 解释 乘 子 * 
若 [M] 是 一 个 C? 中 的 线性 变换 , 我 们 在 (3.32) 中 已 经 看 到 , 它 的 特征 向 量 就 
是 相应 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) 的 不 动 点 的 齐 次 坐标 . 我 们 还 说 过 , 若 [M] 是 规 
的 , 则 其 特征 值 完全 决定 了 M(z) 的 特性 , 现在 我 们 可 以 更 进一步 指出 : 
若 M(z) 的 一 个 不 动 点 表示 为 规范 化 矩阵 [M] 的 一 个 特征 向 量 
(特征 值 为 入) ,， 则 相应 于 此 不 动 点 的 乘 子 m 将 由 m= 1/X? 给 出 . 












































(3.45) 





在 证 明 它 之 前 , 我 们 先 以 复 反 演 z 一 (1/2) 为 例 来 说 明 它 , 我 们 已 经 知道 , 这 
时 的 不 动 点 是 +1, 而 相应 于 它们 的 乘 子 均 为 m= -1, 我 们 可 以 容易 地 找到 规范 化 
矩阵 为 [9 JEA. 如 果 我 们 选 一 有 限 远 点 z 的 齐 次 坐标 向 量 为 | 了 |, 则 相应 于 


















































不 动 点 = +1 的 特征 向 量 是 | 车]. 因为 


ARRE PE le ed 

i 0 1 1 i 0 1 1 

可 见 它们 的 特征 值 为 = +i, 这 是 与 (3.45) 相符 合 的 . 

回 到 一 般 情况 , 比较 (3.38) 与 (3.43) 即 知 ym 与 和 满足 同样 的 二 次 方程 , 而 

可 以 立即 导出 (3.45) 的 绝 大 部 分 结论 : 互 为 倒数 的 m 的 两 个 值 等 于 互 为 倒数 的 和 2 

的 两 个 值 . 然而 这 还 没有 告诉 我 们 X 的 哪个 值 等 于 m 的 哪个 值 , 而 且 这 里 的 思路 

EXARH. 下 面 则 是 一 个 更 透明 的 处 理 方法 . 
我 们 先 回 想 一 下 线性 代数 中 的 一 个 适用 于 n x n 矩阵 的 标准 结果 : 




















































































































nl 




































































Æ e 是 [A] 的 一 个 相应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 , 则 = [B]e 是 [A] = 
[B][4][B]-1 的 特征 向 量 , 其 特征 值 仍 为 A. 
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这 很 容易 证 明 : 
[Ale = {[B][A][B]7*} [Ble = [B][A]e = [BlXe = XE. 


现在 回 到 图 3-29, 其 中 M 的 不 动 点 €, BADR my) Mz F = F(z) = 
三 和 映 到 M = (Fo M o F7!) 的 不 动 点 0. 用 C? 中 的 线性 变换 的 语言 来 说 , [M] 


的 特征 向 量 | G+ | 被 [FI] 映 为 










































































的 特征 向 量 | 了 |. 线性 代数 的 结果 告诉 我 们 , BELA, 记 | 对 | 的 特征 值 , 则 有 


a[e]-~[:] 


这 个 结果 不 论 以 上 方程 的 任 一 个 矩阵 是 否 规范 化 都 是 对 的 . 
现 设 [M] 是 规范 化 的 , 这 是 (3.45) 所 要 求 的 . 不 论 [如 是 否 规 ae 我 们 已 经 
看 到 当 且 仅 当 [M] 为 规范 化 时 [M] 才 是 规范 化 的 . 因为 M(2) = > 的 规范 化 


矩阵 是 M = [V9* 1) Va i 


fol vw 0 OF]. Ml 
tla 0 vm ||1| v 本 |1| 
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3.8 fA 2 个 或 4 个 反射 * 
































3.8.1 5l 
回忆 一 下 , 由 (3.4) 可 知 对 圆周 K 的 反 演 或 “反射 ”可 以 写 为 
AZ + 
Tx(2) = a 























此 可 见 两 个 任意 的 (对 于 圆周 或 直线 ) 的 反射 之 复合 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 . 因为 
两 个 默 比 乌 斯 变换 的 复合 仍 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 所 以 一 般 说 来 偶数 个 反射 的 复合 
是 一 个 默 比 乌 斯 变换 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 利用 对 称 原 理 [ 见 3.5.1 节 开 始 处 关于 默 比 乌 斯 变换 的 基本 
结果 第 3 点 ] 证 明 反 过 来 













































































152 第 3 章 默 比 乌 斯 变换 和 反 演 





每 个 非 针 驶 型 默 比 乌 斯 变换 可 以 表示 为 两 个 反射 的 复合 , MEHRA R 
比 乌 斯 变换 可 表示 为 4 个 反射 的 复合 . 





对 于 下 面 的 内 容 , 读 过 本 书 第 1 章 最 后 一 节 是 有 好 处 的 [但 非 必 不 可 少 ]. 
3.8.2 ”椭圆 型 情形 


考虑 图 3-34, 它 画 的 是 与 图 3-29 和 图 3-30 相同 的 椭圆 型 变换 . 回想 一 下 , 左 图 
是 一 个 默 比 乌 斯 变换 M, 再 用 F(z) = (2 E) E) JE & Al & 映 到 0 和 cw, 
于 是 得 右 方 的 新 变换 , 它 是 一 个 纯粹 的 旋转 (2) = eic> 图 上 的 例子 是 a= (2/3) 
的 情形 , 而 毗连 于 直线 4 的 深 色 “矩形 ”被 映 为 毗连 于 直线 BARES “EIB”. 

正如 我 们 在 第 1 章 中 见 到 的 那样 , 以 原点 为 中 心 旋转 角 a 等 价 于 对 任意 两 条 
在 0 点 处 交角 为 (a/2) 的 直线 做 两 次 相继 的 反射 , 例如 对 图 上 的 直线 A 和 B 做 反 
射 . 用 符号 来 写 就 是 




















































































































M = Rso Ns. 


特别 是 , Ry 把 紧 靠 着 直线 4 的 深 色 “矩形 ” 变 成 紧 舍 着 4 IA OUR “E 
W, 然后 再 用 只 把 它 变 为 靠 着 直线 B 另 一 侧 的 深 色 “ 和 矩形 ”此 图 为 了 把 这 一 
点 表示 得 更 清楚 , 还 同时 画 出 了 原来 的 深 色 “和 矩形 ”中 的 一 个 空心 圆 点 和 一 条 对 角 
司 弧 在 每 一 步 映射 中 的 象 . 
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图 3-34 


现在 想 一 下 这 对 图 3-34 的 左 图 意味 着 什么 . 对 称 原 理 告 诉 我 们 , 若 两 点 关于 直 
线 4 对 称 , 则 它们 在 默 比 乌 斯 变换 FO) 下 的 象 关 于 通过 不 动 点 的 圆周 A = F-1(A) 
也 对 称 ， [回忆 一 下 图 3-29 中 这 样 的 圆周 族 当时 称 为 C1.] 这 样 , 右 图 的 对 4 的 反 
射 变 成 了 左 图 中 的 对 4 的 反射 ( 即 反 演 ) , 对 于 B 的 第 二 个 反射 当然 也 如 此 . 所 
以 我 们 其 实证 明了 

若 M 是 一 个 椭圆 型 默 比 乌 斯 变换 , 而 相应 于 一 个 不 动 点 €, 的 
RPA m=, I] M = Ip oTa, 其 中 4, 已 是 两 个 圆 缴 , 它们 通过 (3.46) 
这 两 个 不 动 点 , MLE E, 处 由 4 到 BZA (a/2). 
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3.8.3” 双 曲 型 情形 


3-35〔 请 与 图 3-31 比较 ) 则 对 双 曲 型 默 比 乌 斯 变换 的 情形 画 出 了 类 似 的 
结果 . 这 里 , 与 €&， 相关 的 乘 子 是 实数 m = p, 右 图 上 的 变换 是 一 个 纯粹 的 伸缩 ， 
MO = pz. 和 对 于 旋转 一 样 , 一 个 伸缩 也 能 通过 两 个 反射 来 完成 : A,B 是 任意 
两 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 , ra,7B 为 A,B 的 半径 , MAM A 做 反射 , 再 继 以 对 B 
做 反射 就 给 出 一 个 以 原点 为 中 心 的 伸缩 , 而 伸缩 因子 为 p, 其 中 






































B esd, (3.47) 


TA 





用 符号 表示 , 这 个 结果 (实际 上 与 (3.8) 相同 ) 说 的 就 是 
M = Tz o T7. 


和 图 3-34 一 样 , 图 3-35 的 右 图 画 的 是 一 个 紧 靠 4 的 深 色 拢 形 在 映射 的 第 一 步 下 的 
效果 . 和 前 面 一 样 , 把 对 称 原理 用 于 F 即 知 左 图 上 原来 的 默 比 乌 斯 变换 可 以 写 为 
































M = Tp oTa. 





图 3-35 


回忆 一 下 图 3-29, 知 4 与 B 同属 于 圆周 族 Co, 其 每 个 元 均 与 过 不 动 点 的 圆周 
We Cy 正 交 . 那 时 , 我 们 指出 了 C2 的 一 个 等 价 的 性 质 , 即 不 动 点 E 对 C2 的 每 个 
元 都 是 对 称 的 . 正 是 这 一 点 使 我 们 能 解释 何以 ZeoZa WE E 与 所 成 为 不 动 点 . 在 
图 3-34 的 情形 , E&L 为 不 动 点 是 明显 的 , 因为 每 一 个 反射 都 使 Cg 不 动 ; 而 在 
现在 的 情形 , Za 把 i 与 6 对 换 , 然后 Te 又 把 它们 对 换 回来 , 净 效 果 是 E 均 不 
动 . 

在 椭圆 型 情形 , (3.46) 告诉 我 们 , 对 任意 已 知 角 a 怎样 选 出 一 对 C1 圆周 . 在 
现在 的 双 曲 型 情形 , 相应 于 任意 已 知 值 p, 又 怎样 选 出 一 对 C2 圆周 呢 ? 答案 依赖 于 
Co 圆周 族 的 第 三 个 特征 性 质 : 它们 是 以 &4 为 极限 点 的 阿波 罗 尼 乌 斯 " 圆 ， 



















































































© Apollonius of Perga, 约 公元 前 262— 前 190, 是 继 欧 几 里 得 后 的 伟大 的 几何 学 家 ， 一 一 译 者 注 
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这 个 名 词 反 映 了 阿波 罗 尼 马 斯 的 一 个 了 不 起 的 发 现 : 若 一 个 动 点 z 到 两 个 定 
: 的 距离 之 比 为 常数 , 则 z 必 在 一 圆周 上 运动 . 图 3-35 使 这 个 命题 很 容易 理解 . 
沿 4 运动 时 ,Z = F(z) 必 在 一 个 以 原点 为 中 心 而 半径 为 ra 的 圆周 4 上 运动 . 
这 个 ra 不 是 别 的 , 正 是 z 到 两 个 不 动 点 4 的 距离 之 比 , 因为 


[区 二 | 
lz—é-| 

注意 , 这 也 可 以 解释 “极限 点 ”这 个 名 词 : KEE ra 趋 于 0 时 , 阿波 罗 尼 乌 斯 
周 缩 为 极限 点 €4, 而 当 ra 趋 于 无 穷 大 时 , 4 则 缩 为 男 一 个 极限 点 E. 以 上 的 讨 
论 还 有 一 个 副产品 , 它 在 儿 何 教 本 中 通常 不 太 提 到 : 定义 阿波 罗 尼 乌 斯 圆周 族 的 极 
限 点 对 此 族 中 的 各 个 圆周 都 是 对 称 的 . 
因为 出 现在 (3.47) 中 的 ra 和 rp 现在 纯粹 是 用 图 3-35 左 图 的 几何 来 表述 的 ， 
我 们 就 解决 了 如 何 选 取 Cs 中 的 一 对 圆周 的 问题 
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ra=|2|=|F(2)|= 
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HM 是 一 个 双 曲 型 默 比 乌 斯 变换 , 而 与 一 个 不 动 点 €, 相关 的 夹子 
是 m==p, 则 M=TpoT4, 其 中 A 和 B 是 两 个 以 &4 为 极限 点 的 阿波 罗 
AAPA, 且 (rB/ra4) = Jp. 





3.8.4 ”抛物 型 情形 


图 3-36 是 由 图 3-33 稍 加 修改 而 得 , 它 表 明 以 上 的 思想 如 何 可 以 用 于 抛物 型 变 
换 . 记 住 , 在 用 默 比 乌 斯 变换 z Z= G(z) = 1/2- E 把 单一 的 不 动 点 上 RAI co 
以 后 , 右 图 的 新 变换 就 是 一 个 平移 M(Z) = 247. 
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图 3-36 


如 在 1.4.3 节 的 三 反射 定理 中 讨论 过 的 那样 , 了 = Rp oy, 其 中 F, B EPA 












































平行 直线 , 而 连接 复数 A, B WERE (T/2). 把 对 称 原理 用 于 默 比 乌 斯 变换 G, 
即 知 对 于 左 图 有 : 
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一 个 具有 不 动 点 & 的 抛物 型 默 比 乌 斯 变换 M 可 以 表示 为 M 二 Tpo 
Ta, 这 里 A 和 BB 是 两 个 切 于 & 点 的 圆周 . 
3.8.5 Bae 
为 了 不 使 细节 模糊 了 简单 性 , 我 们 把 以 上 结果 总 结 大 
一 个 非 斜 驶 型 的 默 比 乌 斯 变换 M, 恒 可 分 解 为 对 圆周 A 和 圆周 
B 的 反射 , 其 中 A 和 B 都 正 交 于 M 的 所 有 不 变 圆 周 . 此 外 , MA (3.48) 
和 B 为 相交 、 相 切 或 不 相交 , M 为 椭圆 和 型、 抛物 型 或 双 曲 型 . 
回忆 (3.40), 我 们 也 就 导出 了 : 一 个 针 驶 型 默 比 乌 斯 变换 M 恒 可 分 解 为 4 
个 关于 圆周 的 反射 : 


M = {Tp oTy}0 {Tp oT4}= {Tp oTA}o {Zp ona}, 







































































这 里 A 与 B 均 通 过 不 动 点 , A 和 B 则 与 4 和 BUYER. 

我 们 要 强调 一 下 : 这 个 结果 讲 的 是 默 比 乌 斯 变换 分 解 成 的 反射 之 最 小 数目 . 若 
某 个 默 比 乌 斯 变换 可 以 分 解 为 4 个 反射 的 复合 , 则 并 不 意味 它 必 为 斜 驶 型 的 一 一 
因为 有 可 能 把 反射 的 数目 进一步 减少 到 2 个 . 例如 , 设 4 和 B 是 两 条 在 0 处 成 角 
(x/12) 的 直线 , 而 A’ 和 B’ 在 0 处 成 角 /6, 这 时 , 默 比 乌 斯 变换 (Rp o Ra oRpo 
Ra) 是 旋转 (x/2), 而 后 者 又 可 化 为 对 成 角 (0/4) 的 两 条 直线 之 反射 . 请 自行 验证 
一 下 , 分 解 式 (3.3) 表示 , 一 个 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 可 以 分 解 为 10 个 反射 . 这 算 一 
个 比较 极端 的 例子 . 

















































































































3.9 “单位 圆 盘 的 自 同 构 * 


3.9.1 ”计算 自由 度 的 数目 

复 平面 上 一 区 域 R 的 自 同 构 就 是 由 R 到 其 自身 上 的 一 个 一 一 对 应 且 共 形 的 
映射 . 若 RR 是 一 圆 盘 (或 半 平 面 ) , 我 们 显然 可 以 用 一 个 默 比 乌 斯 变换 M 把 它 映 
为 自身 , WA M 是 一 一 对 应 且 是 共 形 的 , 它 ( 由 定义 ) 应 为 一 个 自 同 构 . 在 这 一 小 
节 里 , 我 们 要 求 出 单位 圆 盘 的 一 切 可 能 的 默 比 乌 斯 自 同 构 . 这 些 默 比 乌 斯 变换 至 少 
有 两 个 理由 是 重要 的 : (i) 在 第 6 章 里 我 们 将 看 到 , 它们 在 非 欧 几 何 中 起 中 心 的 作 
H; (ii) 在 第 7 章 里 我 们 将 看 到 , 它们 是 圆 盘 的 仅 有 的 自 同 构 . 
以 下 , C 表示 单位 圆周 , D 表示 单位 圆 盘 (C 也 包括 在 D WA, 即 D 恒 规定 为 
为 闭 ALE) , M 表示 一 个 由 D 到 其 自身 的 默 比 乌 斯 变换 . 在 求 最 一 般 的 M 的 公式 
以 前 , 我 们 先 看 一 下 究竟 “有 多 少 ” 这样 的 默 比 乌 斯 变换 . 换言之 , 需要 多 少 个 实数 
(参数 ) 才能 定 出 一 个 特定 的 M? 
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为 了 说 明 这 种 计算 确 为 可 能 , BAM COR 
BUR. 因为 , 先 在 C 中 选 定 3 个 点 , 则 存在 唯 





























个 任意 指定 的 象 点 w= ut iv, 每 一 个 象 点 需要 两 个 实数 Cu 与 v) 才能 确定 
把 3 个 原来 的 点 看 成 固定 的 , 3 个 象 点 是 可 以 自由 运动 的 , 则 为 了 确定 一 特定 的 默 
比 马 斯 变换 就 需要 总 数 为 3x2 = 6 个 参数 . 这 个 事实 可 以 用 另 一 种 更 有 启发 性 的 





说 法 来 表述 , 即 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 的 集合 的 自由 度 为 6. 
回 到 原来 的 问题 , 很 清楚 , 若 加 上 D 必须 映 到 D 自身 这 一 条 件 , 将 
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3.9. 


Aly Bei 





RE. 事实 上 要 损失 一 半 : 






























































D 的 默 比 乌 斯 自 同 构 的 自由 度 为 3. 


























图 3-37a 是 看 出 这 一 点 的 方法 之 一 , 这 里 认为 g,7,s 具有 
LTr, Æ C 上 诱导 出 的 方向 与 9,7,s 诱导 的 方向 一 致 (图 
3.30) 知 , 分 别 将 q,7,s PRE G75 MEW D ARI z Z= M(z) 是 

















[Z, q, T, 3] = [z, q, T, s]. 




















EOF, S RE 3 个 实数 〈 例 如 它们 的 辐 角 ) , 故 (3.49) 得 证 . 











2 ”用 对 称 原理 来 求 公式 

















损失 一 些 目 


固定 位 置 , 认为 gr, s AE 


EW, 所 有 默 比 乌 斯 变换 形成 一 个 “6 参 
默 比 乌 斯 变换 把 这 3 个 点 映 为 3 


. WR 





(3.49) 














BB arte) ， 


E 


按 (3.49), 确定 一 个 M 要 3 个 自由 度 的 信息 . 但 是 我 们 不 一 定 非 要 通过 C 上 






































3 点 的 形式 来 提供 这 些 信 息 任意 3 个 等 价 于 3 个 实数 的 数据 都 一 样 管用 . 其 
中 一 个 特别 有 用 的 代 蔡 物 如 图 3-37b 所 示 . 我 们 需要 确定 把 D 内 的 哪 一 点 a WE 
原点 , 又 要 确定 把 C 上 的 哪 一 点 p (因此 |p| = 1) 映 到 1 (或 C 上 某 一 定点 ) . 选 






























































E a 就 已 用 了 两 个 自由 度 , 再 指定 p 又 用 了 第 三 个 目 由 度 . 


ANE 


























在 继续 完成 这 件 事 之 前 , 我 们 要 注意 














如 同 要 求 画 一 个 圆周 通过 4 个 任意 点 一 样 
好 , 这 4 个 点 也 恰好 在 同一 圆 上 , 则 通过 它们 的 这 个 圆 必 为 唯一 的 . 由 同样 的 开 





j 一 个 默 比 乌 斯 自 同 构 既 把 内 点 a PRE 0, SSE A 
的 要 求 相 当 于 对 M 提 了 4 个 条 件 , 而 (3.49) 告诉 我 们 只 能 提 3 个 条 件 . 这 就 











(3.49) 的 另 一 个 推论 : 一 般 说 来 , 我 们 找 















































这 是 不 可 能 的 ! 然而 , 假如 我 


到 另 一 指定 内 点 处 . 


门 运气 








EH 
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若 两 个 默 比 乌 斯 自 同 构 M 和 N 使 得 两 个 内 点 具有 相同 的 象 点 ， 
则 M=N. 
回 到 图 3-37b, 因为 C 被 M 映 到 自身 , 对 称 原理 告诉 我 们 , 若 有 一 对 点 关于 C 
对 称 , 则 它们 的 象 也 这 样 . 我 们 现在 将 它 用 于 图 3-37b 上 的 关于 C 对 称 的 a 5 (1/2). 
因为 a 被 映 为 0, (1/a) 必 被 映 为 0 对 C 的 反射 点 o. 所 以 , M 必 具 以 下 形式 : 


MEE (4) 
HEF k 为 常数 . 最 后 , 因为 p= M(1) 在 C E, 故 
|1 — al 
a- 1]| 
所 以 p 的 选取 等 价 于 % 的 选取 . 若 用 角 % A a 来 标志 这 个 变换 , 我 们 发 现 D 的 
最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 是 


(3.50) 





















































1 = |p] = [aI Ikl k= e, 



































az— 1 


M$(z) =e? (2 = ) (3.51) 











注意 MG (2) = etz = e+) z, 只 不 过 就 是 令 D 绕 圆心 0 旋转 (x + 9), 一 般 
的 默 比 乌 斯 自 同 构 M4$ 就 可 以 解释 为 M? 继 以 旋转 一 个 角度 办 从 这 个 观点 看 来 ， 
这 个 变换 真正 有 意思 的 部 分 是 Mo, 所 以 简 记 它 为 Ma, 我 们 在 第 2 章 习 题 3 中 曾 
要 求 你 用 代数 方法 研究 其 性 质 . 
3.9.3 ”最 简单 的 公式 的 几何 解释 * 

可 以 把 我 们 关于 分 类 的 全 部 技巧 用 来 研究 


和 一 人 












































Malz) = 





az—1 
的 几何 意义 . 在 习题 26 中 , 我 们 要 请 你 自己 来 试 一 试 . 
在 这 里 , 可 以 说 我 们 想 要 “ 亦 手 空 拳 ” 地 来 弄 清 Mu 的 意义 . 这 样 做 可 能 更 有 
启发 性 , 而 且 一 定 是 更 有 趣 的 几何 游戏 ! 我 们 从 这 一 点 开始 : Ma 具有 把 a 与 0 对 
调 这 个 性 质 , 即 不 仅 Mala) = 0, 而 且 Ma(0) = a. 根据 (3.50), 它 是 具 此 性 质 的 仅 
有 的 默 比 乌 斯 变换 , 所 以 , 如 果 我 们 能 用 几何 方法 做 出 一 个 将 a 与 0 对 调 的 默 比 乌 
斯 自 同 构 , 那么 , 我 们 做 出 的 一 定 就 是 Ma. 
在 图 3-6 中 就 已 解释 过 , 对 任 一 正 交 于 C 的 圆周 J 的 反射 Z7 必 将 D 映 为 其 
自身 , 而 D 被 J 分 成 的 两 部 分 被 互相 对 调 , 见 图 3-38. 现在 , 一 件 明显 要 做 的 事 是 
找 出 一 个 J ET 将 a 与 0 对调 . 显然 7 的 圆心 g 必 位 于 连接 a 与 0 WEAR L 
上 , 但 是 在 哪里 ? 
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我 们 可 以 使 用 早 前 用 过 的 同样 的 对 称 原理 来 回答 这 个 问题 . 因为 a 和 (1/a) X 





| 








F C 为 对 称 , 所 以 它们 在 Ty 下 的 象 也 应 关于 C ZR TIC) = C 对 称 . 因为 我 们 














ZEK Ty(a) = 0, 即 知 Zr(1/a) = 00. 但 是 被 Ty 映 到 无 穷 远 处 的 点 就 是 S 的 圆心 ， 


故 q = (1/@). 

















当然 , 77 是 一 个 反共 形 映 射 , 要 想得到 共 形 的 默 比 乌 斯 自 同 构 , 就 必须 将 它 与 








男 一 个 反射 相 复合 . 然而 我 们 已 经 成 功 地 把 a 与 0 对 调 , 所 以 第 二 个 反射 就 必须 让 
这 两 点 保持 不 动 . 明显 的 (而 且 是 唯一 的 ) 选择 是 对 工 反射 . 这 样 , 以 下 就 是 我 们 


对 Ma 的 几何 解释 ; 














Ma = Rr o Ty. 























附带 请 注意 , 这 些 反射 的 次 序 并 无 关系 [练习 , 也 可 写作 Ma = Ty o Rz. 





很 清楚 , 不 动 点 Ex 就 是 











J GL 的 交点 , 所 以 它们 关于 C 对 称 . 因为 这 两 次 反 








射 是 发 生 在 过 工 与 7 这 两 个 正 交 的 圆周 上 , 所 以 Ma 是 椭圆 型 的 , 而 与 ti 相应 的 











乘 子 均 为 m= eir = 一 1. KF 




















E Ma 在 内 部 的 不 动 点 4 的 无 穷 小 邻 域 中 就 是 旋转 一 





Sn. Ma 把 a 与 0 对 调 这 一 事实 就 可 以 看 成 Ma 为 对 合 的 : (Ma 0 Ma) = E 这 个 
一 般 事 实 的 特例 , 而 且 Ma 把 每 一 对 点 > 和 Malz) 也 互相 对 调 . 最 后 还 要 注意 , Ma 
也 可 以 表示 为 (Ip oTr), KEL 与 J 是 任意 的 通过 & 而 且 正 交 于 C 的 圆周 . 


所 有 这 一 切 都 表示 在 图 3-39 
方形 ”的 效果 . 









































E, 其 上 还 画 出 了 一 些 不 变 圆周 , 以 及 Ma 对 一 个 “ 正 
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我 们 将 在 第 6 章 中 再 回 到 一 般 的 默 比 马 斯 自 同 构 的 几何 学 上 来 , 但 是 我 们 在 
这 里 要 提醒 , 这 些 自 同 构 只 能 是 椭圆 型 、 抛 物 型 或 双 曲 型 的 . 这 是 由 于 (由 自 同 构 
的 做 法 ) 它们 必 使 C 为 不 变 , 而 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 则 没有 不 变 圆 周 . 说 得 更 准确 
些 , 我 们 将 在 第 6 章 中 用 Ma 的 上 述 解释 来 从 几何 上 证 明 


































































































ID 











ERL P= 2arccos|al, 则 MP 是 

(i) 椭圆 型 的 , 如 果 |g] <S, 

(ii) 抛物 型 的 , 如 果 |d| = 2, (3.53) 
(iii) 双 曲 型 的 , 如 果 || > S. 























BDL 1851 年 的 博士 论文 包含 了 许多 深刻 的 新 结果 , 其 中 最 著名 的 就 是 以 下 
的 定理 , 现在 以 黎 曼 映射 定理 著称 于 世 : 
任意 单 联通 区 域 尺 ( 除 全 平面 外 ) 都 可 以 一 一 地 共 形 映 为 任意 
另外 一 个 这 类 区 域 5. 


我 们 将 在 第 12 章 中 详细 讨论 它 , 现在 我 们 只 想 指出 黎 曼 的 结果 与 我 们 刚才 讲 的 
盘 的 自 同 构 的 某 些 联 系 . 

首先 要 提 到 , 为 了 一 般 地 证 明 (3.54), 只 需 对 S 为 单位 圆 盘 D 这 一 特例 证 明 
它 即 可 , 因为 如 果 Fa 是 由 RR 到 D 的 一 一 共 形 映射 , Fe 类 似 地 是 由 5 到 D 的 一 
一 共 形 映 射 , 则 Polo Fg 就 是 所 求 的 由 R 到 5 的 一 一 共 形 映射 . 
E M 是 D 的 任意 自 同 构 , W Mo Fr 显然 是 男 一 个 由 R 到 D 的 一 一 共 形 
映射 . 事实 上 , 每 一 个 这 种 映射 必 为 这 种 形式 . 因为 若 Fr 是 任意 另 一 个 这 类 映射 
Fro Fra 就 是 D 的 某 一 自 同 构 M, 这 时 Fp = Mo Fp. 

所 以 由 R 到 5 的 一 一 共 形 映射 的 数目 等 于 由 R 到 D 的 这 种 映射 的 数目 , 而 
后 者 又 等 于 D 的 自 同 构 的 数目 . 我 们 在 前 面 说 过 : 我 们 将 在 第 7 章 中 证 明 , 这 些 自 
同 构 正 是 默 比 乌 斯 自 同 构 M$, 而 它们 构成 一 个 3 参数 族 . 这 样 , (3.54) 就 意味 着 ， 
存在 一 个 3 参数 的 由 RR 到 5 的 一 一 而 且 共 形 的 映射 之 族 . 





























(3.54) 
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3.10 J 题 











1. 在 图 3-40 中 , 证 明 p 与 方 关 于 图 中 的 圆周 对 称 . 图 中 虚线 严格 地 讲 并 非 图 的 一 部 分 , 它 
们 只 是 HA EL) PE 提示 性 的 . 























六 
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图 3-40 





























2. 1864 年 一 名 法 国 军 官 鲍 





























HB (Charles-Nicholas Peaucellier, 1832—1912) 因为 发 明 一 








项 简单 装置 ERBE) 而 声名 贰 起 , 这 个 装置 可 以 把 (例如 活塞 的 ) 直线 运动 转化 























为 (例如 飞轮 的 ) 圆周 运动 . 图 3-41 画 出 了 6 AA 





























背景 上 ) . 两 根 杆 长 为 /， 



































F 贸 接 在 空心 圆 点 处 , 而 o 处 则 固定 (在 



































其 余 4 根 则 长 为 7. A) 











] 虚 线 圆周 证 明 p = Zk(p), 这 里 K 是 














Sy} wl 








以 o 为 中 心 、 半 径 为 VE 








一 72 的 























FF, FPA EER) 来 验证 反 演 的 性 
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EH 
同 . 请 自己 做 一 个 这 样 的 装置 (例如 用 很 硬 的 纸板 做 
寺 别 是 试 着 让 p 沿 一 直线 运动 . 





























图 3-41 
































S 为 一 球面 , p 为 不 在 S 上 之 点 . 解释 为 什么 Zs(p) 可 以 作为 任意 三 个 通过 p 而 且 与 




































































虑 以 下 的 两 步 走 的 射影 : 先 用 球 极 射影 如 通常 做 法 那样 把 C 投影 到 黎 曼 球面 Db, 











3. 令 
S 

4. 直 (3.17) 导出 (3.22). 
5. 考 
j 


























24 f(z). f 是 什么 ? 





6. 图 3-42a 和 图 3-42b 均 为 黎 曼 球 面 的 纵向 截面 . 





E 








D 在 许多 数学 书 上 称 为 鲍 赛 号 











有 E 耶 反 演 器 . 一 一 译 者 注 








E 交 的 球面 之 第 二 个 交点 的 构造 出 来 . 用 这 个 作 图 法 解释 三 维 对 称 性 的 保持 






































球 极 射影 把 D 映 回 C, 但 是 第 二 次 是 从 南极 而 非 北 极 投影 . 净 效 果 是 C 上 某 个 复 函 数 





3.10 J 


题 161 





8. 


10. 


. 托 勒 密 为 了 分 析 天 文 数据 需要 准确 的 三 角 函 数 表 , 就 是 

































































(i) 证 明 图 3-42a 中 的 三 角形 pON 和 NOg 相似 , 由 此 导出 (3.22) 
(ii) 图 3-42b 就 是 图 3-21b 稍 加 修正 , 证 明 三 角形 z0N 与 NOZ 相似 , 由 此 导出 (3.17). 



























































(i) 用 计算 机 画 出 儿 个 以 原点 为 中 心 的 
些 象 曲线 关于 实 轴 明显 的 对 称 性 . 
(让) 现在 用 计算 机 在 黎 曼 球面 上 而 
iii) 用 (3.18) 解释 这 些 额外 的 对 称 性 . 


ba 















































下 TT 




























































































单位 使 光速 为 1, 在 1 个 单位 时 间 后 , 由 p 发 出 的 光 的 














射影 等 同 于 一 复数 . 实际 上 , AE ERM bce (9,0), M 
z = cot(¢/2)e®. 








WP re: CL Penrose and Rindler [1984, 第 13 页 ]) 发 现 了 下 面 的 








复数 的 惊人 的 直接 方法 , 而 不 必 借助 于 黎 曼 球面 . 设想 把 














周 在 指数 映射 > 一 ez 下 在 C 上 的 象 . 解释 这 
C 上 做 出 这 些 象 曲线 , 注意 其 惊人 的 新 对 称 性 ! 


本 题 是 对 (3.2) 的 讨论 的 继续 . 若 由 空间 一 点 p 发 出 一 闪光 , 我 们 宣称 每 条 光线 均 可 


一 复数 来 表示 .， 以 下 是 建立 这 种 对 应 关系 的 间接 方法 .我 们 再 次 选择 时 间 与 空间 的 


球面 一 一 由 光 的 粒子 即 光子 构 
成 一 一 成 为 一 单位 球面. 这 样 , 每 个 光子 均 可 等 同 于 黎 曼 球面 上 一 点 , 于 是 可 以 通过 球 极 
上 (3.21) 告诉 我 们 相应 的 复数 是 






































光线 到 相应 


pA OPED 复 平面 铅 直 向 上 


























提升 1 个 单位 高 . 在 p 发 出 闪光 的 一 有 瞬间, S C ( 沿 着 方 


向 ¢ = 0) 以 光速 (=1) 向 p 运 














动 . p 向 (6,0) 方向 发 出 的 光子 F 的 速度 分 解 为 王 


















































E 
F WES) C 的 时 间 . 由 此 导出 F Æ z= cot(d/2)e 点 从 
做 法 等 价 于 球 极 射影 ! 





















































图 3-43 说 明 他 是 怎样 发 现 这 些 关键 的 加 法 公式 的 , 两 图 


上 的 圆周 半径 均 为 1 

















G) 在 图 3-43a 中 证 明 A = 2sin 0, B = 2 cos 0. 





















































EFH 














(ii) 在 图 3-43b 中 把 托 勒 密 定理 用 于 图 上 的 四 边 形 ， 





sin(0 + ¢) = sin 0 cos ¢ + cos ô sin ¢. 








本 题 的 目的 是 了 解 下 面 的 结果 : 














与 平行 于 C 的 分 量 . 这 样 找 出 
到 C. 令 人 惊奇 的 是 : 彭 罗斯 的 


正弦 和 余弦 的 加 法 公式 来 做 的 . 


任意 两 个 不 相交 且 不 同心 的 圆周 可 以 用 适当 的 默 比 乌 斯 变换 映 为 同心 圆 
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(i) 若 4, B 是 此 题 中 的 两 个 圆周 , 证 明 必 存在 一 对 点 &4 关于 4 和 B 均 为 对 称 . 
(ii) 由 此 导出 , 车 F(z) = (2 — €4)/(z — E), W F(A), F(B) 为 所 求 的 同心 圆周 . 
给 出 上 题 结果 的 一 个 更 直观 的 证 明 . 做 两 个 不 相交 不 同心 的 圆周 4 与 B, 各 用 不 同 
的 颜色 , 然后 做 直线 工 通过 它们 的 圆心 . 用 p 和 gq id B 和 工 的 交点 . 
用 相应 的 颜色 画 一 个 新 图 以 表示 A, B, Lq 对 任 一 个 以 p 为 中 心 的 圆周 的 反 演 象 
A, B, L, q, WIBF, IVER L = L. 
Gi) 现在 对 你 的 图 再 加 做 圆周 K, 其 中 心 在 了 而 且 与 A 交 成 直角 , 然后 令 g Ah WK 
5 L 的 交点 . 
(iii) 再 做 一 个 新 图 , Ra K, Lh 对 任意 以 g 为 中 心 的 圆周 的 反 演 象 K',L', M. 
(iv) 利用 反 演 的 反共 形 性 质 , 导出 A,B 是 以 h 为 中 心 的 同心 圆 . 
因为 两 次 反 演 的 复合 为 一 默 比 乌 斯 变换 , 这 样 就 证 出 了 上 题 的 结果 . 
12. 图 3-44i 上 画 了 两 个 不 相交 不 同心 的 圆周 4 和 B, 还 有 一 串 圆 周 C1, Co, …, 它们 一 个 接 
一 个 地 相 切 , 而 且 都 切 于 4 和 B. 如 你 会 想到 的 那样 , 这 个 链条 不 会 “封口 ”: Cs 与 C1 
BABS ih AMAW, 图 3-44ii 表明 这 种 不 能 封口 并 非 不 可 避免 . 给 出 不 同 的 另 一 对 4 和 
B, 就 可 能 就 得 出 一 个 封口 的 链条 : Cn 与 C1 相 切 . 图 上 n= 5, 但 若 考虑 A 和 B 为 同 
心 圆周 这 一 特例 , 容易 看 到 , 如 果 适 当选 取 A 和 B, n 取 任 意 值 都 是 可 能 的 . 
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图 3-44 











斯 坦 纳 ” 令 人 非常 吃惊 地 发 现 , 若 以 某 种 方式 选 定 Ci 后 能 使 此 链 封口 , 则 任意 选择 
Cu 时 , 它 仍 然 封 口 , 而 且 所 得 的 链条 总 含有 相同 个 数 的 相 切 圆周 , 请 用 习题 10 的 结果 对 
此 加 以 解释 
13. (i) 令 已 为 放 在 平坦 的 桌面 Q 上 的 球面 , 令 S, .52,… 是 一 串 一 个 与 下 一 个 相 切 的 与 
P 同样 大 小 的 球面 . 车 每 个 8 球面 都 与 P 和 Q 相 切 , 证 明 So 必 与 51 相 切 , 而 我 
们 得 到 一 个 由 6 个 球面 环绕 P 构成 的 “项 链 ”. 

(i) $ A,B,C 为 三 个 球面 (大 小 不 必 相 同 ) ， 彼 此 两 两 相 切 ， 和 前 一 部 分 一 样 ， 令 
$1, 52,… 为 一 串 球面 现在 大 小 不 等 ) 一 个 接 下 一 个 地 相 切 ,而且 均 与 4, B,C 
相 切 . 惊人 的 是 , 56 恒 与 S, 相 切 ( 见 上 题 ), 形成 一 条 紧 贴 着 A, B,C 的 封口 的 “项 

RE”. 先 以 A, B 的 切 点 为 中 心 做 反 演 来 再 求助 于 G) 来 证 明 这 个 结果 . 







































































































































































® Jakob Steiner, 1796—1863, 德国 -瑞士 几何 学 家 . 一 一 译 者 注 
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(ii) 中 的 六 球 链 称 为 索 蒂 六 球 链 (Soddy’s Hexlet〉, 它 是 由 业余 数学 家 索 蒂 " 发 现 
的 .没有 用 反 演 !) 关于 索 蒂 六 球 链 的 进一步 资料 可 以 参看 Ogilvy [1969]. 索 蒂 的 专业 是 
化 学 , 1921 年 他 因 关 于 同位 素 的 贡献 获得 诺 贝 尔 化 学 奖 ! 
14. 图 3-45 有 4 个 共 线 点 a,b,c,d 以 及 由 这 些 点 到 一 观测 者 的 光线 (它们 一 定 共 面 ), 设想 
这 些 共 线 点 位 于 复 平 面 上 , 而 观测 者 则 从 其 上 方向 下 俯视 它们 . 证 明 交 比 [a,b,c,d] 可 以 
纯粹 由 这 些 光 线 的 方向 来 表示 : 更 准确 地 说 , 有 
sin asin y 
sin 6 sin ô ` 
设 这 个 观测 者 〈 在 自己 和 C 之 间 的 任意 位 置 上 ) Wok Am”, 并 且 做 一 张 透视 画 . 
就 是 说 , 对 C 之 任意 点 p, 他 在 画布 上 画 一 个 点 2 即 由 p 到 他 的 眼睛 的 光线 与 画布 的 交 
点 , 利用 上 式 证 明 , 虽然 他 的 画面 上 各 点 间 的 距离 与 角度 都 受到 扭曲 , 但 是 共 线 点 的 交 比 
AR: [a,b,c,d] = [a,b,c,d]. 


AS 
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3-45 










































































































































































[a, b, C, d] Toa 






















































































































































































15. 证 明 在 图 3-46 的 左右 两 图 中 都 有 Arg[z,q, r,s] = 0+0. 由 此 导出 (3.31). 
16. 如 图 3-25 那样 , 把 交 比 [z,q, r, 8] 看 作 一 个 默 比 乌 斯 变换 . 
(i) 用 几何 方法 解释 何以 在 [z,¢,7, 5] 中 重新 排列 q,r,s 会 得 出 6 个 不 同 的 默 比 乌 斯 变 






















































































K. 
Gi) 车 T(z) 是 使 1 不 动 而 将 0 与 oo 对 换 的 默 比 乌 斯 变换 ,用 几何 方法 解释 Tolz q,r, s] = 
[>， S, T, q]. 
(iii) # J(e) 是 把 0,1,00 分 别 变 为 1,oo,0 的 默 比 乌 斯 变换 , 用 几何 方法 解释 为 什么 




















Jo |z,q, r,s] = [z,s, 9q,7]. 
(iv) 简 记 x = kq, r,s], 说 明 为 什么 (i) 中 讲 的 6 个 默 比 乌 斯 变换 可 以 表示 为 x,To 
X,JoxX,ToJox,Jolox,IoJoloxX. 
(v) 证明 T(z) = (1/2), J(z) = 1/(1 = 2). 




































































(vi) 由 此 导出 交 比 的 6 个 可 能 的 值 是 
1 1 x x-1 
3 ? 3 1 7 ? $ 
Xr c ESX X a x 
® Frederich Soddy, 1877—1956, 美国 化 学 家 . 一 一 译 者 注 
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图 来 表示 对 一 族 同心 


原来 的 同心 
的 中 心 . [注意 它 并 不 是 原来 的 圆 
, 方程 为 ez 十 中 = 1 的 
步 证 明 Ing 的 每 一 段 弧 都 被 映 为 大 小 
度 圆 周 . 

关于 等 度 
(i) i 


,请 参看 Ford [1929] 和 
E 明 每 一 个 形 如 


周 , 分 别 通过 a,b,d 与 b,c,d. 


的 倒数 , 令 M(z) = 
率 为 


k = |2c7Im 








周 K E, b,d RF K 对 称 , 则 点 [a, b, c,d] 位 了 
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周 依次 做 这 些 变换 的 效果 . 注 
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Katok [1992]. 
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周 才 是 同心 
M(q) 是 无 穷 远 点 ! | 

FE 大 小 的 圆周 . 进 
因此 Im 被 称 为 M 的 等 


的 . 
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在 复合 运算 下 成 群 . 





盘 自 同 构 解 释 来 对 它们 成 群 这 
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一 事实 做 出 几何 解释 . 
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中 |o + [°| 
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3.10 J 题 165 





22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


之 集合 在 复合 运算 下 成 群 . 

(ii) 利用 3.6.4 节 末 尾 所 给 的 关于 这 些 函 数 的 解释 ( 即 (3.38) 来 几何 地 解释 (i). 
S 万 为 一 直角 双 曲 线 , HERI z? -y = 1, TE z > w= 2? BH HRY 
Re(w) = 1. 此 直线 在 复 反 演 w 一 (1/w) 下 的 象 是 什么 ? 回 到 第 2 章 图 2-9, 导出 复 反 演 
将 H 映 为 双 纽 线 ! 
提示 : 把 复 反 演 看 成 > 一 V (1/2?).] 
由 > (1/z) 为 对 合 的 这 一 简单 事实 ， 导 出 这 个 映射 是 椭圆 型 的 ， 而 且 乘 子 
为 1. 

(i) 利用 对 称 原理 证 明 , 把 上 半 平 面 映 为 单位 










































































































































































盘 的 最 一 般 的 默 比 马 斯 变换 必定 形 为 


ba 





























mo) =e" (22), 其 中 Im a > 0. 














(i) PE Air Deal a We | 38) EA e A ER LS A LE A) M(z) Zi, 记 此 逆 
为 N(z), 用 M 的 矩阵 形式 证 明 










































































(iii) 解释 为 什么 由 对 称 原理 可 得 N(1/z) = NG). 

(iv) 用 直接 计算 证 明 (i 中 所 给 的 N 的 公式 确实 满足 (ii) 中 的 等 式 . 
令 M(z) 为 上 半 平 面 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 
注意 到 M 映 实 轴 为 其 自身 , 再 用 (3.29) 证 明 M 的 系数 均 为 实数 . 

考虑 Im[M(i)], 由 此 导出 对 这 些 实 系数 的 唯一 限制 是 其 行列 式 为 正 : (ad — be) > 0. 
用 几何 与 代数 两 种 方法 解释 为 什么 这 些 默 比 乌 斯 变换 在 复合 运算 下 成 群 . 

M 的 自由 度 是 多 少 ? 为 什么 是 这 样 的 ? 

重新 考虑 (3.52) 








































































































































































































































































































(i) 用 (3.44) 证 明 Ma 是 椭圆 型 的 . 

(ii) 用 (3.43) 证 明 其 两 个 乘 子 的 为 m = 一 1. 

ii) 计算 矩阵 之 积 [Ma] [Ma], 由 此 验证 Ma 是 对 合 的 . 
iv) 用 (3.27) 计算 Ma 的 不 动 点 . 

(v) 证 明 上 一 部 分 的 结果 与 图 3-38 是 相符 的 . 

J (3.44) 来 验证 (3.53). 
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在 研究 了 复数 的 函数 以 后 , 我 们 现在 
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中 , 我 们 要 探讨 这 个 现象 理论 
FE 回头 来 更 仔细 地 看 一 个 如 z w= 2? 这 样 简单 的 映射 . 我 们 已 经 知 
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像 , 这 些 方向 就 月 
是 我 们 将 在 本 音 中 
射 的 局 部 性 
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E 转 到 这 种 函数 的 微 积 分 . 
道 了 这 个 函数 , 所 以 , 理解 
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中 对 事物 最 关键 的 洞察 就 是 : 如 果 把 一 个 平常 不 甚 古 怪 的 

个 显微镜 下 面 , 并 用 倍数 越 来 越 高 的 镜头 去 考察 它 , 它 的 每 一 小 段 看 起 来 就 
条 直线 . 若 把 它 延 长 , 这 些 无 穷 小 的 直线 段 就 是 曲线 的 切线 , 其 方向 描述 
有 导数 了 (zx) 来 描述 . 
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À 我 们 把 一 个 熟知 的 实 
是 把 无 穷 小 正方 形变 为 无 穷 小 正方 形 . 迄 
基础 是 





图 像 . 在 本 章 








=r 映 为 圆周 |w| = r?, 把 射线 arg(z) = 0 映 为 射 


然 的 推论 就 是 : z 习 


这 些 圆周 与 射线 所 成 的 无 穷 小 
不 能 解释 为 什么 这 些 象 矩 形 必定 仍 是 正方 形 . 


它们 
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上 的 这 些 圆周 与 射线 的 交角 为 
在 w 平面 上 的 象 仍 以 直 4 
FE 方形 网 格 被 映 为 由 无 穷 小 针 
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以 保持 这 一 事实 , 是 另 一 事实 的 
保持 两 条 曲线 在 点 相交 的 交角 , 特别 
是 两 个 临界 点 z = 0 和 z = oo 要 除外 ,在 





(x? — y?) 十 i2zy. 


个 推论 ， 





任 一 对 正 交 曲线 被 映 为 
E 那 里 角度 要 加 倍 . 为 了 
与 虚 部 . W > = at+iy,w = uti, 

















这 样 , 新 的 坐标 可 由 老 的 坐标 表示 为 





u= zr? —y?, 


v = 2y. 





现在 (暂时 ) 忘掉 我 们 是 处 于 C 中 , 而 把 (4.1) 简单 地 看 成 一 











(4.1) 


个 由 R? 到 IR? 的 映射 ， 














如 果 我 们 让 点 (z,y) 沿 着 方程 为 r- y = 常数 的 直角 双 








| 线 滑动 , 则 





























(4.1) 可 


以 看 到 , 其 象 在 一 条 铅 直 直 线 u= 常数 上 运动 . 类 似 于 此 , 水 平 直线 v = 常数 的 原 
象 是 另 一 族 方程 为 2zy = 常数 的 直角 双 曲 线 . 因为 这 两 族 w 平面 上 的 直线 和 它们 












































这 个 性 质 我 们 称 之 为 z 2? 的 共 形 性 , 这 个 名 词 (还 有 有 反 











中 讲 过 , 下 面 还 要 细 说 . 
图 4-2 使 得 这 两 类 双 曲 线 本 身 确 为 正 交 在 几何 上 看 得 4 












































在 z 平 而 上 的 原 象 (直角 双 曲 线 ) 都 是 正 交 的 , 所 以 这 个 映射 保持 它们 的 交角 不 变 . 
THE) 的 含义 已 在 3.2.4 





民 清 楚 了 .我 们 还 可 以 


用 计算 来 验证 这 一 点 , 只 需 记 住 , 如 果 两 条 曲线 在 一 个 交点 上 的 斜率 之 积 为 -1, 则 
它们 在 此 点 正 交 , 对 这 两 个 双 曲 线 方程 做 隐 函 数 微分 , 我 们 得 到 








2Z2 一 2 一 常数 > r-yy'=0 > y= 
2ry= "BR > y+ay’=0 > y= 














所 以 这 两 类 双 曲 线 在 其 一 交点 上 斜率 之 积 为 -1, 即 所 求证 . 





Yr 


+(x/y), 
—(y/2). 
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很 清楚 , 我 们 可 以 这 样 做 下 去 , 一 对 曲线 又 一 对 曲线 地 去 分 析 映 射 的 效果 , 但 
是 我 们 真正 需要 的 是 , 用 一 个 一 般 的 论证 来 证 明 如 果 两 条 曲线 以 任意 角 ob CAS 
定 是 (x/2)) 相交 , 则 它们 在 映射 (4.1) 下 的 象 也 以 角 o 相交 . 要 想得到 这 样 一 个 论 
证 , 我 们 还 是 继续 认为 是 在 构造 不 那么 丰富 的 R? 中 《而 不 是 在 我 们 的 C 中 ), 并 
且 研 究 由 平面 到 平面 的 一 般 映射 的 局 部 性 质 . 





























































































































4.3 ”平面 映射 的 局 部 描述 
4.3.1 引言 


看 看 图 43 就 很 清楚 , 为 了 确定 任 一 已 知 映射 共 形 与 否 , 只 需 对 很 接近 于 交点 
q 处 发 生 了 什么 事 进行 局 部 的 研究 . 为 了 把 这 一 点 看 得 更 清楚 , 要 知道 , 为 了 量度 角 
o, 甚至 只 是 为 了 定义 它 , 我 们 需要 画 出 这 两 条 曲线 在 q 点 的 切线 [图 中 的 虚线 ], 再 
量度 其 间 的 角 . 只 要 把 q 与 曲线 上 很 邻近 的 p 点 联 起 来, 我 们 就 画 出 了 一 条 切线 的 
近似 . 当然 , p 离 q 越 近 , % gp 对 真正 的 切线 就 逼近 得 越 好 . 因为 在 这 里 我 们 只 关 
心 方向 与 角度 〈 而 不 是 位 置 ) ,我 们 连 切线 本 身 也 可 以 不 管 , 而 直接 用 与 它 同方 向 
的 无 穷 小 向 量 Gp E. 类 似 于 此 , 在 做 了 映射 以 后 , 我 们 对 象 点 Q 和 P 的 位 置 
并 无 兴趣 , 我 们 宁可 只 去 描述 Q 点 处 新 切线 方向 的 无 穷 小 连接 向 量 QP. 我 们 称 此 
无 穷 小 向 量 QP 为 向 量 天 之 象 . 注意 , 这 个 说 法 不 管 听 起 来 多 么 自然 , 这 里 实际 上 
已 经 用 了 “ 象 ”这 个 词 的 新 含义 , 即 它 不 再 是 表示 位 置 的 点 的 “ 象 ”, 而 是 表示 方向 
的 向 量 之 “ 象 ”. 
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图 4-3 


我 们 现在 概述 一 下 总 的 步 又. 给 出 了 一 个 如 (4.1) 那样 的 映射 , 它 描述 的 是 
点 到 其 象 点 的 映射, 我 们 想 去 找 出 它 所 诱导 出 的 , 由 点 4 发 出 的 无 穷 小 向 量 到 由 象 
点 @ 发 出 的 象 向 量 的 映射 从 原则 上 说 , 我 们 可 以 将 后 一 映射 用 于 ab 和 g, 并 给 
出 它们 的 象 QP 和 QS, 这 样 就 得 出 了 这 两 条 象 曲线 在 Q 点 处 的 交角 . 
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4.3.2 HER) LExEBE® 


考虑 图 4. 正如 我 们 已 经 讨论 过 的 那样, 图 上 画 的 过 q 点 的 曲线 的 方向 可 
无 穷 小 向 量 (2) 来 描述 , 无 穷 小 象 向 量 (H) 则 给 出 过 Q 的 象 曲线 的 方向 , 我 们 可 
以 决定 (4) 的 分 量 如 下 
du= 由 于 沿 (22) 运动 而 产生 的 .的 总 变化 量 
= (由 于 在 x 方向 的 运动 dz 而 产生 的 w 的 变化 量 )+ 
由 于 在 y 方向 的 运动 dy 而 产生 的 u 的 变化 量 ) 


( 
= (u 对 a WAR) (a 的 变化 量 dx) + (u 对 y 的 变 率 )(y 的 变化 量 dy) 
( 












































































































































he tag) ex ; 
qdy 一 般 映 身 
T R2 R? 
可 ae ol ù 
图 4-4 

















这 里 ð = 0/Ox, 等 等 . 类 似 地 , 可 知 纵向 分 量 du 为 





dv = (0,v)dz + (Oyv)dy 











因为 这 些 式 子 对 dz 和 dy 为 线性 的 . 可知 〈 设 这 些 偏 导数 不 全 为 0) 无 穷 小 向 量 
(E) 被 一 个 线性 变换 映 为 其 象 (各 ). 这 句 话 的 一 般 意义 将 在 后 面 讨论 , 目前 , 它 意 
味 着 我 们 的 映射 的 局 部 效果 可 以 用 一 个 称 为 雅 可 比 矩阵 的 矩阵 ,7 来 描述 . GORE 


Gaba aca) 


Orv Oyv 


我 们 现在 转 到 具体 的 映射 z 2?, 或 更 确切 地 说 , 是 由 此 抽取 出 来 的 R? 的 映 














ell 






































而 雅 可 比 和 矩阵 了 为 







































































® Jacobian 一 词 使 用 比较 混乱 ， 有 时 是 指 一 个 矩阵 ， 有 时 是 指 该 矩阵 的 行列 式 ,， 视 使 用 的 场合 而 定 ， 
网 如 本 书 用 它 来 刻画 以 上 所 述 向 量 间 的 映射 BO QP, 这 个 映射 是 线性 的 , 将 一 向 量 映 为 另 一 向 量 
的 线性 变换 自然 用 矩阵 来 表示 . 有 时 , 在 积分 的 变换 中 Jacobian 是 指 两 个 有 符号 的 面积 之 比 , 因此 
然 是 行列 式 . 我 们 在 译文 中 一 律 分 别 说 明 是 雅 可 比 矩 阵 或 雅 可 比 行列 式 . 原 书 则 一 律 是 指 矩阵 , 为 
方便 读者 参阅 其 他 文献 , 在 此 做 出 以 上 说 明 . 一 一 译 者 注 
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射 . 若 对 映射 (4.1) 计算 (4.2), 有 





WER BAN Fe Bl RAI 
(最 好 还 是 说 在 (rcosg,rsin0) 处 ， 














Abn, WIEK 
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2x —2y 
2y 2r 


(a) 





E 阵 的 几何 效果 还 可 看 得 更 清 
内 为 我 们 暂时 还 处 于 R? 4 


rx( 








cos@ —sin0 


sin  cos@ 


楚 , 在 点 z= rei 处 











H), RITE 
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的 交角 . 既然 这 个 变换 的 两 步 都 
在 事实 上 验证 了 前 面 宣布 的 结果 : 净 变 换 是 共 形 的 . 





4.3.3 (PHBH 





我 们 已 经 看 到 , z 2? 对 无 穷 小 
在 起 我 们 主要 关心 这 种 类 型 的 ( 即 局 部 效果 | 








因子 2r 的 效果 就 是 把 所 有 的 向 量 均 按 此 
1, 余下 的 矩阵 你 大 概 已 经 熟悉 了 , 就 是 旋转 一 个 角 0, 所 以 也 不 会 影 
保持 角度 〈 既 包括 大 小 又 包括 方向 ) 不 变 , 我 们 就 


























因子 人 















































设计 一 个 很 生动 的 新 词 来 描述 它 , 是 十 分 有 好 处 的 . 
FH q 点 发 出 的 一 切 无 穷 小 癌 


发 生 同 样 倍数 的 放大 , 我 们 就 说 这 个 
为 该 映射 在 q 点 的 伸缩 率 . 另外 , 如 果 它 们 经 历 了 同村 
的 局 部 效果 是 把 这 些 向 量 扭转 
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里 





ab 等 ) 在 生成 其 如 


缩 . 这 显然 不 会 影 


EQ 点 的 象 时 ， 





























地 说 , 我 们 将 要 与 之 打交道 的 映射 , 对 于 无 穷 小 向 量 局 部 地 伸缩 Campli 


AI 








响 到 两 个 向 量 的 
响 向 量 之 间 











向 量 的 局 部 效果 就 是 : 先 伸缩 , 再 旋转 ,从 现 
这 样 两 步 构成 的 ) 变换 , 所 以 , 专门 





长 度 





映射 的 局 部 效果 是 向 量 的 伸缩 , 伸缩 的 因子 称 
大 的 旋转 , 我 们 就 说 二 
,这 个 转角 称 为 此 映射 在 q 点 的 扭转 度 . 





qe 
一 般 

















fy) 和 扭转 


(twist) ,所 以 我 们 就 说 这 种 变换 局 部 地 是 一 个 伸 扭 (amplitwist) . 这样 说 来 ,“ 伸 


扭 ”就 是 “《〈 保 向 ) 相似” 
保 向 相似 则 没有 这 样 的 限制 . 

我 们 可 以 就 已 经 分 析 过 的 具体 情况 , 即 (4.1) 来 说 明 这 个 新 的 用 语 . 请 看 图 
局 部 就 是 一 个 伸缩 率 为 2r、 扭 转 度 为 6 的 伸 扭 , 这 个 
我 们 清楚 了 : 若 一 映射 局 部 地 是 一 个 伸 捏 ， 








WRT zr 2? 





的 角 保持 不 变 .? 








@ 但 是 在 下 面 的 讨论 
说 共 

















的 同 义 语 ， 
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7N 











不 过 , 说 人 

















P, 会 遇 到 人 














缩 率 为 0 的 情况 . 这 时 
译 者 注 














EPER H 





扭 讲 的 是 无 穷 小 向 量 








的 变换 , 说 





4-5, 
图 相当 一 般 地 使 











则 它 自动 地 为 共 形 的 一 一 一 向 量 之 间 


本 义 来 说 已 经 没有 意义 了 , 我 们 就 


回 到 
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图 4-5 





图 4-1 和 图 4-2, 我 们 现在 懂得 了 为 什么 无 穷 小 正方 形 被 映 为 无 穷 小 正方 














Æ. FKE, 只 要 z £0, 则 > 点 处 的 任意 形状 的 无 穷 小 区 域 将 被 bie ( 既 伸缩 
又 扭转 ) 为 2? 处 的 相似 图 形 . 注意 , 于 此 又 把 我 们 的 用 语 推 前 了 一 步 : 以 后 我 们 可 
以 自由 地 把 “ 伸 扭 ”作为 动词 来 用 , 意 为 对 SES LAA SBE LATE 





目前 






















































































我 们 所 具有 的 是 一 个 局 部 为 伸 扭 的 简单 映射 . 为 了 体会 伸 扭 概念 是 基本 












































到 何 种 程度 的 概念 , 我 们 必须 回 到 C, 而 且 从 头 来 展开 复 微分 学 的 思想 . 














4.4 ， 复 导数 作为 伸 所 


4.4.1 重新 考察 实 导数 


f 的 导数 
们 没有 对 





常 的 实 的 微 积 分 中 , 我 们 有 一 个 很 强 有 力 的 手段 使 一 个 由 了 及 到 以 的 函数 
FE 可 视 化 , 即 看 作 y = f(x) 的 图 像 的 斜率 . 见 图 4-6a. FERE, 由 于 我 
四 维 空间 的 想象 力 , 画 不 出 一 个 复 函 数 的 图 像 , 因此 无 法 以 任何 一 种 显然 













































































的 方式 来 


为 了 


4-6b. 注意 , 我 们 把 两 个 R 都 画 在 水 平方 向 上 , 预示 着 它们 将 仅仅 被 看 作 两 个 复 平 
面 的 实 轴 . 

















E 广 导数 这 个 特殊 的 概念 . 

















‘a 
E df=fdz 
sae 0 fa 
mms. k 





























成 功 地 进行 推广 , 我 们 首先 简单 地 把 两 个 坐标 轴 拆 散 , 使 图 4-6a 变 成 图 







































































其 次 











, 继续 前 一 节 的 思路 , 我 们 看 到 | f(r) | 描述 的 是 : x 点 的 无 穷 小 向 量 按 怎 








样 一 个 因 











子 加 以 伸缩 才能 得 到 它 在 f(x) 处 的 象 . 用 更 为 代数 化 的 语言 来 说 , f(zx) 
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就 是 这 样 一 个 实数 , 初始 向 量 一 定 要 乘 上 它 才 能 得 到 其 象 : 











fie) +=. (4.3) 





WER f'(x) > 0 CA 4-6b 就 是 这 样 的 ) , 正 的 dz 的 象 是 正 的 df, 如果 f'(x) <0 
则 无 穷 小 象 向 量 df BAW, 而 且 如 图 47 那样 指向 左 方 . 这 时 , 可 以 这 样 来 得 到 
df: 先 把 dz 按 因子 |f (x)| 伸缩 , 再 旋转 一 个 n 如 果 我 们 把 f(x) AVE C 的 实 轴 
上 的 一 点 , WA, 当 f(x) > 0 时 arg[f’(x)] = 0, 4 (zx) <0 W arg[f"(z)] =m. 这 
PE, 不 论 fa) 是 正 还 是 负 , 我 们 看 到 f 对 x 处 的 无 穷 小 向 量 dz 的 局 部 效果 都 是 
AIBA | f'(x)| 伸缩 , 再 旋转 一 个 角 arg[ 了 (x)]. 

趁 热 打铁 , 我 们 现在 打算 把 “导数 ”概念 推广 到 C 中 的 映射 . 





























































































































a 旋转 rz ! 
x i 
df=fdz fldz ! 


图 4-7 


44.2 FER 


考虑 复 映 财 f(z) 作用 在 由 2 点 发 出 的 无 穷 小 复数 〈 请 记 住 , 复数 就 是 平面 向 
的 效果 . 它 的 象 ( 即 连接 两 个 象 点 的 复数 ) 将 是 由 f(z) 发 出 的 一 个 无 穷 小 复 
数 . 现在 的 图 4-8 就 是 图 4-6b 或 图 4-7 的 推广 . 在 右 方 我 们 用 黑 箭头 来 画 复数 的 
B, 还 把 z 处 原来 的 向 量 用 空心 箭头 画 在 f(z) 处 以 便 比较 , 现在 需要 的 不 仅 是 一 
个 伸缩 , 还 要 一 个 旋转 . 从 图 48 上 看 起 来 , 我 们 必须 把 空心 箭头 长 度 放大 到 2 倍 ， 
再 旋转 (30/4). 把 这 个 情况 与 实 函 数 情况 对 比 , 在 实 函 数 情况 下 旋转 角 只 能 是 0 或 
m; 在 复 函 数 时 , 我 们 需要 的 是 任意 角度 的 旋转 . 


ro) 
aS 


图 4-8 


尽管 如 此 , 我 们 仍旧 可 以 写 出 完全 类 比 于 (4.3) 的 代数 方程 , 因为 “伸缩 与 旋 
转 ” 正 是 乘 以 复数 的 几何 意义 . 所 以 , 复 导数 f(z) 可 以 这 样 来 引入 , 即 它 是 这 样 一 
个 复数 , 我 们 必须 用 它 来 乘 z 点 处 的 无 穷 小 复数 , 才能 得 到 这 个 无 穷 小 复数 在 f(z) 


点 的 象 
radar (4.4) 
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这 里 和 (4.3) 中 的 箭头 都 是 分 别 从 图 4-6b 和 图 4-8 模仿 下 来 的 . 要 想 得 出 正确 的 效 
R, f(z) 的 长 度 必须 为 伸缩 因子 , f(z) 的 辐 角 必须 为 旋转 角 . 例如 在 图 4-8 的 
z 点 我 们 应 有 fo = 2eit3/9. 按照 第 1 章 的 思路 , 我 们 甚至 不 必 区 分 局 部 变换 与 
代表 它 的 复数 . 

为 了 求 f(z), 我 们 一 直 注 视 着 z 点 一 个 特定 箭头 的 象 , 但 是 ，〈 与 R 的 情况 不 
同 ) 这 种 箭头 现在 可 能 有 无 穷 多 个 可 能 的 方向 . 如 果 我 们 关注 的 箭头 与 图 上 画 的 那 
个 方向 不 同 , 又 当 如 何 ? 

我 们 马上 就 遇 到 了 麻烦 , 因为 一 个 典型 的 映射 ”将 要 如 图 4-9 那样 行事 . 很 清 
楚 , 不 同 的 箭头 伸缩 因子 会 不 同 , 类 似 于 此 , 每 个 箭头 要 达到 自己 的 象 也 可 能 需要 
旋转 不 同 的 角度 才 行 .虽然 我 们 仍 可 在 (4.4) 中 使 用 一 个 复数 来 描述 箭头 的 变换 ， 
但 对 不 同 的 箭头 它 必 须 是 不 同 的 数 . 所 以 找 不 到 单一 的 复数 来 使 所 有 的 箭头 都 旋 
转 同样 的 角度 . 在 能 够 找到 一 个 复数 使 得 (4.4) 成 立时 , 就 认为 它 是 f 在 > 点 的 这 
种 导数 , 并 记 它 为 A(z)”. 但 是 这 样 一 来 , 我 们 就 走 到 了 一 个 前 景 看 似 阴暗 的 绝地 : 
典型 的 C 中 的 映射 干脆 就 是 不 能 微分 的 . 


ac | 
| -JERA 
| NW 


图 4-9 


还 有 一 点 要 说 明 , 伸缩 因子 〈 即 伸缩 率 ) 可 能 为 0. 这 时 本 来 已 无 法 定义 旋转 
角 《〈 即 扭转 度 ) , 但 我 们 仍然 认为 f(z) 有 导数 , 但 导数 为 0: f(z) = 0. 或 者 说 伸 捏 
为 0. 这 就 好 比 0 是 没有 辐 角 的 , 但 我 们 仍然 认为 0 是 一 个 复数 一 样 . 这 是 一 个 
要 情况 . 上 面 说 到 的 共 形 性 遇 到 临界 点 也 是 同样 的 . 所 以 以 下 讲 到 伸 扭 时 都 包括 f 
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Q@ 我 们 很 快 就 可 以 弄 清 图 4-9 的 某 些 细节 , 例如 无 穷 小 圆 被 映 为 无 穷 小 椭圆 . 
© 在 本 书 里 , 导数 的 定义 是 两 个 咎 量 的 比值 (向 量 表示 为 复数 时 , 是 有 比值 的 ) . (4.3) 和 (4.4) 就 是 
意思 . 而 且 作 者 把 它们 右 方 的 向 量 称 为 象 向 量 时 , 还 特意 提 到 ,“ 象 ” 这 个 字 意 义 已 经 有 了 变化 : 
原来 是 表示 位 置 的 点 ( 象 点 ) , 现在 是 表示 方向 的 向 量 ( 象 癌 量 ) . 这 件 事 意义 重大 . 按照 我 们 的 习 
TH, 这些 向 量 应 该 分 别 记 作 dz 和 dw, 所 以 本 书 的 讲法 用 我 们 习惯 的 表述 方法 就 是 : 如 果 存 在 一 
个 复数 4 使 得 线性 比例 关系 dw = Adz 成 立 , 而且 A 就 称 为 导数 , 4 f(z) = A, 那么 映射 
z= w = f(z) Æ z 点 称 为 可 微 的 . 这 只 不 过 是 实 函数 情况 下 通过 微分 来 定义 导数 的 思路 在 复 情 况 
的 推广 . 如 果 再 把 dz 和 dw 分 别 写成 Az 和 Aw, 再 注意 到 作者 一 再 强调 的 不 要 把 微分 与 差分 
割裂 开 来 , 那么 立即 就 会 看 到 我 们 所 熟知 的 “导数 就 是 差 商 的 极限 ”. 这 个 命题 深入 人 心 , 虽然 作者 
有 明确 地 讲 (但 是 他 也 用 到 了 这 个 命题 , 例如 在 9.3.2 节 (9.11) 的 证 明 中 ) , 但 我 们 仍然 把 它 提 
. 作者 没有 提 , 看 来 是 为 了 强调 可 视 化 , 把 力量 花 在 几何 实质 上 , 而 不 是 花 在 形式 推导 上 . 译 者 加 
了 这 个 很 长 的 脚注 , 也 是 希望 读者 理解 , 对 微分 学 的 讲法 , 绝 非 只 能 用 人 们 熟悉 的 传统 形式 推导 . 
一 一 译 者 注 
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的 伸 扭 ( 即 导 数 ) 为 0, 讲 到 共 形 性 时 都 包括 可 能 有 临界 点 的 情形 . © 
4.4.3 ”解析 函数 


我 们 可 以 用 禅宗 的 方式 "来 处 理 这 个 情况 . 即 是 说 , 从 今 以 后 , 我 们 几乎 只 集 中 
于 那 种 可 以 微分 的 非常 特殊 的 映射 ”这 种 函数 称 为 解析 的 . 由 前 面 的 讨论 可 知 : 


























| 











a 





p 点 处 的 解析 映射 就 是 那些 其 局 部 效果 是 伸 捏 的 映射 : 即 在 p 的 某 个 
开 邻 域 的 每 一 点 处 , 由 一 点 发 出 的 无 穷 小 复数 都 按 同 样 的 伸缩 率 和 旋转 度 
被 伸缩 与 旋转 . 





解析 映射 的 效果 可 以 从 图 4-10 上 看 到 , ESA 4-9 形成 鲜明 的 对 比 . 对 于 这 样 的 映 
射 , 导数 存在 而 且 就 是 伸 扭 , 或 者 如 果 你 愿意 , 不 妨 说 导数 就 是 代表 伸 扭 的 复数 . 


Wz. 


图 4-10 






































这 时 你 可 能 相当 合理 地 担心 , 不 管 这 种 映射 多 么 有 趣 , 它们 也 太 奇 怪 了 ,以 至 
于 其 中 不 能 包括 任何 我 们 熟悉 或 有 用 的 函数 . 然而 , 貌 不 惊人 的 映射 zo 22 却 给 
了 我 们 一 线 希 望 , 因为 我 们 已 经 证 明了 它 局 部 地 确 为 伸 扭 , 因而 对 我 们 选中 的 解析 
函数 集合 颁发 了 准 入 证 . 事实 上 , 令 人 吃惊 的 是 , 我 们 将 在 下 一 章 发 现 , AS 
到 的 函数 基本 上 都 是 解析 的 ! 当然 我 们 在 许多 插图 中 看 见 的 小 “正方 形 ” 被 映 为 小 
“下 方形” 已 对 此 提供 了 大 量 的 经 验证 据 . 

或 者 应 该 强调 一 下 , 所 有 近来 的 图 片 讲 的 都 是 局 部 性 质 , 因此 也 就 是 讲 无 穷 小 
箭头 和 图 形 . 例如 由 图 4-10 可 以 看 到 , 任意 解析 映射 都 是 映 无 穷 小 圆周 为 其 他 无 
穷 小 圆周 . 然而 这 并 不 意味 着 , 这 种 映射 整体 地 也 映 圆 周 为 圆周 , 图 4-11( 它 的 中 
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@ 这 一 段 话 是 译 者 加 的 . 一 一 译 者 注 
© 近年 来 禅宗 的 思想 在 西方 颇 有 影响 . 但 在 它 的 故乡 中 国 , 数学 界 的 人 们 很 少 谈论 它 . 老实 说 , 也 
不 知道 西方 人 说 的 “ 禅 ”是 否 原 汁 原味 . 其 实 作 者 的 意思 很 清楚 : 不 必 管 一 个 复 函 数 f(z) 在 何 时 有 
导数 存在 的 条 件 . 在 我 国 流行 的 复 分 析 教 材 中 总 要 花 一 定 篇 幅 去 讨论 f(z) 的 连续 性 和 可 微 性 等 , 而 
本 书 作者 却 认 为 真正 本 质 的 是 反映 几何 实质 的 伸 扭 . 所 以 译 者 认为 不 妨 借用 陶渊明 的 诗句 “此 中 有 
真意 ,， 欲 辩 已 筷 言 ”来 说 明 这 个 情况 . “真意 ”在 于 几何 , 那些 如 可 微 性 等 的 细节 只是“ 言 ”， 而 且 不 
一 定 能 反映 “真意 ”. 所 以 “干脆 不 去 管 它 ”这 个 说 明 是 否 妥 当 , 应 请 读者 指教 . 同样 ,下 文 讲 的 “可 
以 微分 ”的 “精确 ”的 “ 言 ”也 不 必 去 管 了 . 但 是 我 们 不 要 以 为 作者 “完全 不 管 ” 这 些 事 . 请 看 本 章 
4.6 节 , 其 中 对 于 为 什么 不 能 只 看 “一 点 处 ”的 解析 性 做 了 很 好 的 几何 解释 . 一 一 译 者 注 
地 说 , 是 集中 于 那 种 在 一 点 〈 例 如 p 点 ) 的 任意 小 开 邻 域 中 每 一 点 都 可 以 微分 的 非常 特殊 的 
映射 . 这 个 附加 语 的 重要 性 在 4.6 节 里 会 讲 到 . 译 者 注 
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心 部 分 就 是 图 4-10) 表明 


了 一 个 重要 的 例外 , 因 


























一 个 事实 , 即 若 我 们 从 一 个 无 穷 小 圆周 开始 然后 让 它 慢 慢 
变 大 , 它 的 象 一 般 地 会 扭曲 起 来 而 与 圆周 毫 无 相似 之 处 ， 当 然 , 默 比 乌 斯 变换 给 








FE 





























为 它们 精确 地 保持 各 种 大 小 的 圆周 . EKE, 

















乌 斯 变换 是 仅 有 的 具有 这 种 性 质 的 变换 . 


4.4.4 


其 中 包括 了 几乎 所 有 有 月 





转 .“ 伸 缩 率 ”就 是 放大 的 
码 一 样 完 全 放 在 一 个 复数 f(z) 中 等 竺 我 们 去 解密 , 这 个 数 
门 宁可 称 之 为 的 伸 


要 想 


含义 





简短 的 总 VAN 结 









gi 的 
AN 




























































































可 以 证 明 , 默 比 


我 们 在 本 书 中 研究 的 主要 映射 是 解析 映射 ( 即 复 可 微 映射 ). 虽然 以 后 会 看 到 
的 函数 , 但 是 它们 仍然 是 很 特殊 的 . 它们 对 

















以 z 为 中 心 的 
































小 圆 盘 的 作用 , 简单 地 说 就 是 , 先 把 这 些 圆 盘 平移 到 f(z) 处 , 再 加 以 伸缩 和 捏 




















因子 , 而 “扭转 度 ” 就 是 旋转 的 角度 . 然后 f 的 局 部 效果 








dil. 














Bore f 的 导数 ， 


f(z) = f E z 的 伸 扭 = (伸缩 率 )exp[i( 扭 转 度 )] = |e eS, 
穷 小 复数 的 象 , 只 需要 用 fe) 去 乘 它 就 行 了 .” 





有 得 到 z 点 处 的 一 个 无 
最 后 还 有 两 点 . 我 们 
BOER, 而 且 使 以 后 推理 






































(在 “导数 ”一 词 以 外 ) 还 引入 了 一 个 词 
更 易于 解释 . 然而 , 初次 接触 这 门 课 的 学 


























所 有 























其 他 书 上 只 用 导数 一 词 . 其 次 应 该 注意 , 这 两 个 词 只 在 以 下 性 








BO) 是 同 义 的 : 复数 在 月 











日 它 来 乘 各 个 点 时 可 以 等 同 于 产 台 

















“ 伸 所 "因为 它 
生 应 该 明 自 , 在 














E (与 第 1 草 比 






































E 一 个 相似 变换 . 这 样 一 来 ， 





举例 来 说 “进行 微分 ”与 “进行 伸 扭 ” 并 不 是 一 回 事 : 前 者 讲 的 是 求 一 函数 的 导数 ， 

















在 下 面 的 例子 中 , 我 介 
例 1 z=z+c. 





© 我 们 附加 规定 只 要 “伸缩 率 ” 
而 上 式 仍 成 立 . 一 一 译 者 注 








后 者 讲 的 是 对 一 无 穷 小 儿 何 图 形 “ 伸 缩 与 扭转 ”. 


4.5 些 简 单 的 例子 


] 都 把 作为 象 的 C 放 在 原来 的 C 平面 上 了 . 















































为 0, 尽管 “扭转 度 ” 无 法 定义 , 我 们 仍 说 了 的 1 








扭 〈 即 导数 ) 为 0， 
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它 表示 对 点 z 做 平移 c 正如 在 图 4-12a 中 看 到 的 那样 , 由 z 发 出 的 复数 之 长 
不 变 , 所 以 伸缩 率 为 1, 同样 很 清楚 , 因为 没有 诱导 出 旋转 , 所 以 扭转 度 为 0, 从 而 


























这 与 我 们 熟知 的 实 的 微分 公式 (ax + c) 


例 2 


(z+) = (z 十 c) 的 人 


zh Az. 

















fl =1-e° =1. 





= 1 完全 一 致 . 


WR A = adt, 则 它 代 表 把 按 因 








T a 的 伸缩 与 旋转 一 个 角 a ALAR. 从 图 








E 
里 





4-12b 看 得 很 清楚 , 从 z 点 发 出 的 任意 向 量 (特别 是 无 穷 小 向 量 ) 和 平面 上 的 > 点 
一 样 , 都 经 历 了 相同 的 伸缩 与 扭转 . 所 以 


(Az)! = (Az) 的 伸 扭 = A. 
虽然 它 的 含义 比 实 的 微分 公式 起 (Ax) = 4 更 丰富 , 形式 上 却 完全 相同 . 





















































(al Hl .0 
2 十 C j; 
\ a 伸缩 率 =a fe ete 
\ : eh EA 
y> 4) = 
图 4-12 
例 3 zez. 
我 们 前 面 的 研究 已 经 揭示 了 , 这 个 映射 在 点 z = rel? 处 局 部 地 也 是 一 个 伸 扭 ， 


其 伸缩 率 为 2r, 扭转 度 为 0. 所 以 
(27) = (27) FV = (1 


虽然 := 0 时 , 伸缩 率 为 0, 扭转 度 没有 意义 , 我 们 仍 说 f 的 伸 扭 ( 即 导 数 ) 为 0. 再 
一 次 注意 到 , 这 个 结果 形式 上 与 通常 的 微分 公式 (z2)' = 2z 完全 一 样 . 下 一 章 我 人 
还 会 给 出 这 个 事实 的 直接 的 复数 与 图 示 的 证 明 . 

例 4 

因为 这 个 映射 是 反共 形 的 , 所 以 很 清楚 , 它 不 可 
果 一 个 映射 局 部 地 是 一 个 伸 扭 , 那么 它 必 自动 地 是 共 形 的 . 图 4-13a 精确 地 找 出 了 
麻烦 所 在 . 从 图 上 我 们 看 到 , 任意 的 发 自 z 点 的 复数 在 z 处 的 象 与 原来 的 复数 长 度 
相同 , 所 以 伸缩 率 为 1. 问题 在 于 : 角度 为 $ 的 箭头 一 定 要 旋转 -29 才能 达到 其 象 
箭头 的 角度 -gp. 所 以 , 不 同 的 箭头 必须 旋转 不 同 的 量 (这 就 不 是 扭转 ) 使 得 在 这 里 
不 会 有 伸 扭 . 

















缩 率 )ei( 捏 转 度 ) = 2rei? = 2z. 




































































ZZ 





能 是 解析 的 . 我们 已 经 看 到 , 如 


























hJ 
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在 图 4-5 中 我 们 已 经 清楚 地 看 见 , 任何 一 个 局 部 为 伸 扭 的 映射 必 自 动 地 是 共 形 
的 . 用 复 微 分 的 语言 , 我 们 可 以 把 这 一 点 重 述 为 所 有 解析 函数 都 是 共 形 的 , 所 以 自 
然 地 产生 一 个 问题 : 逆 命 题 是 否 为 真 , 即 是 否 每 一 个 共 形 映射 都 是 解析 的 ? 或 者 换 
一 个 方式 来 问 , 是 否 每 一 个 共 形 映射 都 不 会 比 伸 扭 更 复杂 ? 如 果 确 是 这 样 , 这 两 个 
概念 就 是 等 价 的 , 我 们 就 会 有 一 个 新 的 途径 来 辨认 解析 函数 或 者 对 它 进行 推理 . 这 
真是 一 个 诱 人 的 前 景 ! 

要 想 排除 这 一 可 能 性 只 需要 发 现 一 个 函数 , 它 是 共 形 的 然而 其 局 部 效果 不 是 一 
个 伸 扭 就 可 以 了 . 图 4-13b ASSEN UU, 在 考虑 共 形 性 时 , 要 考虑 一 个 映 
射 是 否 不 仅 保持 角 的 大 小 而 且 保持 其 方向 是 多 么 重要 . zo 壹 不 是 解析 的 , 但 是 它 
也 不 是 上 述 猜想 的 反例 , 因为 它 是 反共 形 的 . 

我 们 已 经 看 到 , BR SHU HER, 但 它 不 是 解析 的 , 因为 它 没有 扭转 度 . 
现在 我 们 来 考虑 一 个 函数 , 它 确 有 扭转 度 , 但 仍然 不 是 解析 的 , 这 一 次 是 由 于 它 没 
有 伸缩 率 . 这 种 映射 在 一 个 特定 点 处 的 效果 可 见 图 4-14, 左 方 的 三 条 曲线 各 以 等 角 
m/3 相交 , 右 方 它们 的 象 也 如 此 . 但 是 此 图 明显 地 表现 出 , 我 们 处 理 的 并 非 一 个 伸 
FH. 假想 切 于 原 复 数 的 无 穷 小 复数 先是 被 扭转 了 , 但 后 来 并 未 伸缩 , 而 解析 函数 本 
当 如 此 . 现在 它 却 按 不 同 的 因子 伸缩 . 尽管 如 此 , 开始 时 的 扭转 保证 了 两 条 曲线 之 
间 的 角 大 小 与 方向 均 得 保持 : 这 个 映射 在 这 一 点 处 真正 是 共 形 的 . 
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4.6.2 ”在 整个 区 域 中 的 共 形 性 
如 果 我 们 坚持 在 孤立 点 上 的 共 形 性 , 则 这 种 反例 是 一 定 存 在 的 ，( 我 们 已 经 夯 




















使 在 其 











出 了 一 个 DD 但 是 如 果 我 们 要 求 映 射 在 整个 区 域 中 都 是 共 形 的 , 则 这 种 非 解析 的 事 


是 不 会 发 生 的 . 设想 我 们 有 一 个 区 域 ， P (i) 映射 是 共 形 的 ,，( 芝 映射 又 不 是 








太 病 态 的 , 使 每 一 个 无 穷 小 直线 段 被 映射 为 一 无 穷 小 直线 段 . 事实 上 , 重新 检验 一 



























































能 连 在 Q 处 的 交角 都 无 从 谈 起 , 哪里 谈 得 








现在 看 图 
它 的 象 ABC. TER, E 








是 这 个 “三 角形 ”的 三 个 角 却 与 原 三 角 


4-15. 在 共 























然 三 角形 abe 的 直 边 完全 扭曲 而 4 














此 区 域 中 
线 [这 是 
中 任 一 个 无 穷 小 三 4 
大 小 及 其 
原 三 角形 经 人 



































































































































图 4-15 








这 样 我 们 就 证 明了 想得到 的 共 形 与 解析 映射 的 等 价 性 : 





(ii) 才 得 出 的 ], 而 在 此 过 程 中 角 总 与 原 三 角形 的 角 
9 形 都 被 映 为 男 一 个 无 穷 小 相似 三 角形 . 
在 纸 面 上 排列 的 方位 不 同 (这 一 点 从 图 4-15 | 
扭 而 得 . 








下 图 4-3 就 会 看 出 , 必须 预先 假设 (ii) 成立, 否则 (i) 可 能 是 没有 意义 的 . 
q 到 p 的 曲线 的 无 穷 小 的 直 的 一 段 不 是 映 到 


形 的 区 域 中 面 一 个 大 的 ( 即 非 无 穷 小 的 ) 三 





因为 如 果 


过 @ 的 另 一 段 同 种 类 的 曲线 , 则 可 


上 它 是 否 等 于 乡 呢 ?” 














ERTZ ABC 的 曲 边 , 但 
的 角 完全 一 样 . 现在 想象 三 角形 abe 缩 成 
的 一 个 任意 点 . 当 我 们 这 样 做 时 , 它 的 不 断 收缩 着 的 象 的 边 也 越 来 越 像 直 

















AIG abe 还 有 




















相等 这 样 , 这 区 域 
因为 象 三 角形 只 不 过 
F 也 看 得 很 清楚 ), 它 确 实 是 








一 个 映射 在 一 点 p 局 部 地 为 一 个 伸 扭 , 如 果 它 在 p 的 一 个 无 穷 小 邻 


域 中 是 共 形 的 . 























点 f 都 存在 . 


由 这 个 结果 我 们 立即 可 以 导出 , 例如 





们 已 经 几何 地 证 明 J 


























小 ) 中 讨论 这 些 概 念 . 









































译 者 注 








CBRE, 而 必须 在 








TBE, 还 可 以 得 到 进一步 


于 这 个 原因 , f Æ p 点 “解析 ”的 准确 的 定义 就 是 : 在 p 的 一 个 无 穷 小 邻 


ze (1/z) 在 z 关 0 处 是 解析 的 ， 
它 是 共 形 的 . 由 同样 的 证 据 , 更 一 般 地 还 可 以 得 到 , 所 有 默 比 
乌 斯 变换 ( 除 在 奇 点 外 ) 都 是 解析 的 . 

不 需 另外 费事 , 只 要 注意 距离 而 不 是 


© 由 此 可 见 我 们 不 能 讨论 恰好 在 一 点 处 的 解析 性 或 





个 


域 中 各 





的 等 价 性 .我们 











点 的 某 








邻 域 (不管 多 么 
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刚才 看 到 的 是 , 一 个 映射 不 可 能 在 一 个 区 域 








其 道 ,， 设 只 知道 一 个 映射 在 某 区 域内 有 伸缩 率 , 从 这 一 观点 出 发 重 





























内 上 只 有 扭转 度 而 没有 伸缩 率 . 为 了 研究 









































与 前 面 的 情形 不 同 , 现在 没有 任何 先 验 的 理 
图 形 共同 的 特征 . 但 是 当 我 们 实行 上 面 那 种 
显现 出 来 了 . 









































顶点 a 的 无 穷 小 箭头 . 虽然 我 们 关于 角度 
历 了 相同 的 伸缩 而 生成 其 象 4B 和 AC. 若 






























































知 象 三 角形 与 原 三 角形 相似. 





然而 这 一 次 我 们 只 知道 无 穷 小 象 三 角形 的 角度 的 大 小 与 原 三 角形 相同 . 如 果 二 
者 的 方向 也 相同 , 则 象 三 角形 是 由 原 三 角形 经 伸 扭 而 得 , 这 和 前 面 是 一 样 
































当 三 角形 变 得 很 小 时 , 我 们 可 以 把 它 的 两 个 边 , lh 








由 使 得 象 ABC 仍 能 


新 研究 图 4-15. 
现 出 任何 与 原来 























收缩 过 程 时 , 伸缩 率 的 局 部 存在 就 开始 




















Hab 和 ac, 看 成 发 日 同一 个 








无 所 知 , 但 是 确实 知道 这 两 个 箭头 都 经 
我 们 对 其 他 的 顶点 也 做 同样 的 推理 , 就 
立刻 发 现 , 为 了 不 产生 矛盾 , 这 三 个 边 必定 经 历 同样 ”的 伸缩 , 从 而 我 们 又 一 次 得 






















































































如 果 二 者 的 角 成 了 反问 的 , 则 我 们 不 仅 要 把 原 三 角形 加 以 人 



























































PEA. 但 是 








H, 还 要 翻转 . 这 种 “ 翻 


转 ” 可 以 通过 对 任意 直线 做 反射 而 得 , 特别 是 , 我 们 可 以 使 用 对 实 轴 的 反射 z z. 














这 样 , 如 果 f(z) 是 一 个 映射 , 而 我 们 知道 在 
或 者 f(z), 或 者 FR), 在 p 点 为 解析 . 



































有 意思 的 是 , 在 上 面 的 论证 中 使 用 三 角形 并 非 随意 为 之 , 实则 很 关键 . 例如 使 





























用 和 矩形 就 不 行 . 第 一 个 根据 就 在 于 : 共 形 性 











为 习 一 个 无 穷 小 窍 形 .然而 象 矩形 的 长 宽 比 在 原则 上 可 以 与 原 甸 






























































p 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 具 





有 伸缩 率 , 则 











肯定 可 以 保证 , 一 个 无 穷 小 矩形 仍然 映 




















E 形 的 长 宽 比 大 不 





相同 , 从 而 不 可 能 通过 伸 扭 从 原 和 矩形 得 出 请 试 一 下 找 出 使 它 无 效 的 第 二 个 论证 . 














从 计算 角度 来 处 理 以 上 的 问题 , 可 见 A 
46.3 ” 共 形 性 与 黎 曼 球面 


我 们 在 前 一 章 讨 论 了 一 个 这 生 的 问题 : 









































是 把 两 个 复 平面 (原平 面 和 和 象 平面 ) 都 代 以 














不 是 两 个 平面 之 间 的 映射 . 这 种 做 法 的 成 功 很 大 程度 上 依赖 于 一 个 事实 , 就 是 我 们 
把 平面 上 无 穷 远 的 遥 不 可 及 的 那 一 部 分 挤 成 了 球面 上 的 一 个 点 ， 它 # 
们 选取 什么 方法 准确 地 做 到 这 一 点 . 那么 , 为 什么 我 们 要 坚持 使 用 球 极 射影 而 不 用 


























其 他 方法 呢 ? 前 一 章 中 已 经 出 现 了 好 几 个 到 
以 抗拒 的 理由 就 是 : 球 极 射影 是 共 形 的 . 


















































© 我 们 讲 的 “同样 ”是 指 伸缩 率 的 变化 与 abe 的 大 小 是 同 阶 的 无 穷 小 . 如 果 把 “ 








hlfors [1997, 第 73 页 ]”. 











怎样 使 一 映射 在 复 平 面 的 无 穷 远 部 分 
的 效果 可 视 化 ? 亦 即 , 把 有 限 远 点 抛 向 距离 无 穷 远 处 的 映射 效果 如 何 ? 我 们 的 回答 














黎 曼 球面 , 这 时 就 能 看 得 





见 两 个 球面 而 

















不 依赖 于 我 




















EH, 但 是 现在 的 讨论 表明 



























































取 常 值 的 结论 . 
D 此 书 有 中 译 














相同 , 则 在 把 我 们 的 论证 推广 到 有 密集 分 布 的 项 点 所 成 的 网 格 以 后 , 就 会 得 到 1 


本 : 阿尔 福 斯 , 复 分 析 ,上 海 科技 出 版 社 , 1984. BBL sea WL 


同样 ”理解 为 准确 地 

















T, 另 一 个 难 























缩 率 在 整个 区 域 中 

















P 译 本 “2.3 共 形 映照 ”， 
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只 是 到 现在 我 们 才能 充分 体会 到 这 一 点 , 因为 我 们 已 经 看 到 , 解析 函数 是 平面 











上 的 共 形 映射 , 图 4-16 表明 , 球 极 射 影 的 共 形 性 使 我 们 能 把 它 直 接 变 成 关于 黎 曼 球 
面 的 如 下 命题 : 


























球面 间 的 映射 当 且 仅 当 为 共 形 时 才 表示 解析 函数 . 






































我 们 把 球面 与 平面 分 开 来 画 是 为 了 加 强 这 样 一 个 思想 : 我 们 有 权 让 平面 逐渐 












































淡出 我 们 的 思想 , 而 把 球面 当 作 逻辑 上 独立 进行 运作 的 基地 . 说 真 的 , 到 了 现在 , 我 
们 已 经 能 把 复 分 析 看 作 只 不 过 是 研究 球面 间 的 共 形 映射. 但 是 在 关于 黎 曼 曲面 的 
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究 中 还 表明 了 , 为 了 把 多 对 一 的 函数 及 






































逆 的 整体 研究 也 纳入 我 们 的 研究 之 中 ， 








还 必须 把 共 形 映射 的 概念 扩大 到 更 一 般 的 曲面 , 例如 环 面 之 间 的 共 形 映射 . 


4.7 临界 点 


4.7.1 挤 压 的 程度 






















































































再 回 到 映射 2?, 并 且 注意 到 在 z = 0 处 (22)' = 2z = 0. 像 这 样 使 导数 为 0 的 
点 称 为 临界 点 .回想 一 下 , 这 与 我 们 在 前 一 草 中 对 “临界 点 ”的 定义 是 不 同 的 , 那 
里 我 们 是 把 临界 点 定义 为 一 个 本 来 共 形 的 映射 , 共 形 性 遭 到 破坏 的 点 . 但 这 两 个 定 
义 并 非 互 不 相 容 . 如 果 一 个 解析 映射 的 导数 Fe) 在 z = p 处 不 为 0, 我 们 知道 , f 
在 p 处 是 共 形 的 , 所 以 共 形 性 只 能 在 F(z) = 0 处 遭 到 破坏 . 以 后 我 们 还 将 证 明 其 














ia, 即 若 PCp) = 0, 则 f TE p 点 不 可 能 是 共 形 的 , 虽然 这 件 事 并 不 显然. 总 之 , 这 酚 
个 定义 是 等 价 的 ， 


























用 伸 扭 的 语言 来 说 , 临界 点 可 以 同样 地 定义 为 








一 个 解析 映射 在 以 某 临 界 点 为 中 心 的 无 穷 小 圆 盘 中 














缩 率 为 0 的 点 . 这 就 暗示 了 ， 





的 效果 是 “把 它 挤 压 成 单独 一 












































个 象 点 ”. 对 引号 里 的 话 不 能 单 就 字面 来 理解 , 而 应 该 理解 如 下 . 























设想 此 圆 盘 〈 半 径 为 =) 是 这 样 小, 以 至 于 要 放 到 显微镜 下 才 看 得 见 . 设 我 们 
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电 一 套 放 大 倍数 越 来 越 大 的 镜头 Lo, L1, Lo, 73，…… RAE. 例如 设 Lo 的 倍数 是 





/se0 = 1, 所 以 其 实 并 不 比 用 肉眼 看 更 强 . 此 外 ,Za 的 放大 倍数 是 1/e1, 而 它 已 经 





























足够 强大 使 我 们 确实 能 用 它 看 见 圆 盘 了 . 镜头 Lo 更 了 不 起 , 它 可 以 放大 1/e? 倍 ， 
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导 甚 至 显微镜 下 的 
让 我 们 再 





R 
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圆 盘 的 一 小 部 分 都 可 大 得 
到 Ly 重新 看 见 整个 圆 盘 , 同时 也 看 见 当 以 变换 > 一 2? 作用 于 











时 发 生 了 
点 的 象 的 位 置 



































TAS. 它 不 见 了 ! 在 最 好 的 情况 下 , 我 们 可 能 看 
下 是 在 这 个 意义 下 , 我 们 说 这 个 时 


完全 盖 满 了 目镜 . 


mo 

















DLA 


UN ce BFS. 然而 如 果 我 们 再 用 








已 
单独 一 个 点 位 于 临界 
































ie Lo, 就 会 看 到 我 们 错 T: 这 个 点 并 不 是 一 个 点 , 而 是 另 一 个 以 e? 为 半径 的 圆 盘 . 














对 这 个 特殊 的 映射 








用 Ls 就 可 以 看 见 这 个 




















圆 盘 





还 没有 








一 个 映射 的 临界 点 处 , 可 能 甚至 L 的 倍数 也 不 够 用 , 而 需要 














镜头 , 例如 Lm, 才能 显示 出 





= 
内 | sri. 








界 点 处 挤 压 的 程度 . 
4.7.2 ” 共 形 性 的 破坏 





在 解析 函数 的 临界 点 处 , 除了 有 局 


HH 








过 临界 点 z = 0 的 射线 上 
个 一 般 的 
zm (m 22) 给 出 . 
门 说 z = 0 是 一 个 (m 
m 和 前 一 段 的 m 是 一 样 的 : 

尽管 发 生 了 共性 


时 ， 





















































它们 之 间 的 角 不 











盘 的 象 并 不 只 是 一 














个 点 . 整数 m 





PEREI. 然而 在 另 
一 个 放大 倍数 更 高 的 
恰好 可 以 度量 在 临 














部 的 挤 压 以 外 , 我 们 还 说 过 (但 尚未 证 明 ) 其 
形 性 也 受到 破坏 . 在 我 们 的 例子 里 也 可 以 看 到 这 一 点 . 当 2 映射 作用 到 








一 对 经 




















再 保持 , 事实 











生 质 . 事实 上 我 们 将 要 证 











想 要 看 见 象 就 必须 使 用 镜头 Lm. 

















共 形 的 ”. Beal Hes Ss 4 





NI 
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其 中 还 有 临界 点 了 事实 上 在 整个 前 一 节 里 我 介 
关心 典型 的 点 . 以 后 会 看 到 ， 
相 远离 的 >, 这 只 是 我 们 眼下 对 它们 很 少 注意 的 一 种 借 
块 中 的 性 态 时 , 才 可 以 安全 地 绕 过 这 个 问题 
成 关于 映射 的 整体 图 
因为 一 个 映射 在 这 类 




















们 只 

















函数 在 其 定义 域 的 某 一 
曼 曲 面 时 ， 
临界 点 将 起 关键 的 作 
特别 性 

在 
我 们 曾 就 m 
3-22) , IM Ara 
是 zm 的 一 个 阶 数 为 (m 










































































© 按 这 样 的 类 比 , 我 们 可 
如 图 4-10 画 了 一 个 小 圆周 























会 试 着 把 所 有 这 些 部 分 信息 拼 
用 .它们 起 
态 还 有 一 个 侧面 , 我 们 现在 
草 时 我们 讲 过 临界 点 位 于 无 穷 远 处 的 可 能 性 . 

















明 一 个 映射 在 非常 近 于 临界 点 处 , H 
在 临界 点 z = 0 处 的 角 不 但 未 被 保持 , 结果 反而 被 乘 以 m. 我 
本 要 注意 , 这 里 的 











上 是 加 了 


音 . 这 是 


性 态 基本 上 





















































形 在 临 界 点 被 破坏 的 事 但 是 我 们 还 是 会 继续 大 胆 地 说 “z? 是 
有 有 一 个 约定 , 就 是 容许 其 中 有 临界 点 , 在 讲 共 形 性 时 , 就 不 管 
] 都 做 了 这 样 的 约定 , 因为 在 那里 我 




















临界 点 在 一 种 准确 的 数学 











意义 下 是 “稀少 而 又 互 












































这 样 的 作用 还 
就 要 转 到 这 个 侧面 去 . 





























.然而 








只 在 我 们 集中 注意 
页 . 当 我 们 研究 黎 
像 . 而 要 做 到 这 一 点 ， 
点 的 邻 域 中 的 











特别 是 考虑 了 z z”. 





章 乃 至 


以 说 , 本 
被 人 














2 的 情况 在 歼 曼 球面 上 画 了 经 过 原点 的 两 条 直线 的 球 极 射影 象 (图 
比 看 见 了 , 在 z=0 与 z= oo 处 的 角 都 被 乘 以 m. 
一 1) 的 临界 点 , 与 原点 一 样 








以 后 内 容 , 绝 大 








部 分 图 形 都 表示 透 过 L1 看 见 的 象 复 平面 . 例 











此 我 们 断定 oo 














. EKE, 除 m = 2 外 , 我 们 还 




















所 为 男 一 个 圆周 . 但 是 如 果 我 们 



































Jal”, 就 会 看 见 它 与 圆周 其 实 有 


© 我 们 定义 其 阶 为 (m 一 1 


























偏离. 
而 不 是 m 的 理由 在 于 , JE 


当然 , 如 果 原 象 区 





paj 


Lo 而 不 是 Ly 来 看 这 个 “ 象 
周 越 小 , 这 种 偏离 也 越 小 . 


























一 1) 适当 


是 (m 








地 反映 了 导数 的 根 的 重 数 . 
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不 知道 zw 是 否 处 处 都 是 共 形 的 ! 然而 在 下 一 章 里 , 我 们 会 看 到 , 它 除 了 在 我 们 讨 
论 过 的 两 个 临界 点 处 以 外 , 确实 处 处 都 是 共 形 的 . 
4.7.3 XA 

F675 EAR BR 的 实 函 数 R(z) 的 情形 . 在 求解 极 大 极 小 问题 时 , 我 们 就 知道 
TORK R(x) = 0 的 点 的 重要 性 . 图 417 上 画 的 是 一 个 普通 的 y = R(x) 的 图 像 , 并 
且 强 调 了 R 在 临界 点 c (在 那里 R(c) = 0) 附近 的 性 态 的 另 一 个 方面 . 在 一 个 使 
Rit) £0 的 典型 点 t+ WED, 图 像 或 者 向 上 走 或 者 向 下 走 , 使 此 函数 局 部 地 是 一 对 
一 的 , 但 在 c 点 附近 , 它 显然 是 二 对 一 的 . 


ay 
































































































































4-17 





复 映 射 也 有 可 以 与 此 类 比 的 意义 . 典型 的 情况 是 f(z) A 0, 所 以 2 的 一 个 无 穷 
小 邻 域 被 伸 扭 为 w = f(z) 的 一 个 无 穷 小 象 邻 域 , 而 这 两 个 邻 域 显然 处 于 一 对 一 的 
对 应 中 . 然而 , F 7(z0) = 0,〈 按 我 们 早 前 说 过 的 那样 ) 在 近 于 zo 处 , PR BCA PEAS 
与 z” 相同 . 若 一 点 沿 闭 轨道 绕 过 o, 则 它 的 象 以 m 倍 的 速度 绕 过 wo = f(z), 而 
对 应 于 wo 附近 的 一 点 , 应 有 m 个 原 象 点 在 zo 附近 . 这 样 wo 是 一 个 (m 一 1) 阶 文 
点 . 我 们 的 结论 是 : 一 个 一 定 阶 数 的 临界 点 被 映 到 同 阶 的 支点 上 . 

我 们 是 从 与 实 函数 的 类 比 开 始 介绍 这 个 思想 的 , 但 是 我 们 也 应 注意 到 一 个 重要 
的 差别 . 一 个 实 函 数 R(x) 当 R(x) £0 时 必然 是 一 对 一 的 , 但 是 〈 与 复 函 数 不 同 ) ， 
当 R(x) = 0 时 , 它 不 一 定 是 多 对 一 的 . 例如 z3 的 图 像 在 原点 是 平坦 的 , 然而 在 此 
点 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 仍然 是 一 对 一 的 . 与 此 形成 对 比 的 是 , 复 映射 > 23 在 原 
点 附近 是 三 对 一 的 , 这 是 由 于 有 复 立方 根 存在 . 














































































































4.8 ” 柯 西 - 黎 曼 方程 
4.8.1 3 引言? 
在 结束 本 章 时 , 我 们 试 着 对 复 函 数 在 平面 映射 中 占据 了 什么 样 的 等 级 做 出 展 
望 . 这 样 做 的 一 个 好 处 是 , 我 们 会 发 现 刻画 解析 函数 的 另外 一 种 〈 除 伸 扭 和 导数 以 


@ 这 一 节 列 举 了 一 些 日 常生 活 中 的 例子 , 由 于 中 国人 的 生活 习惯 与 西方 人 不 同 , 读 起 来 会 比较 难 懂 , 所 
以 在 翻译 这 一 小 节 时 , 译 者 在 文字 上 做 了 较 大 的 改动 使 其 意义 更 明白 一 些 . 一 一 译 者 注 
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外 , 这 是 第 三 种 ) 方法 , 就 是 用 它 的 实 部 和 虚 部 来 刻画 解析 性 . 
第 一 件 事 应 该 认识 到 , 我 们 早 前 说 的 “一 般 ” 上 映射 (x,y) (u,v) 其 实 并 不 那 
么 “一 般 ”. BRE RI HH, 案板 是 一 个 平面 , 就 是 原 有 的 R? 面皮 也 占据 了 案 
板 的 一 部 分 , 也 是 一 个 平面 区 域 , 就 是 作为 象 平面 的 R? 的 一 部 分 . 对 这 一 块 面皮 
做 各 种 “操作 ”, GH, 或 切 , BT, 都 是 把 案板 上 原来 的 (x,y) 处 的 那 一 小 块 面皮 
移 到 男 一 处 (u,v), 因此 就 是 一 个 “一 般 ” 的 映射 (x,y) > (u,v), 例如 把 面皮 切 成 两 
半 而 且 各 放 一 处 . 这 里 的 映射 就 比 我 们 以 前 思考 过 的 要 “一 般 ” 得 多 , 因为 它 甚 至 
不 保有 最 起 码 的 连续 性 , 就 是 说 , 在 切口 两 侧 各 取 一 点 , 不 论 我 们 把 这 两 个 点 取得 
多 么 近 , 这 两 点 的 象 总 是 远 远 地 分 离开 的 . 
哪怕 我 们 仍 坚持 要 有 连续 性 , 所 得 到 的 映射 仍然 比 我 们 考虑 过 的 映射 更 为 一 般 . 
例如 在 括 饺 子 皮 时 , 先 撮 住 面皮 的 一 点 (u,v) = (0,0), 固定 在 案板 上 一 点 (x,y) = 
(0,0), 然后 再 用 搬 面 杖 把 面皮 从 这 一 点 向 外 拓 开 . 把 面皮 的 大 小 搬 成 两 倍 大, 这 肯 
定 是 连续 的 , 因为 面皮 上 两 个 原来 连 在 一 起 的 地 方 , 捧 来 失去 仍然 是 连 在 一 起 的 . 
现在 的 问题 是 : 在 这 一 点 做 两 个 方向 相反 的 无 穷 小 箭头 , 则 在 括 了 以 后 必然 一 个 癌 
“AR”, 一 个 向 “ 西 ”, 两 个 箭头 所 经 历 的 映射 就 大 不 相同 了 . 所 以 这 个 映射 在 显然 的 
直观 意义 下 是 不 可 微 的 (这 里 还 谈 不 上 复 微分 那么 微妙 的 意义 ) . 但 是 只 要 我 们 离 
HEED PAT AY (x,y) = (0,0) 处 稍 远 , 映射 却 在 真正 的 意义 上 是 可 微 的 , 可 以 用 雅 
可 比 失 阵 来 处 理 . 

在 折 和 迭 面 皮 时 出 现 男 一 类 有 趣 的 映射 ， 例 如 做 干 层 饼 束 要 把 面皮 先 折 再 挫 很 
多 次 . 但 我 们 不 妨 以 受信 为 例 . 这 时 , 书桌 代替 了 案板 , 信纸 代替 了 面皮 .“ 作 为 一 
个 映射 , 在 中 部 是 桌面 一 点 对 应 于 信纸 的 三 点 , 所 以 是 三 对 一 映射 , 而 在 折 口 到 信 
纸 两 头 , 即 无 折合 部 分 , 恰 为 一 对 一 , 而 在 折线 处 确实 又 失去 了 可 微 性 .在 折线 以 
外 , 则 局 部 仍 可 用 雅 可 比 和 矩阵 来 分 析 . 

做 千 层 饼 的 时 候 , 把 一 个 面团 〈 不 一 定 很 平 ) 在 某 个 方向 一 失 , 一 折 , 换 一 个 方 
向 再 所 再 折 , 再 把 它 揉 团 , 如 此 反复 . 然而 如 果 限 制 考虑 某 一 区 域 而 把 折 口 、 边 缘 等 
排除 在 外 , 则 原来 讲 过 的 用 雅 可 比 矩 阵 做 分 析 还 是 可 以 应 用 的 , 因为 这 样 的 映射 实 
际 上 已 经 相当 一 般 了 . 我 们 希望 以 上 的 讨论 足以 揭示 (作为 真正 意义 上 连续 而 且 可 
微 的 映射 ) 我 们 在 映射 的 演化 的 阶梯 上 已 经 息 得 相当 高 了 . 所 以 , 并 不 奇怪 , 这 些 
映射 就 其 局 部 效果 而 言 是 出 奇 地 简单 , 当然 不 会 简单 到 如 伸 扭 那样 . 

ABA, 伸 扭 〈 解 析 映 射 ) 在 这 个 演化 的 等 级 上 处 于 什么 位 置 呢 ? 












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































fly 














@ AJARA (特别 是 公务 商务 函件 ) 的 “规矩 ”和 中 国人 不 同 , 例如 正文 向 下 , 先 从 信 头 超过 1/3 处 

上 一 折 , 翻 过 来 , 再 在 离 信 尾 超过 1/3 处 向 上 一 折 , 成 为 一 个 压 平 了 的 8 形 , 而 且 信 头 正面 (包括 
印 有 收 件 人 姓名 地 址 的 heading) 向 上 . 折 好 以 后 的 信纸 宽度 与 原 信纸 以 及 信封 一 样 , 高 度 略 小 于 信 
封 深度 , 不 必 再 折 即 可 装 入 信封 , 而 且 收 件 人 姓名 地 址 恰好 落 在 信封 的 “窗口 ”中 , 不 必 再 打印 信封 . 
这 样 的 信 打 开 也 很 方便 : 抓 住 信纸 两 头 多 余部 分 一 抖 就 行 了 . 译 者 注 
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4.8.2 


完成 如 同 密码 一 样 藏 在 雅 可 比 矩 阵 (4.2) H 


线性 变换 的 几何 学 




















我 们 再 从 离 玫 











FL 前 看 
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RER. 一 个 映射 





究 的 地 方 





到 这 利 
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H (相应 于 














局 部 


地 有 效 , 而 真 1 

















PRERE) W 
E HZR A 








i 行 了 . 但 是 这 时 我 们 需要 记 住 一 件 事 : 
:变换 事实 上 是 各 点 不 均匀 的 . 




















考虑 一 个 均匀 的 线 | 





式 ， 








线性 变换 引起 的 4 





性 变换 对 一 圆周 C 的 效果 . 因 





的 线性 变换 . 如 果 能 够 先 


为 圆周 的 笠 





的 局 部 效果 就 是 











里 解 均匀 的 线 
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我 们 的 分 析 仅 











FEF 儿 方 程 是 二 次 





全 一 














E 标 变换 将 使 象 曲线 具有 男 











“aE 
ll. 见 图 


两 个 


别 的 . 请 目 己 验证 以 下 两 个 挫 


我 们 


点 . 从 而 C 的 中 ， 
WE 的 长 轴 D 的 直径 d. MA 
为 五 的 一 族 平行 弦 而 
E 图 4-18 中 . 


一 切 





= 
VAJ 


是 一 条 圆锥 曲线 . 
4-18, 









































并 请 与 图 
周 的 效果 , 也 就 是 现在 的 结果 的 局 部 效 


又 因为 没有 
4-9 比较 ， 


一 个 点 被 送 到 无 穷 远 处 , 所 以 
图 4-9 mj 
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N. 























扭转 





4-18 


个 二 次 式 的 方程 . 所 以 , 象 


的 就 是 一 个 非 均匀 变换 对 于 无 穷 小 
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iff 
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VAJ 











必定 


一 个 


它 必定 是 























我 们 刚才 使 
向 量 相 加 再 

















故 映射 ， 




















。 直 线段 的 9 


时 的 是 关于 线性 的 代数 陈述 . 而 基本 的 几 


平行 直线 被 映 为 
点 被 映 为 象 直线 段 的 9 


























或 者 先 对 两 个 向 量 各 做 映射 然后 有 


rie. 


F 行 直线 . 


EAH DN, 
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MEZAN 
因为 圆周 C 




















心 被 映 
































有 实 应 月 
的 直径 都 被 圆心 平分 , 所 以 其 象 作 为 E 的 弦 必 定 都 经 过 共同 的 中 
HA DWRCH 
E 直 于 d ASHE ORR), 它们 的 象 必 





HF E. 








为 EWO. 用 同样 的 粗 黑 线 来 给 








可 事实 是 : 如 果 我 们 多 








E 把 
这 两 者 是 没有 区 








Mas 





E 考 虑 C 的 导 
D 平分 它们 . 因此 它们 必 为 垂直 于 D 的 3 








AN it 
现在 很 清楚 











FE 行 线 族 . 所 有 这 





局 部 线性 变换 就 是 在 d 方向 做 一 个 拉 伸 , 在 与 它 垂直 的 方向 上 做 男 一 
拉 伸 , 最 后 再 做 一 个 捏 转 . 
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在 这 个 结果 中 再 考虑 自由 度 也 是 有 意义 的 . 因为 雅 可 比 和 矩阵 有 4 个 独立 元 素 , 要 确 
定 我 们 的 变换 也 就 上 只 需要 4 个 自由 度 的 信息 : (i) a 的 方向 , Gi) 在 此 方向 上 的 拉 伸 
因子 , (iii) 垂直 方向 上 的 拉 伸 因子 , (iv) 扭转 . 
如 果 最 后 还 想得到 解析 函数 , 只 需 令 这 两 个 拉 伸 的 因子 相等 . 这 样 就 明显 地 把 
自由 度 的 数目 由 4 下 降 为 3. 然而 由 于 我 们 现在 在 各 个 方向 都 产生 了 相同 的 伸缩 ， 
d 的 方向 的 选择 也 就 无 关 紧要 了 , 而 我 们 上 只 剩 下 了 两 个 真正 的 自由 度 : 伸缩 率 与 扭 
转 度 . 
现在 请 注意 , 我 们 得 到 了 以 下 的 结果 : 








































































































































































































一 个 保持 方向 的 映射 ， 当 且 仅 当 它 把 无 穷 小 圆周 变 为 无 穷 小 圆周 时 ， 
才 是 共 形 的 . 





如 果 一 个 保持 方向 的 映射 能 够 保持 圆周 , 则 它 特别 地 也 能 保持 无 穷 小 圆周 , 所 以 必 
为 共 形 的 "， 我 们 现在 不 需要 前 一 章 的 详细 证 明 就 看 到 了 : 默 比 鸟 斯 变换 的 共 形 
性 /解析 性 仅 依赖 于 它们 保持 圆周 . 


4.8.3 ” 柯 西 - 黎 曼 方 程 


如 果 我 们 现在 追问 怎样 能 辨认 出 一 个 雅 可 比 矩 阵 能 使 两 个 伸缩 因子 都 相等 , 就 
会 得 到 刻画 解析 函数 的 另 一 种 方法 . 因为 我 们 已 经 知道 用 复数 去 乘 就 能 生成 所 需 
的 线性 变换 , 如 果 考 虑 什么 类 型 的 矩阵 作用 于 向 量 〈 即 复数 ) 时 相应 于 用 复数 去 乘 
它 , 就 能 很 容易 地 回答 这 个 问题 . 用 (a + ib) ER z= (zx + iy) 时 , 我 们 得 到 的 线性 
变换 是 




























































































(a + iy) + (a+ ib)(a + iy) = (ax — by) 十 ipz + ay). 
a —b 
(+). > 


J= Oru Oyu 
Orv Oyv 


比较 , 于 是 知道 为 了 使 了 的 效果 化 为 一 个 伸 扭 , 它 应 与 (4.5) 相同 , 即 











JEC HJER EERE (4.2) 




















zu = +0yv, Orv = —Oyt. (4.6) 








® Sommerville [1914, 第 237 页 ] 上 有 这 个 事实 的 另 证 . 
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这 就 是 著名 的 柯 西 - 黎 曼 方 程 . 这 些 给 了 我 们 
深 茂 于 其 后 的 伸 扭 概念 一 样 , 应 该 在 一 

















































































































辨认 解析 函数 的 第 三 利 


























方法 . 然而, 和 
点 的 某 个 无 穷 小 邻 域 中 满足 这 些 方程 , 才能 



















































































































































































































































































































































































断定 映射 在 此 点 为 解析 [见习 题 12). 
因为 (a + ib) 起 伸 扭 的 作用 , 比较 (4.5) 与 (4.2) 就 给 出 两 个 关于 导数 的 公式 
f = Ou +i0 = ôs f, (4.7) 
F = Oyv — idyu = —idy f. (4.8) 
作为 一 个 例子 , 考虑 z 23. 如 果 把 它 乘 开 , 就 会 得 到 一 大 堆 很 难看 的 东西 : 
u +iv = (2° 一 3zo2) + i(827y — y’). 
然而 , 分 别 微分 其 实 部 与 虚 部 , 我 们 得 到 
Oru = 3x? — 3y? = +0yv 
Orv = 6xy = —Oyu. 
所 以 , 柯 西 - 黎 曼 方 程 得 到 满足 . 这 样 , v 和 wv 的 特殊 形状 并 不 难看 , 而 是 恰好 保证 
了 此 映射 是 解析 的 . 利用 (4.7), 我 们 就 可 以 算出 其 伸 扫 为 
(23) = 3(x? — y’) +i6zy = 32?, 
它 和 通常 的 微 积 分 中 的 公式 是 一 样 的 . 请 验证 (4.8) 也 会 给 出 同样 结果 . 
在 下 一 人 草 里 我 们 要 制 断 与 R? 连接 的 脐带 , 而 发 现 怎样 直接 求助 复 平面 的 几何 
来 更 好 地 理解 以 上 的 结果 . 
4.9 J 题 
1. 用 柯 西 - 黎 曼 方 程 验证 z 一 过 不 是 解析 的 . 
2. 映射 z 2° 作用 在 一 个 无 穷 小 图 形 上 , 考察 它 的 象 , 发 现 这 个 图 形 被 旋转 了 n, 其 线性 尺 
度 放 大 了 12 倍 . 这 个 图 形 原 来 位 于 何 处 ? [有 两 种 可 能 性 .] 
3. 考虑 映射 z Q(z) = 27/z. 把 z 写成 极 坐标 形式 , 并 求 出 2 的 几何 效果 . 从 一 个 典型 
的 z 点 出 发 , 用 两 种 不 同 颜色 画 两 个 等 长 的 小 箭头 : 一 个 平行 于 2, 另 一 个 垂直 于 z. 再 
从 Q(z) 出 发 画 出 二 者 的 象 . 由 此 导出 : 2 并 不 生成 一 个 伸 扭 . [你 的 图 应 以 两 种 方法 显 出 
4. 图 4-19 表示 一 条 曲线 的 加 上 阴影 的 内 域 被 一 解析 函数 映 到 象 曲 线 的 外 域 . A z 以 逆 时 针 
方向 绕 左 边 图 的 曲线 运动 , 问 其 象 w 怎样 绕 其 象 曲线 运动 ? [提示 : 从 z 出 发 画 一 些 无 穷 
小 箭头 , 其 中 应 包括 一 个 沿 运 动 方向 的 箭头 .] 























10. 


11. 


12. 


z 


解析 的 


NN-> 


图 4-19 


. 考虑 f(z 十 iy) = (a? +y?) +i(y/a), 找 出 被 f WRAY (a) 水 平 直线 , (b) 铅 直 直线 的 曲线 并 









































画 出 其 草图 . 注意 , 从 你 的 答案 来 看 , f 应 是 共 形 的 . 用 两 种 方法 证 明 它 其 实 不 是 : (i) © 
式 地 找 出 一 些 曲 线 使 其 交角 没有 被 保持 ; (i 用 柯 西 - 黎 曼 方程 . 





















































.继续 上 题 , 证 明 怎样 选取 v 都 不 能 使 f(z + iy) = (2? + y’) + iv 成 为 解析 的 . 

















(i) & g(z) = 3 十 2i, 然后 用 几何 方法 解释 为 什么 g'(z) = 0. 

(ii) 证 明 : 大 一 解析 函数 在 某 连 通 区 域 上 的 伸缩 率 恒 为 零 ( 即 f(e) = 0) , 则 此 函数 在 
此 区 域 上 恒 为 常数 . 
(ii) 给 出 一 个 简单 反例 证 明 , 若 此 区 域 是 由 不 连通 的 分 量 构成 的 , 则 以 上 结论 不 成 立 . 



























































. 用 图 形 解释 为 什么 若 f(z) 在 某 个 连通 区 域 上 解析 , 则 以 下 的 每 个 条 件 均 使 它 变 为 一 个 常 

















(i) Ref(z) = 
(ii) |7(2)| = i, 
(iii) AMM f(z) 而 且 f(z) 都 解析 . 
. 用 柯 西 - 黎 曼 方程 对 前 两 题 给 出 严格 的 计算 证 明 . 
























































不 把 一 个 映射 用 其 实 部 与 虚 部 来 写 ( 即 不 写 为 f = ut iv) ,而 用 其 长 度 与 角度 写成 

















f(z) = Re” 


有 时 更 为 方便 , 这 里 GW z 的 函数 . 证 明 刻 画 一 个 解析 函数 了 的 方程 现在 成 为 





d,R=Rd,v 和 ,R= RO. 




















我 们 现在 约定 , 当 和 w 适合 柯 西 - 黎 曼 方程 时 , 就 说 “ = w 十 iv GAM PR STE’. 
证 明 : E f(z) 与 g(z) 二 者 均 适 合 柯 西 - 黎 曼 方程 , 则 其 和 与 积 亦 然 . 
对 不 为 零 的 z, > f(z) = flex + iy) = zy/z. 

(i) 证 明 : 当 2 趋 近 实 轴 或 虚 轴 的 任意 点 〈 包 括 原 点 ) 时 , f(z) 趋 近 0. 

(ii) 在 定义 f 在 两 轴 上 均 为 0 以 后 , 证 明 柯 西 - 黎 曼 方程 在 原点 也 满足 . 

(iii) 尽管 如 此 , 证 明 f 在 0 处 甚至 不 可 微 , 更 谈 不 上 解析 ! 为 证 明 这 一 点 , 找 出 从 0 出 
发 而 指向 el? 方向 的 无 穷 小 箭头 的 象 . 由 此 导出 尽管 f 在 0 处 确 有 扭转 度 , 却 没有 
申 缩 率 . 
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13. 验证 z e7 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 , 并 求 出 (e7)/. 
14. 画 出 一 个 无 穷 小 矩形 在 解析 映射 下 的 象 的 草图 , 然后 由 此 导出 , 面积 的 局 部 放大 因子 是 伸 
缩 率 的 平方 . 考察 雅 可 比 矩 阵 的 行列 式 以 重新 导出 这 个 事实 . 
15. 定义 S 为 由 下 式 给 出 的 正方 形 : 
a—b<Re(z)<a+b 和 —b<Im(z)<b (b>0). 
(i) Hè b< a 的 情况 画 一 个 典型 的 5. 现在 做 出 它 在 映射 > e 下 的 象 5 的 草图 . 
(让 由 你 的 草图 导出 5 的 面积 , 并 写 出 5 的 面积 与 S 的 面积 之 比值 A. 
(ii) 用 前 两 题 的 结果 , 回答 当 b 趋向 零 时 4 趋向 什么 ? 
(iv) 由 Gi) 中 得 到 的 结果 求 jim A, 再 验证 它 与 (if) 中 得 到 的 几何 结果 一 致 
16. 考虑 复 反 演 映 射 T(z) = (1/2). 因为 工 是 共 形 的 , 它 的 局 部 效果 必 为 一 个 伸 扭 . 通过 考虑 
一 个 以 原点 为 中 心 的 圆 弧 之 象 导出 [(1/2)!| = /la 
17. 考虑 复 反 演 映射 T(z) = (1/2). 
O #@z=ae+iMlauti,be Sy Ku Sv. 
Gi) 证 明 柯 西 - 黎 曼 方程 除 原点 外 处 处 满足 , 因此 了 除 在 原点 外 恒 为 解析 的 . 
(iii) REJE EERE, 把 它 用 极 坐标 表 出 , 从 而 求 出 工 的 局 部 几何 效果 . 
(iv) 用 (4.7) 证 明 伸 扭 为 -(1/22), 这 与 通常 微 积 分 的 结果 一 样 , 且 与 前 题 一 致 , 由 此 证 
SE (iti) 的 结果 . 
18. 回忆 第 3 章 的 习题 19, 在 那里 证 明了 默 比 乌 斯 变换 
az+b 
MOS cz +d 


19. 考虑 图 4-20 中 的 映射 f(z) = 24, 左 方 是 一 个 质点 p 沿 直线 z = 1 的 一 线段 向 上 运动 , 7 














当 且 仅 当 原来 的 圆周 族 〈 称 为 F) A q= 一 (d/c) 为 中 心 时 , 才 将 同心 圆周 族 映 为 同心 





周 族 . 令 p = 





























ba 














lz 一 外 WH q 到 > 的 距离 , FEF 之 元 为 p = 常数 . 





























(i) 考虑 F 的 一 个 元 素 到 F 中 一 个 比 它 大 无 穷 小 的 元 素 的 正 交 的 连接 向 量 , 导出 M 


























的 伸缩 率 在 F 中 的 每 一 个 圆周 上 均 分 别 为 常数 . 由 此 推出 M] 仅 为 p 的 函数 . 






































(ii) 考虑 一 个 无 穷 小 图 形 之 象 , 并 令 此 无 穷 小 图 形 从 远离 q 的 某 点 开始 运动 到 很 接近 q 


处 , 由 此 导出 , 在 行程 的 某 一 点 处 象 与 原 象 相合 . 
(iii) 综合 以 上 结果 , 导出 有 一 个 特殊 的 元 Im, BE Im 上 的 无 穷 小 图 形 被 映 为 位 于 象 区 


M(Im) 
19). 


























W 














的 相合 的 象 图 形 上 . 回忆 一 下 , 这 个 In 称 为 M 的 等 度 圆周 〈 第 3 章 习题 


(iv) 用 前 一 部 分 解释 为 什么 M(Im) 与 Im 半径 相同 . 
(v) ERE 为 什么 Tuy-1 一 M(In). 





























(vi) 设 M 已 规范 化 . 用 习题 16 的 思想 证 明 M 的 伸缩 率 为 
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MG pps 
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UD 








方 则 是 其 象 f(p) 的 路 径 . 






























































































































































(i) 再 画 一 幅 这 样 的 图 , 考虑 当 p 点 继续 上 行 时 p 的 长 度 与 角度 , 从 而 延伸 象 路 径 . 
(ii) 证 明 A = isec*(x/8). 
(iii) 求 出 左 图 上 p 的 两 个 位 置 〈 称 为 bi 5 bo) ,使 它们 被 映 到 右 图 上 的 自 交 点 B, 并 把 
这 两 个 位 置 在 你 的 图 上 标 出 来 . 

(iv) 假设 已 知 f’(z) = 4z3 这 个 结果 , 求 出 bi 与 bo 处 的 扭转 度 . 
(v) 用 前 一 部 分 证 明 (在 右 图 B 处 ) 象 曲 线 以 直角 自 交 . 

| F(p) 

A 
0 MW> D 0 
P 








图 4-20 


20. 图 4-21 复制 了 第 2 章 的 图 2-9. 








图 4-21 









































(i) 用 几何 方法 证 明 , 若 z 由 6 增加 db 而 沿 双 纽 线 运动 , 则 w = z? 沿 右 方 的 圆周 移 
动 一 个 距离 4d0. 
用 (22)' = 2z, 用 几何 方法 导出 ds = 2d0/r. 
(iii) 利用 r? = 2cos 20 这 一 事实 , 用 计算 证 明 


rdr = 2/1 — (r4/4)d0. 
(iv) $ s 表示 连接 原点 到 双 纽 线 上 的 2 的 线段 之 长 . 由 前 两 部 分 导出 
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=> 
=H 

we 

Eas 



























































ae | dr 
o Vi— (r4/4) 
于 这 个 原因 , 此 积分 称 为 双 纽 线 积分 . 


21. (i) 推广 正文 中 的 论证 , 证 明 在 三 维 空 间 中 线性 变换 的 效果 就 是 把 空间 在 3 个 互相 垂直 
的 方向 上 加 以 拉 伸 (一 般 是 按 3 个 不 同 的 倍数 ), 然后 再 把 空间 加 以 旋转 . 
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(ii) 由 此 导出 , 一 个 把 三 维 空间 映射 为 其 自己 的 映射 , 当 且 仪 当 它 映 无 穷 小 球面 为 无 穷 
小 球面 时 , 才 是 伸 扭 , 


出 对 球面 的 反 演 保持 两 条 相交 的 空间 曲线 所 含 的 角 的 大 小 ， 
出 球 极 射影 是 共 形 的 ， 




















































































































附注 : 与 平面 共 形 映射 之 丰富 成 为 鲜明 对 比 , 刘 维 尔 "和 麦克 斯 书 ” 各自 独立 地 发 现 了 : 空 
间 中 仅 有 的 保持 角度 不 变 的 映射 就 是 反 演 , 以 及 几 个 反 演 的 复合 . 



































® Joseph Liouville, 1809—1982, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
@ James Clerk Maxwell, 1831—1879, 伟大 的 苏格兰 物理 学 家 . 一 一 译 者 注 

















第 5 章 微分 学 的 进一步 的 几何 研究 


5.1 ， 柯 西 - 黎 曼 的 真面目 


5.1.1 引言 


我 们 在 前 一 章 里 从 研究 结构 较 简单 的 R? 领域 中 的 映射 开始 , 来 研究 C 中 的 
解析 函数 的 引信 注目 的 本 质 . 特别 是 , 雅 可 比 矩 阵 为 我 们 提供 了 一 条 推导 解析 函数 
的 柯 西 - 黎 曼 特征 的 不 太 费 力 的 途径 , 而 且 还 能 计算 出 H. 然而 这 一 途径 
是 相当 间接 的 . 在 本 章 中 , 我 们 则 直接 在 复 平面 中 研究 微分 学 , 主要 是 通过 应 用 无 
穷 小 儿 何 . 这 条 途径 的 第 一 个 应 用 是 重新 推导 出 柯 西 - 黎 曼 (以 下 简 记 为 CR) 方程 ， 
同时 发 现 它 们 可 能 取得 的 新 形式 . 


5.1.2 笛 卡 儿 形 式 


考虑 一 个 依 实 轴 和 虚 轴 方向 排列 的 非常 细 的 正方 形 网 格 . 见 图 5-1 左上 图 , 在 
解析 映射 下 , 每 一 个 无 穷 小 正方 形 经 伸 扭 而 产生 的 象 仍 为 正方 形 . 我 们 要 说 明 CR 
方程 具 不 过 是 把 这 个 几何 事实 用 符号 和 式 子 来 表述 . 
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5-1 
把 单个 小 正方 形 及 其 象 都 放大 , 如 图 5-1 底部 那样 . 设 起 始 的 正方 形 边 长 为 s， 
如 图 . 如 果 我 们 由 > 出 发 并 沿 z 方向 运动 e 则 象 将 沿 一 个 复数 运动 , 这 个 运动 可 
下 式 给 出 : 






































(x 的 变化 ).( 象 f 对 z 的 变化 率 ) = def. 
类 似 地 , 若 点 沿 铅 直 边 运动 , 即 在 y 方向 上 运动 e, 则 它 的 象 将 做 运动 cd, f. 又 因 
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为 这 两 个 象 向 量 张 成 一 个 正方 形 , 所 以 它们 之 间 必 定 简单 地 由 一 个 旋转 x/2 FAK, 
也 即 是 有 乘 以 i 的 关系 . 消去 s 后 我 们 就 有 





的 比较 紧凑 的 形式 . 令 双 方 实 部 和 虚 部 分 别 相等 就 给 出 












































至 此 大 功 告 成 ! 只 要 再 把 f= u+iv 放 进去 即 知 , 它 不 过 就 是 CR 方程 


idz(u+ iv) = Oy(u + iv) 





Oru = Oyv WR w= 一 Di 














(5.1) 

















It Fi 








erref'=c0,f > f =, 


EF 方形 的 两 边 其 象 各 为 什么 , 于 是 可 以 得 出 


这 和 前 面 得 出 的 一 样 . 为 了 得 出 伸 扭 本 身 , 我 们 要 记 住 , 每 个 无 穷 小 箭头 在 乘 以 f 


后 就 得 出 其 象 . 现在 因为 我 们 已 和 





icrricf’=cO,f > f= -id,f. 


5.1.3” 极 坐标 形式 
(5.1) 是 CR 的 最 常见 的 写法 , 但 不 是 唯一 的 写法 . 它 取 这 样 的 形式 是 因为 我 
们 选择 在 原来 的 复 平 面 和 象 的 复 平 面 上 都 用 实 部 和 虚 部 ( 即 笛 卡 儿 坐 标 ) 来 表示 复 


数 . 所 以 , 我 们 可 以 把 
形式 . 在 第 4 章 的 习题 10 4 
用 极 坐 标 , 这 检 
Polar-Cart. 形式 作为 几何 方法 的 
为 了 做 这 件 事 , 我 们 先 做 适用 了 
台 让 r 增加 dr, 于 是 得 到 此 了 
点 在 一 个 垂直 的 方向 〈 即 横向 ) 上 运动 , 此 方向 的 单位 向 量 













































































E 方 形 的 径 












































(5.1) 简称 为 CR 的 Cart.-Cart. (Cart. 是 Cartesian 的 简写 ) 






































P, 对 第 一 个 复 平面 我 们 使 用 第 卡 儿 坐标 , 而 在 象 平面 上 














得 到 CR 的 男 一 种 形式 (Cart.-Polar 形式 ) . 我 们 再 以 推导 CR 的 


aap 











F 极 坐标 的 无 穷 小 正方 形 , 见 图 5-2. FEM z 
向 边 exdr. 如 果 我 们 另 让 9 增加 do, 则 此 


















































是 jeh, 当 dé 趋 于 0 WY, 








此 方向 上 运动 的 大 小 是 rdb, 所 以 描述 这 个 运动 的 复数 是 rdo = izdd. 从 图 上 看 


得 很 清楚 


把 0 变动 d9, 则 象 将 运动 d9 oof. 如 果 映 射 是 解析 的 , 忆 








现在 来 看 它 的 象 , FUT A 


开始 为 正方 形 “< 全 dr=rdé 





(5.2) 


E, 若 将 7 增加 dr, 则 象 将 要 移动 dr- 3f. 类 似 地 ， 











Æ, 所 以 后 一 个 边 等 于 i 乘 第 一 个 边 : 

















d 


0- ðf =idr.0,f. 


p 


么 它们 仍 张 成 一 个 正方 
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以 (5.2) 代入 此 式 , 消去 dg 后 即 有 


dof = ird,f, (5.3) 




















te CR 的 新 的 紧凑 形式 . 再 以 f =utiv RA, 读者 容易 看 到 (5.3) 等 价 于 下 
面 这 一 对 Polar-Cart .方程 : 




















Ogv = +r 0,u, (5.4) 
gu = —10,v. (5.5) 
只 要 注意 到 , 伸 扭 将 把 一 个 币 头 变 为 其 象 , 我 们 也 可 得 到 导数 的 两 个 表达 式 如 下 : 




















eldrr>eidr.f=dr.0.f = f=e 0,F, (5.6) 


以 及 
izdg = izd0.f =d0.0f > f’ =—(i/z)dof. (5.7) 
现 以 23 = rsesig 为 简单 的 例子 . 由 (5.6) 有 


/ ‘ i 
(23) =e i037r2e3i0 = 3720219 = 322, 








而 由 (5.7) 则 得 











(23) = —(i/z)r’?3ie = 一 (i/z)3iz3 = 3z2. 





























于 两 个 表达 式 都 得 到 了 同样 的 结果 , 我 们 首先 就 验证 了 23 确 为 解析 的 . 
在 CR 的 四 种 可 能 的 写法 中 , 只 留 下 Polar-Polar 形式 待 求 . 请 读者 自行 验证 ， 
若 将 f BA f= Ri” WA 4 章 习 题 10) , 则 CR 成 为 






























































OoR = —rRO,W 以 及 Rə = rô, R. 
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5.2 ”关于 刚性 的 一 个 启示 




















复 分 析 中 一 个 一 再 出 现 的 主题 是 解析 函数 的 “刚性 ”这 人 句 话 的 意思 是 指 这 类 


























函数 的 本 性 是 它 具 有 高 度 严 密 的 结构 〈 处 处 都 局 部 地 是 伸 扭 )， 这 使 得 我 们 从 非 
常 有 限 的 信息 即 可 定 死 它们 准确 的 性 态 ， 举 例 来 说 , 只 要 告诉 了 我 们 一 个 解析 函 
的 束缚 , 如 一 个 晶 
森 从 它 的 晶 核 生长 出 来 那样 ， 事实 上 , 只 要 有 了 一 个 解析 函数 如 何 作用 于 一 封闭 
| 线 的 极其 稀少 的 信息 ( 即 只 有 该 曲线 上 的 点 引起 你 的 关注 ) , 我 们 就 能 准 古 

































































数 在 一 个 小 区 域 中 的 效果 , 它 的 定义 就 可 以 唯一 地 拓展 超出 原来 






























































































































一 斑 . 
3B 
tg 必定 走 到 这 里 ! 
Aa 
y 
< 
eg C B 
图 5-3 








考虑 图 5-4, 以 原点 为 中 心 的 圆周 被 映 为 铝 直 直 线 , 圆周 越 大 , 直线 越 癌 右 移 ， 




























































































但 是 这 些 直 线 的 间距 如 何 并 无 限制 . 关于 具有 这 种 性 质 的 解析 映射 f, 你 认为 我 们 
能 搜集 到 多 少 信 息 ? 在 往 下 读 之 前 , WER CHP BRR FP. 
yA o : vA 1 
e 0 | if 
5-4 


















































我 们 知道 f 是 共 形 的 , 其 局 部 效果 如 是 一 个 伸 扭 . 考虑 由 原点 发 

























































































为 它们 以 直角 穿 过 这 些 圆周 , 它们 的 象 就 应 以 直角 穿 过 这 些 铅 直 直 线 , 所 以 应 为 水 











的 射线 . 





地 预 
知 在 闭 曲线 内 域 的 每 一 点 会 发 生 什么 ! 见 图 5-3， 以 后 我 们 会 证 实 这 些 奇特 的 结 
A, 在 第 9 章 中 甚至 可 以 找到 一 个 显 式 的 公式 把 w 用 A, B,C 等 表示 出 来 
公式 应 归功 于 柯 西 ) ， 然 而 在 目前 ,还 只 能 考虑 一 种 不 同类 型 的 间 


这 个 
了 分 信息 以 蜂 其 





因 


5.2 关于 刚性 的 一 个 启示 195 


























平 直线 . 事实 上 , 如 果 我 们 让 一 条 射线 以 逆 时 针 方向 旋转 , 我 们 其 




















至 能 说 出 它 的 象 


直线 是 向 上 还 是 向 下 移动 . 请 看 图 5-5, 其 中 描绘 了 一 个 由 两 个 圆周 与 两 条 射线 所 





























围 的 无 穷 小 正方 形 的 命运 . 我 们 知道 , 连接 两 个 圆周 的 无 穷 小 径 向 箭头 必 被 映 为 连 
接 两 条 铅 直 直 线 的 由 左 向 右 的 无 穷 小 箭头 . 但 因 正方 形 应 被 伸 扭 , 其 象 的 位 置 必 如 




































































图 5-5 所 示 . 这 样 我 们 就 知道 了 , 射线 的 正 向 旋转 将 使 象 直线 向 上 平移 . 




















BUN AA BENE, 但 是 还 没有 完全 获得 从 第 4 章 的 习题 5 中 看 到 的 解析 性 























的 推论 . 在 那里 证 明了 , 尽管 映射 (z +iy) (£? + y?) +i(y/z) 
所 有 上 述 所 讲 的 性 质 . 事实 上 很 容易 写 出 无 穷 多 个 非 解析 的 函数 都 与 上 面 
事实 相 容 . 成 为 鲜明 对 比 的 是 , 当 我 们 的 研究 结束 时 , 却 只 余下 一 个 解 
图 5-4 那样 的 性 质 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 必须 回 到 CR 方程 . 

在 图 5-4 中 我 们 把 很 自然 地 具有 极 坐标 性 质 的 对 象 映 为 很 自然 的 
所 以 很 清楚 , 应 该 使 用 Polar-Cart. 形式 的 CR 方程 , 即 (5.4) 与 (5.5 









































不 是 解析 的 , 却 具 有 











所 知 的 
































Fr PRAT 


FB LTR, 
). 为 了 能 用 它 





们 , 我 们 应 该 首先 把 图 5-4 翻译 成 “方程 式 说 话 ”. 我 们 可 以 这 样 来 描述 此 图 : 点 的 
旋转 只 能 使 得 其 象 上 下 移动 而 非 侧 向 移动 ; 换言之 , 9 的 变化 不 会 产生 的 变化 , 即 


























dou = 0. 于 是 由 (5.5) A ðv = 0. 这 就 说 的 是 让 一 个 点 径 向 向 外 运动 , 不 





会 影响 其 





象 的 高 度 , 所 以 射线 被 映 为 水 平 直 线 . 这 一 点 对 于 我 们 这 些 几 何 老 手 本 来 就 已 是 马 





后 炮 了 , 有 辛 的 是 还 留 下 了 一 个 方程 : 
OgV (0) = rd,U(r). 
这 里 我 们 把 v 写成 v=V(0) 以 强调 v 只 依赖 于 0, 同样 也 





























现在 (5.8) 看 起 来 像 是 一 个 不 可 能 的 等 式 , 因为 左 方 很 显 











以 同样 肯定 右 方 只 依赖 于 r 唯一 的 出 路 是 ; 这 两 个 实 的 量 都 等 于 同 




















E u Sx u= 


明 地 只 依赖 于 9, 而 可 








设 为 A. 丢掉 其 实 只 是 表面 文章 的 偏 导数 记号 , 我 们 于 是 得 到 


积分 这 些 方程 有 


(5.8) 


U(r). 


一 个 实 常数 ， 
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U=Alnr+ BR, Al V= A+ BH, 





H 
faut 


U +iV = A(lnr +16) + B, 
B 也 是 一 个 常数 , 它 是 由 上 面 两 个 常数 合成 的 复 常数 . 但 是 我 们 马上 看 出 , 这 个 特 
别 的 组 合 正 是 复 对 数 ! BORE 





























f(z) = Alogz + B. (5.9) 
更 一 般 地 , 假设 已 知 一 解析 函数 将 以 e 为 中 心 的 同心 圆周 映 为 与 虚 轴 成 定 角 $ 
的 平行 直线 . 你 会 发 现 , 这 与 前 一 情况 并 无 基本 的 不 同 , 因为 上 只 要 考虑 

































































zre?g(z+c), 











就 会 发 现 这 个 映射 也 具有 图 5-4 所 示 的 性 质 , 因此 也 应 该 等 于 (5.9). 这 样 一 来 , 解 
析 函 数 的 刚性 导致 一 个 相当 不 寻常 的 结论 , 即 复 对 数 可 以 唯一 地 定义 (只 相差 常数 
可 能 不 同 ) 为 将 同心 圆周 族 映 为 平行 直线 族 的 那个 共 形 映射 . 





























5.3 log(z) 的 可 视 微分 法 
上 一 节 有 一 个 附带 的 收益 就 是 发 现 了 log(z) 确实 是 解析 的 . 因为 这 个 多 值 函 


数 最 简单 的 表示 法 是 其 Polar-Cart. 形式 












































logz = lnr +i(0+ 2mm), 


5.6) 或 (5.7) 就 很 容易 找到 它 的 导数 . 为 了 把 它 作 为 一 个 例子 , 我 们 两 式 都 用 ， 


Lift 
O 

















~ 
a 
= 





(log 2) = e194, log z = e 9(1/r) = 1/z, 


























(log z) = —(i/z)0o log z = —(i/z)i = 1/z. (5.10) 

















然 , 你 会 注意 到 , 这 在 形式 上 与 通常 的 实 对 数 多 么 一 至 
你 可 能 想 知道 , 我 们 前 面 关 于 这 个 多 值 函数 的 各 支 的 讨论 会 不 会 影响 这 一 切 . 
例如 , 有 趣 的 是 上 面 的 m( 它 标志 着 不 同 的 支 ) 为 何在 (5.10) 中 不 出 现 . 这 本 书 的 
时 常用 更 多 的 想象 力 与 精力 来 找 一 个 图 形 , 而 不 是 去 做 计算 , 因为 加 
形 时 常会 使 你 更 接近 真理 , 这 是 对 你 的 想象 力 与 精力 的 回报 . 由 此 , 我 们 现在 来 找 
出 (5.10) 的 一 个 可 视 化 解释 , 而 它 会 说 清楚 答案 确实 不 依赖 于 m. 
在 导出 (5.6) 与 (5.7) 时 , 是 考察 了 一 般 的 解析 映射 的 无 穷 小 几何 学 . 那么 为 什 
么 现在 不 把 这 个 思想 用 于 特定 映射 的 几何 学 , 而 由 此 直接 算出 它 的 伸 扭 来 呢 ? 
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考虑 图 5-6, 其 上 画 出 了 一 个 典型 的 z 点 以 及 它 在 log 映射 下 的 无 穷 多 个 象 中 
的 几 个 . 为 了 求 出 伸 扭 , 我 们 只 需 找 出 由 > 发 出 的 一 个 箭头 之 象 即 可 . 最 容易 找 的 
就 是 图 5-6 左 方 的 空心 箭头 之 象 , 它 是 垂直 于 z 的 . 要 注意 , 因为 黑 线 的 箭头 z 与 
水 平 直线 成 角 0, 则 与 它 垂 直 的 空心 箭头 与 铅 直 直线 也 成 角 0. 同样 , 因为 它 在 原点 
张 一 个 无 穷 小 角 5, 则 空心 第 头 好 像 一 小 段 圆 珠 , 其 长 就 是 r6. 现在 看 z 的 象 . 因为 
我 们 对 z 做 了 一 个 纯粹 旋转 , 所 以 其 象 将 铅 直 向 上 移动 一 个 距离 一 一 此 距离 等 于 
旋转 角 5. 为 了 更 容易 地 看 出 是 什么 样 的 伸 扭 将 把 箭头 > 带 到 它 的 象 处 , 我 们 在 每 
个 象 点 上 各 做 了 一 个 原来 的 空心 箭头 以 便 比较 . 从 图 上 就 可 以 看 到 



























































































































































伸缩 率 = 1/r en 
HESS \ > HH = (1/r)e"” = 1/2. 


里 然 所 有 的 象 向 量 发 自 不 同文 的 不 同 点 , 但 是 因为 作为 向 量 它们 是 完全 一 样 的 , 所 
以 很 清楚 , 伸 扭 并 不 依赖 于 我 们 果 着 的 是 哪 一 文 . 
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图 5-6 


5.4 微分 学 的 各 法 则 


我 们 已 经 知道 怎样 微分 2 和 log z, 那么 怎样 用 这 些 知识 去 求 例 如 log (z? log z) 
的 导数 呢 ? 你 立即 就 会 反应 “使 用 链 法 则 和 乘积 法 则 ”, 这 个 反应 是 很 对 的 , 我 们 在 
本 节 中 不 过 是 要 验证 , 实 微分 学 中 我 们 熟知 的 规则 都 可 以 一 成 不 变 地 , 至 少 是 外 表 
上 不 变 地 , 搬 到 复 域 中 来 . 
5.4.1 复合 


ARR (go 有 )(z) = g[f(z)] 当然 就 意味 着 “ 先 做 f, 再 做 g. WAR f Al g 
都 是 解析 的 , 则 这 两 步 的 每 一 步 都 保持 角 , 所 以 复合 映射 也 是 这 样 . 由 此 我 们 导出 
gf (2)] 也 是 解析 的 , 我 们 现在 要 证 明 它 所 产生 的 净 伸 扭 , 可 由 链 法 则 正确 地 给 出 . 
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令 f'(z) = Ae’, g'(w) = Bel®, XE w= f(z). 图 57 表 明 , z 点 处 的 一 个 无 穷 
小 箭头 被 f MATE w 处 生成 其 象 , 然后 , 这 个 象 又 被 g HALT gw) 处 的 最 终 
的 象 . 由 图 很 清楚 ， 

































































净 伸 缩 率 = AB 
净 扭 转 度 = a+ B 
这 样 , 我 们 就 得 到 了 熟知 的 链 法 则 : 
{9[f (2)]} = g'(w) - f(z). (5.11) 
作为 一 个 例子 , 我 们 令 g(z) = ke. 上 一 章 我 们 已 经 证 明了 g'(z) = k, 所 以 由 (5.11) 


得 出 结论 





























| => HPH 4Beite+A)， 








[A f(z)! = kf'(2). 



































~ gof 
B 
E 
x “Ife nan Fy 
ail as a g(w) 
图 5-7 


5.4.2 RAŽ 

假设 我 们 不 在 临界 点 处 (在 临界 点 导数 为 0) , z KARAER Zh R 
伸 扭 而 在 w= f(z) 处 生成 一 个 象 圆 盘 , 而 且 这 两 个 圆 盘 为 一 一 对 应 . 见 图 5-8. 一 
个 解析 函数 在 此 意义 下 有 局 部 逆 , 我 们 想 知道 它 的 导数 . 





















































很 清楚 , 把 象 圆 盘 变 问 原 来 圆 盘 的 伸 扭 ,其 伸缩 率 应 为 原 伸缩 率 的 倒数 , 扭转 
度 则 反 号 : 






























































广 : 在 w 处 的 伸缩 率 = 1/(f 在 > 处 的 伸缩 率 ) = 1/1) 
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f 在 w 处 的 扭转 度 = 1/(f 在 2 处 的 扭转 度 ) = arg /|f'(z)| 





全 [六 (oO = 1/7(2). (5.12) 


作为 例子 , 考虑 w= f(z) =logz, 对 于 它 z= 广 !(0o) =e”. 故 由 (5.12) 可 得 


(e*) = 1/(log z)’ = z =e”, (5.13) 





这 与 第 4 章 习 题 13 中 的 计算 一 致 . 我 们 以 后 还 将 对 (5.13) 给 出 一 个 可 视 化 推导 . 





以 推导 得 更 快 . 





























如 果 我 们 应 用 象 箭头 等 于 f 乘 以 原 箭头 这 个 代数 想法 , 则 (5.11) 和 (5.12) 都 可 























我 们 选择 把 几何 放 在 前 面 , 而 把 乘法 的 代数 留 作 把 (5.11) 和 (5.12) 





























这 些 结果 最 终 写成 公式 之 用 . 但 是 用 纯粹 的 几何 来 推导 接 下 来 的 两 个 公式 则 显得 
过 于 宛 长 , 所 以 我 们 要 用 上 一 点 代数 . 
5.4.3 ”加 法 与 乘法 

图 5-9 最 左 端 是 一 个 将 z 连接 到 一 相 邻 点 的 无 穷 小 箭头 和 《. 这 两 个 点 在 f 和 
g OFRE) 下 的 象 画 在 中 间 的 图 上 . 最 后 ”, 我 们 把 这 些 点 相 加 或 相 乘 得 到 的 两 
个 点 放 在 最 右 方 . 仔细 检查 连接 最 右 方 的 点 的 象 向 量 , 可 以 分 别 导 出 (+g) 与 fg 
的 伸 扭 . 由 图 5-9 我 们 有 














所 以 
























































A=atéf, B=0+ég, 


A+B=(a+bd)+&(f'+ 9), 
































其 中 E Hg) 是 & 在 f+g 的 伸 扭 下 的 象 ,由 此 可 得 加 法 法 则 











$ 





类 似 于 此 , H 














其 中 EC + ag! 











(f+9) =f tg’. (5.14) 


KA E, 我 们 得 到 


AB = ab+é(fb+ag), 


























) Æ € TE fg 的 伸 扭 下 的 象 , 于 是 得 乘法 法 则 : 








(f9) = jg+ fo’. (5.15) 








© 如 1.3.6 44 





Ph 所 示 点 z 作为 一 个 向 量 是 列 向 量 ,所 以 做 乘法 时 & 放 在 左 侧 而 sf 或 9" 放 在 右 侧 . 
一 一 译 者 注 
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of 















































f 
: ne” é m AXB 
“ E = azb 
Eg 法 
B 
图 5-9 


5.5 ZX, RANA RR 

5.5.1 ”多项式 

我 们 可 以 从 一 个 稍微 不 同 的 观点 来 看 待 前 节 讲 的 那些 法 则 . 以 (5.15) 为 例 . 在 
某 种 意义 上 ,“ 右 方 是 什么 东西 ”的 问题 不 如 “ 右 方 存在 一 个 东西 ”的 事实 重要 . 这 
样 说 的 意思 是 , 我 们 现在 有 了 一 个 创造 新 解析 函数 的 手段 :“ 已 知 两 个 解析 函数 , 求 
它们 的 积 即 可 得 到 一 个 新 解析 函数 . ”与 此 类 似 , 其 他 公式 中 的 每 一 个 都 可 以 看 作 
从 老 解析 函数 做 出 新 解析 函数 的 手段 . 解析 函数 其 实 是 复 平面 上 的 一 个 名 门 望族 ， 
它们 只 要 与 自己 的 同族 按 一 定 规矩 所 许可 的 方式 成 杀 ,( 其 实 这 些 规矩 非常 灵活 , 其 
至 允许 多 种 形式 的 “乱伦 ”) 它们 的 子孙 就 仍然 属于 这 个 家 族 . 例如 , 我 们 只 从 映射 
z= z 开始 , 这 个 映射 当然 是 解析 的 . 按 我 们 的 那些 法 则 很 快 就 会 生成 z2, z3,…， 
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以 至 于 任意 多 项 式 . 
考虑 一 个 典型 的 n 次 多 项 式 : 





Sn(z) = ao + Qa12 二 a222 +- + anz”. 
我 们 刚才 看 到 它 是 解析 的 , 所 以 它 将 p 点 处 的 无 穷 小 圆 盘 映 为 Salo) 处 的 另 一 个 
无 穷 小 圆 盘 . 此 外 , 由 (5.14), 变 前 一 圆 盘 为 后 一 圆 盘 的 伸 扭 为 
Si,(2) = (ao) + (a12) 十 (aa22) + +++ + (an2”)’. 
我 们 已 经 知道 怎样 求 前 三 项 的 微分 , 在 下 一 节 中 我 们 将 要 证 实 , 一 般 地 有 (2)! = 
mz™1, 正如 你 所 预料 的 . 这 样 


S! (z) = ay + 2agz + 3agz7 +--+ +nanz" 1. (5.16) 


















































5.5.2 MA 


MPS MANNE ARS FIRER. 在 第 2 章 中 我 们 讨论 过 怎样 用 多 
项 式 Sn 来 逼近 一 个 收敛 寡 级 数 ” 


S(z) = ao + a12 + a22? + a32? +>. (5.17) 


















































© 为 简单 计 , 我 们 将 使 用 以 原点 为 中 心 的 暴 级 数 . 然而 我 们 已 在 第 2 章 中 指出 , 这 不 会 失去 一 般 性 . 
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我 们 解释 过 , S 在 收敛 
以 达到 任意 精度 . 








S| 


























周 内 的 效果 可 以 用 Sn 来 模仿 , 只 要 取 充分 大 的 n 值 , 就 可 


当然 , 我 们 现在 面临 的 问题 是 , 需 级 数 是 不 是 解析 的 ? 而 如 果 是 , 又 怎样 来 计 








考虑 以 p 为 中 心 的 无 穷 小 
在 S 的 收敛 区 











by 




















图 5-10 的 无 




















S100, S1000 等 映射 下 的 象 的 放大 图 , 但 没有 














出 S(D) 本 身 . 


1H] 








算 其 导数 ? 我 们 会 看 到 , 这 两 个 问题 的 答案 为 “是 ”以 及 “使 用 (5.16). 
Blk D. 若 p 在 3 的 收敛 
周 内 . 所 以 级 数 (5.17) Æ D 内 各 点 的 收敛 , 而 5S 把 D 映 为 某 个 形 
状 未 知 的 无 穷 小 的 履 盖 S(p) 的 SD). 请 看 


圆周 内 , 则 充分 小 的 D 也 








Al. 它 画 出 了 DD 在 So, 


因为 每 个 多 项 式 均 为 





解析 的 , 所 以 每 个 象 也 都 是 无 穷 小 圆 盘 . 然而 我 们 已 经 知道 这 些 象 会 越 来 越 完 全 地 
与 S(D) 重合 . 所 以 5 把 无 穷 小 圆 盘 变 为 另 一 个 无 穷 小 圆 盘 , 从 而 它 是 解析 的 . 


























使 其 中 心 均 与 S(p) ES. 
(a, b, c), FBE p 到 这 3 个 点 的 向 量 ( 
时 , 这 3 个 间距 相同 的 向 量 的 命 i 
3 个 间距 相同 的 象 向 量 , 图 


























5-10 WERF, 我 们 想 把 这 一 点 弄 得 更 明白 . 
实际 的 象 点 之 所 在 就 不 如 连接 它们 的 箭头 那么 
生 了 什么 事 , 我 们 在 此 图 上 已 经 对 这 些 圆 盘 做 了 平移 
作为 一 个 例子 , 我 们 在 D 的 边缘 上 取 间 


形 显 示 了 当 相 继 以 5 











图 








因为 我 们 现在 只 关心 伸 扭 ， 
重要 . 为 了 更 容易 看 见 对 这 些 箭头 发 
这 对 癌 量 3 




















所 























无 影响 
距 相同 的 3 个 点 

















上 未 画 出 ). 我 们 要 看 一 看 当 增加 
运 如 何 . 每 一 个 解析 映射 5,, 都 把 这 些 向 量 
0、Si00、Sio00 等 作用 于 它们 

















HA 
时 , 这 








些 象 如 何 逐 步 演化 "到 (由 5 给 出 的 ) 最 终 状 态 . 把 DD 中 的 箭头 变 到 这 些 象 箭头 的 








伸 扭 因 
模仿 把 D 中 向 量变 为 其 最 终 的 象 的 人 























此 也 会 经 历 相 应 的 趋向 最 终 值 的 演化 .” 














3a3z° 十 4a4z3 十 





S"(z) = al 十 2a2z 

















@ 为 了 容易 做 到 可 视 化 , 我 们 让 人 
的 振动 才 终 于 安顿 在 其 最 终 值 . 





缩 率 和 扭转 度 都 














随 n 逐步 增加 . 








一 般 说 来 , 它们 





办 此 当 n 增加 时 , S, 能 以 任意 精度 
FHS’, 这 样 ， 


(5.18) 








JE EI h A BH 


at 
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mp 
on 
jay 














© 





译 者 不 得 不 指出 , 这 个 论证 
言 来 说 , 就 会 被 理解 为 :“ 




















Sn(p) 趋向 S 








有 严重 的 问题 , 正文 


























门 常 以 莱 布 尼 欧 的 所 谓 “ 连 续 性 
道 突变 ”来 表述 这 个 “原理 ”. 
是 连续 的 (或 可 微 的 ) , 则 “ 





包括 欧 拉 , A 
的 话 “ 大 自然 不 知 
S p). 如 果 Sn(p 




















日 与 数学 中 的 一 个 著名 的 有 历史 意义 的 错误 有 关 . 因 
原理 ” 











为 柯 西 
KRAVE: 
侈 如 , 若 























用 楷体 〈 译 者 所 为 ) 写 的 话 ， 
p) 可 得 854.(p) 趋向 5'(p).” 这 是 一 个 重要 的 问题 ， 
都 免不了 这 个 错误 . 
具体 的 数学 分 析 . 人 
Sn(p) > S(p) 我 们 








因为 ” 大 














然 不 知道 突变 ,“ 所 以 ”S(p 





门 熟悉 的 各 


Ar 
eg: 





而 
5 上 在 柯 西 以 前 ， 
站 常用 莱 布 尼 获 本 人 
就 说 Sw(p) 演化 到 
也是 连续 的 





















































(或 者 是 可 微 的 , 而 ] 
功劳 , 而 尘埃 落 定 可 能 要 等 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 ， 
本 名 著 : 拉 卡 托 斯 的 《证 明 与 反 驭 》( 
彩 的 叙述 . 重要 的 是 要 注意 , 这 里 Sn 
地 证 明 . 这 个 结论 的 正确 表述 , 可 
于 一 般 的 解析 函数 序 页 

































































H. Sp (p) 一 S'(p)) ,这 就 是 柯 西 
这 才 发 
康 宏 迷 译 , E 

















是 否 成 立 , 请 看 9.4 节 的 最 后 一 个 脚注 . 一 一 译 者 注 


的 推理 . 经 过 多 年 艰苦 的 探索 , 其 中 有 阿 贝 尔 的 
现 , 一 致 收敛 性 是 不 可 回避 的 , 读者 不 妨 参 看 一 
j 译 文 出 版 社 , 1987) , 它 的 附录 1 对 
z) REBT ARSE A RASA ER He FH. 然而 这 
参看 阿尔 福 斯 《 复 分 析 》 一 书 的 中 译本 第 40~41 页 . 至 于 此 结论 对 




















比 有 十 分 精 
岂 需 要 严格 
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图 5-10 


此 , 我 们 得 到 了 一 个 非常 重要 的 结论 : 任 一 野 级 数 在 其 收敛 圆周 之 内 部 都 是 解析 












































的 , 而 其 导数 只 需 对 级 数 逐 项 求 导 就 可 得 出 . 这 个 过 程 的 结果 (5.18) 又 是 另 

















一 个 收 


SN BA, 没有 什么 理由 阻止 我 们 再 做 微分 . 像 这 样 做 下 去 我 们 就 发 现 , Aa 














级 数 在 其 收敛 圆周 之 内 都 是 无 穷 可 微 的 . 这 个 结果 如 此 重要 的 理由 在 于 , 我 们 以 后 














会 证 明 , 每 个 解析 函数 局 部 地 都 可 以 用 需 级 数 表示 , 所 以 解析 函数 都 是 无 穷 可 微 的 


CHL 9.2 节 ) . 

















这 个 结果 与 实 函 数 的 情况 形成 尖锐 对 比 . 例如 , 汽车 仪表 板 的 里 程 表 上 显示 的 
里 程 是 时 间 的 可 微 函数 . 事实 上 , 速率 也 显示 在 速度 表 上 . 然而 , 在 你 踩 下 刹车 的 






































一 瞬间 , 三 阶 导 数 (加 速度 ) 并 不 存在 . 更 一 般 地 说 , 考虑 那个 对 于 负 的 > 其 











而 对 非 负 的 xz 等 于 z”(m 是 正 整数 ) 的 实 函数 . 它 处 处 都 (m 一 1) 次 可 微 , 但 


点 处 不 是 m 次 可 微 的 . 我 们 的 复 家 族 可 以 证 明 是 不 会 容忍 这 类 行为 的 . 
5.5.3 ”有 理 函 数 








我 们 在 前 面 证 明了 乘法 法 则 适用 于 复 解 析 函 数 , 但 是 我 们 没有 去 核验 一 下 商法 
则 是 否 也 能 适用 . 请 你 按照 前 面 得 出 (5.15) 的 那 种 推理 方法 现在 就 来 核验 一 



































其 值 为 0 











ALE Jat 





下 , 如 


果 做 不 下 去 了 ， 习题 题 9 还 有 一 个 提示 . 不 管 怎么 说 , 重点 在 于 , 两 个 解析 函数 之 商 除 





了 在 其 奇 点 外 , 总 是 解析 的 . 特别 是 , 如 果 把 这 个 结果 用 于 多 项 式 , 我 们 就 能 断言 有 


理 函 数 是 解析 的 . 














两 个 解析 函数 之 商 仍 为 解析 的 , 这 一 事实 可 以 从 一 个 相当 几何 化 的 观点 来 看 . 
& I(z) = (1/2) 是 复 反 演 映射 .正如 第 3 章 所 讨论 的 , T(z) 是 共 形 的 , 因此 是 解 

















析 的 . 由 此 可 知 , 若 g(z) 是 解析 的 , 则 [1/g(z)] 也 是 , 因为 它 是 两 个 解析 函数 的 复 
合 : (Log). 最 后 , 帮 f(z) 是 解析 的 , 则 由 乘法 法 则 可 知 f(z) e) = [f(2)/9(2)] 












































也 是 解析 的 . 
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5.6 Be AAA MMs 





在 上 三 中 我 们 已 经 看 到 , 2, 23, z4,… 都 是 解析 的 , 与 复 反 演 复 合 以 后 , 又 知 























“2g 824. 也 是 .因为 它们 的 (图 5-8 意义 下 的 ) RAZER 2 章 中 讨论 


























过 的 多 值 函数 zt1/2 











，2+1/3,..， 的 各 支 , 所 以 这 些 多 值 函数 也 是 解析 的 . 把 z? 与 

















2/9 Cp, q 为 整数 ) 复合 起 来 即 知 任意 有 理 寡 的 宕 函数 都 是 解析 的 . 进一步 说 , 因为 
任意 实数 肾 的 震 函 数 的 几何 效果 都 可 以 通过 有 理 景 的 肾 函 数 以 任意 精度 重 现 出 来 ， 



























































所 以 具有 任意 实数 突 的 究 函 数 也 是 解析 的 ." 
Fe PAL z* (a 是 任意 实数 ) 导数 的 计算 类 似 于 5.1.3 节 末 尾 对 23 的 求 导 . 我 们 














会 发 现 


和 通常 的 微 积分 一 相 











ey). =a (5.19) 
E 其 实 , 实 函数 的 微分 公式 (22)! = act! 可 以 看 成 (5.19) 的 





特例 , 即 把 > 本 身 以 








及 由 z 发 出 的 无 穷 小 第 头 均 取 在 实 轴 上 ( 见 图 4-7) 的 特例 . 




















和 复 对 数 的 情况 一 样 , 我 们 并 不 在 此 停 步 只 把 (5.19) 看 作 计算 的 结果 , 而 要 潜 















































本 身 的 箭头 〈 即 左 几 








到 它们 的 几何 老巢 去 . 因为 所 有 的 箭头 都 会 经 历 同样 的 伸 扭 , 我 们 只 要 随便 取 一 个 
箭头 来 看 它 的 象 即 可 . 第 一 次 试验 〈 总 是 要 倒霉 的 ) 就 如 图 5-11 那样 , 取 平 行 于 > 





























上 的 空心 第 头 ) , 为 了 便于 比较 , 我 们 又 把 它 画 在 象 点 上 ( 即 右 








图 的 空心 箭头 )， 从 图 上 立刻 可 以 看 见 ; 





路 走 了 一 半 就 走 不 下 去 了 , 因为 我 们 看 不 出 象 箭头 有 多 长 . 事实 上 , 想 要 算出 来 , 就 
需要 使 用 实数 情况 下 同样 的 办 法 〈 用 一 般 的 二 项 式 定 理 ) . 好 了 ,“ 如 果 第 一 次 不 成 





























功 , eee » 









































图 5-11 





@ 请 读者 看 一 下 上 一 个 脚注 中 译 者 的 “议论 ”, 那些 “议论 ”也 适用 于 此 .一 一 译 者 注 
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a 




















再 试 一 下 , 换 
看 到 这 个 第 头 《空心 
我 们 又 一 次 看 到 ， 


个 与 z 


箭头 ) 
扭转 度 为 (a 一 


日 


垂直 的 箭头 来 试 ” 于 





























个 





看 到 空心 入 








与 黑 线 箭头 都 
心 角 是 e, 到 了 右 图 则 得 一 个 角 ae, 半径 | 
了 art! 倍 . 这 样 











RE 











r 到 re, 











一 来 














1 





f 








个 分 数 , 则 ze 与 


5-12. 例如 设 a = (1/3), WA 
各 有 一 个 象 . 与 多 值 函 数 





E 


fin] 


E, 





20 的 每 一 支 的 伸 捏 均 由 (29) = azt /z 给 


均 取 相同 支 . 


HA = art 
扭转 度 = 


图 5-12 是 就 a = 3 AY, 所 以 不 论 2 与 227) 都 没有 歧义 . 但 


EWI: z? 的 不 同文 有 不 同 的 伸 扭 , 但 是 你 




















hot 


(a—1)0 


20) BREA VE ANIA SCA & PAL. 请 重 画 一 下 这 种 情况 下 的 图 





扭 = art tel 





于 是 先 画 出 图 5-12, 从 此 图 上 我 们 
与 铅 直 方向 成 角 0, 所 以 2% 处 的 角 会 放大 a 倍 而 成 að. 
1)0. 然而 , 这 一 次 我 们 能 够 看 出 1 
圆周 的 无 穷 小 弧 就 行 了 . 在 左 方 ， 
放大 了 rot fë, 




















, 为 此 只 需 
这 个 弧 张 的 
对 此 弧 长 放大 


缩 率 














bain] 

















)0 一 a-1 


az 














是 如 果 a 是 一 














图 的 箭头 在 右 方 有 














3 个 象 , 对 应 立方 根 函 数 的 每 一 支 








= 





























log(z) 不 同 ( 见 





图 5-6) , 这 些 象 
画 的 图 会 

































































是 由 空心 
告诉 你 
给 出 , 此 式 左 右 双 方 的 2% 





箭头 1 
[练习 ]: 





扭 不 同 的 





(5.20) 

















目 直 观 的 方法 ", 所 






































| T EEEL RE K 























就 我 们 所 知 , 还 没有 理解 实 域 中 的 结果 (x1) = aset 的 直接 
以 我 们 更 感到 高 兴 , 因为 在 般 的 复数 情况 下 , 反而 得 
5-12, 并 且 由 它 来 看 出 结果 (5.20) 为 真 . 
































图 5-12 





@ 在 特殊 情况 下 是 有 方法 的 . 例如 , 考 
对 距离 增加 一 个 6, 就 会 添 厚 一 层 ， 


























虑 边 长 为 z 的 立方 体 . 很 容易 看 出 , 如 果 把 三 对 相对 的 面 之 每 一 








其 体积 为 2256， 由 此 立即 得 出 (z3 


V = 3a? 这 一 结果 . 
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5.7 exp(z) 的 可 视 微 分 法 




















我 们 已 经 通过 计算 看 到 (e*) = e*, 现在 用 图 形 来 解释 它 . 在 图 5-13 中 我 们 画 
了 一 个 典型 的 点 z = xz 十 i0, 采用 9 表示 虚 部 是 为 了 更 容易 记 住 w= e? = ere 的 
角度 是 9. 令 z 铅 直 向 上 运动 一 个 距离 5, 将 使 其 象 旋转 一 个 角 5, 这 个 象 其 实 是 一 
个 半径 为 ez 的 无 穷 小 圆 弧 , 它 的 长 度 是 ed, 而 它 对 于 铬 直方 向 的 角度 是 9. 和 前 
面 一 样 , 我 们 把 左 图 上 原来 的 箭头 《空心 箭头 ) 重 画 了 一 个 〈 仍 用 空心 箭头 ) 在 象 
点 〈 即 见 右 图 的 w 点 ) 上 , 使 得 可 以 更 清楚 看 到 其 伸 扭 为 
















































































































































































FH = ete? = ez. 











伸缩 率 = e? 1 
扭转 度 = 0 














HOSE, 这 样 说 还 为 时 过 早 , 因为 我 们 还 没有 真正 证 明 《〈 至 少 是 还 没有 几何 地 加 
以 证 明 ) ez 确 为 解析 的 : 就 是 说 还 不 知道 是 否 所 有 箭头 都 会 经 历 同 样 的 伸 扭 . 图 
5-13 告诉 我 们 , 如 果 它 确 是 解析 的 , 则 (e*) = ex. 为 证 明 其 解析 性 我 们 只 需 再 取 另 
一 个 得 头 并 且 看 它 是 否 也 受 同 样 的 影响 . [为 什么 ? ] 

在 图 5-14 上 , 我 们 让 z 在 r 方向 移动 一 个 无 穷 小 距离 6, 从 而 使 象 点 w 径 向 
地 向 外 移动 . 从 通常 的 微 积 分 知道 , e? 沿 x 轴 产 生 的 伸缩 率 仍 是 e” [ILE] 4-6], 所 
以 象 向 量 的 长 度 现在 是 e*6. 现在 就 很 清楚 了 , 图 5-14 中 的 象 向 量 〈 黑 线 ) 是 由 原 
来 的 向 量 〈 空 心 ) 经 历 了 与 图 5-13 完全 一 样 的 伸缩 与 扭转 而 得 , 这 就 证 明了 e= 的 
解析 性 . 
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5.8 





E’ 





re 比较 令 人 满意 的 方式 来 处 理 


FX. 











先 考 虑 通常 写 为 e 的 实 函 数 . 我 们 在 
法 之 一 是 说 它 的 图 象 的 斜率 等 于 它 的 高 . 


刻 t ART GRA 的 距离 是 e, 则 




















= E 的 几何 解法 
今 我 们 都 是 以 颇 为 ad hoc? 的 方式 来 引入 指数 映射 的 定义 . 现在 我 们 有 可 











第 2 章 里 已 经 说 过 


二 


里 然 最 使 人 不 得 不 信服 的 解释 还 


刻画 这 

















得 
F 





一 函数 的 方 





























更 





速度 


这 都 相当 于 说 这 个 函数 满足 微分 方程 


IK 








能 定 死 er， 








等 于 它 离 我 们 的 距离 


五 =E. 


因为 所 有 的 Aer, 其 中 4 WA 
如 果 我 们 进而 要 求 (5.21) 的 这 个 解 E(x) 还 需 适 合 








本 节 的 
可 以 认为 是 e” 





E(z) 可 














平面 














的 推广 . 





目的 是 证 明 : 复 指数 函数 也 可 以 用 这 个 方式 来 刻画 . 











TW EE FESS 








s= 
L JU 








CR, 都 适合 








个 等 价 的 动力 学 解释 是 : 若 一 质点 在 时 
. 不 论 是 


哪 种 说 法 ， 


(5.21) 


(5.21). 然而 ， 





五 (0) =1, 





就 再 也 没有 疑问 了 . 





























EEA (5.21). 我 们 











@ ad hoc 是 一 个 拉 ] 





来 证 明 , 微分 方程 (5.21) (以 及 条 件 E(0) = 1) 唯 
上 去 以 产生 我 们 熟悉 的 复 指 数 四 


5-14 相关 的 逻辑 推理 倒 过 来 i 





进行 


kT. 我 们 的 原理 基本 上 就 是 
































2 H 














F, 直译 为 




















目 符合 逻辑 或 常识 有 
里 是 指 关 于 指数 函 
都 有 失 自 然 , 与 它 
































的 解释 ，[ 而 导 
数 , 2.4 节 给 出 
的 物理 来 源 关系 不 大 . 从 历史 上 说 , 指数 函数 可 














微分 方程 之 解 来 定义 它 . 而 


“特攻 设 的 ， 
ji 后 根据 革 种 特定 











定 的 ” 





, 意思 就 是 指 某 个 概念 、 


某 种 思想 本 来 缺少 很 





如 果 有 一 个 复 函 数 
现 
地 把 er 从 实 轴 上 疝 外 推 中 
把 与 图 5-13 和 图 





几何 方法 
到 复 



































然而 
然 的 解释 或 假 认 





的 “需要 ”,“ 强 加 ”了 一 种 不 其 




















纲 在 教材 中 常用 的 ; 











法 都 有 颇 为 浓厚 的 ad hoc 





的 两 种 定义 , MERZ e=) po a /n! 与 e” = lim (1+2/n)" 
以 说 是 由 复刊 

















忆 而 应 该 
译 者 注 





问题 引起 ， 
色彩 














ny. 
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设 一 个 典型 的 点 z 被 映射 > 一 w = E(z) 映 为 一 个 未 知 的 象 点 w, 而 El) 服 
从 (5.21). 把 这 个 式 子 “解码 ”, 就 发 现 它 说 的 是 , 由 z 发 出 的 向 量 经 历 了 一 个 等 
其 象 点 w 的 伸 扭 . 仅 由 这 一 点 就 能 猜 出 w 应 该 在 哪里 ! 以 下 , 请 在 思想 上 抛 开 所 有 
以 过 去 关于 e7 的 知识 为 基础 的 假设 . 

考虑 对 图 5-15 左 图 中 的 边 长 为 e 的 小 (最终 为 无 穷 小 ) 正方 形 发 生 的 情况 . 因 
为 它 被 扭转 w 的 角度 〈 这 就 是 它 的 扭转 度 )， 它 的 水 平 边 在 右 图 中 会 变 得 平行 于 
w, 错 直 边 则 正 交 于 w, 这 样 , z 的 水 平 运动 变 成 象 点 的 径 向 运动 , 纵向 运动 变 为 象 
的 旋转 . 余下 的 问题 是 径 向 运动 和 旋转 运动 到 底 有 多 快 . 以 上 已 经 用 到 了 扭转 度 ， 
我 们 再 转 到 伸缩 率 . 
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0) 


图 5-15 




















F z 以 单位 速度 在 水 平方 向 运动 , 则 伸缩 率 为 r, 所 以 象 沿 径 向 运动 的 速度 等 
于 其 到 原点 的 距离 . 但 这 正 是 通常 的 指数 函数 的 熟知 的 性 质 . 这 样 E 把 水 平 直线 
间 数 地 映 为 射线 . 如 果 我 们 还 要 求 E0) = 1, 则 实 轴 被 映 到 实 轴 , 而 我 们 恢复 了 通 
第 的 指数 函数 .我 们 还 知道 把 水 平 直 线 向 上 平移 将 使 它 的 象 射线 做 逆 时 针 方向 旋 
He, 但 我 们 还 不 知道 转 得 多 快 . 在 图 5-15 中 , db 是 当 > 沿 正方 形 的 纵向 边 移动 e 
时 w 的 无 穷 小 旋转 , 所 以 象 的 这 一 边 长 度 为 rdh. 另外 , 伸缩 率 为 ” 故我 们 知道 象 
的 这 一 边 之 长 为 re, 因此 dg =e. RBZ, 

























































































一 个 无 穷 小 纵向 平移 生成 一 个 数值 上 与 它 相等 的 旋转 . (5.22) 














我 们 现在 可 以 完全 地 描述 由 EB(z) 生成 的 映射 了 . 想象 一 下 我 们 有 盯 着 z 由 原点 
到 典型 的 点 z = x 十 9 运动 时 象 点 w 是 怎样 运动 的 , 设想 把 这 个 运动 如 图 5-16 那 
样 分 成 两 段 行程 : 先 沿 实 轴 到 x, 再 向 上 走 到 2. 当 我 们 第 一 步 水 平地 走 到 x 时 , 象 
mow HH 1 2) er, 再 用 一 次 (5.22) 就 知道 , 向 上 走 一 个 距离 0 OER 10) 将 使 象 
w 转 一 个 角 0. 例如 我 们 会 发 现 E(z) 把 虚 轴 变换 为 治 单位 圆周 转 , 使 


五 (i0) = cos@ +i sin. 


这 可 是 我 们 的 老 朋 友 : 欧 拉 公式 . 也 可 以 从 几何 图 形 直 接 看 到 , 这 个 映射 具有 以 下 
性 质 : 
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五 (Q 十 - E(b). 


b) = 
现在 看 来 , 定义 es 就 是 这 个 E(z) UTES, 我 们 的 工作 至 此 完成 . 























at+id=z 
E(z) 
0 A> 
T 7 
图 5-16 





我 们 在 本 节 开 始 时 就 指出 过 , 还 有 比 以 上 讲 的 更 加 令 人 信服 的 解释 . 我 们 刚才 
是 用 一 个 非常 自然 的 微分 方程 《也 就 是 伸 扭 概念 ) 把 ez 扩展 到 实 轴 以 外 . 然而 伸 
扭 概念 其 实 也 是 多 余 的 . 解析 函数 的 刚性 是 如 此 巨大 , 只 需 知道 es 在 实 轴 上 的 值 
(这 倒是 用 微分 方程 来 定义 的 ) , 也 就 唯一 地 决定 了 它 在 复 域 中 的 “解析 延 拓 ”. 





































































































5.9 ”高 阶 导 数 的 一 个 应 用 : 曲率 * 


5.9.1 引言 

前 面 我 们 已 经 简单 地 提 到 一 个 很 了 不 起 的 事实 , 即 解析 函数 都 是 无 穷 可 微 的 . 
换言之 , 如 果 f 是 解析 的 , 则 户 存在 . 在 本 节 中 , 我 们 力求 从 一 种 几何 视角 来 观看 
二 阶 导数 大 的 意义 与 存在 . 我 们 将 通过 回答 以 下 问题 来 做 这 件 事 : 




























































































若 对 一 个 在 点 有 已 知 曲率 的 曲线 K 作用 解析 映射 f, 则 象 曲 线 
K 在 f(p) XO RRA? 

















节 里 我 们 会 看 到 , 这 个 问题 的 解答 会 对 行星 绕 位 于 焦点 处 的 太阳 旋转 的 椭圆 轨 
新 奇 的 见地 . ( 竞 然 如 此 !) 
我 们 先 给 出 问题 的 解答 , 不 怕 它 会 毁 掉 我 们 的 悬念 : 


m| (p)Ê 
= FG )| '(p) 


表示 原来 的 曲线 在 p 点 处 的 单位 切 向 量 . 在 解释 这 个 结果 之 前 , 我 们 先 拿 一 
简单 地 试 一 试 . 





ie 了 
us 
EE 



































+ ) ; (5.23) 
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图 5-17 ÆA H S 3 个 线段 ( 实 线 、 虚 线 和 细 点 线 ) , 右 方 画 出 了 它们 在 f(z) = 
下 的 象 . 它们 的 区 别 在 于 与 水 平方 向 所 成 的 角 少 不 同 : 细 点 线 是 @ = 0; 过 a 的 虚 
线 是 $= (2/2); 过 > 的 实 线 是 9 取 一 般 的 值 . 现在 从 图 形 上 观察 一 下 它们 的 象 的 
| 率 : 对 于 细 点 线 有 元 = 0; 对 于 虚线 有 元 = et; 而 在 实 线 上 , FR KIRK, 然后 
ME w 螺旋 地 离开 原点 所 就 逐渐 消失 了 . 
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图 5-17 














为 了 把 这 些 经 验 的 观察 与 我 们 的 公式 比较 , 把 单位 切 向 量 写成 = ei$, 并 且 注 
意 到 若 f(z) =e, Wf’ =f =e. & z=axt iy, 则 (5.23) 成 为 

















K=e “(singt+k). 


























利用 直线 段 的 曲率 s= 0, % 在 每 个 直线 段 上 均 为 常数 , 就 很 容易 验证 这 个 公式 与 
图 5-17 是 一 致 的 . 























5.9.2 ”曲率 的 解析 变换 


我 们 现在 转 而 来 解释 (5.23). 这 个 模样 相当 吓人 的 公式 里 出 现 了 虚 部 , 这 对 于 
做 纯粹 的 几何 处 理 可 不 是 好 兆头 . 令 人 吃惊 的 是 , 情况 并 非 如 此 , 考虑 图 5-18, 其 左 
方 是 曲线 K, 而 在 p 点 处 曲率 为 k. 注意 , 我 们 对 K 随意 指定 了 一 个 方向 使 < 有 
一 定 的 符号 . 图 的 上 部 是 K 在 映射 f FIN K, 注意 , 它 的 方向 是 由 KK 的 方向 决 
定 的 . (5.23) 声称 要 做 的 事 就 是 计算 K E p= f(p) 处 的 曲率 . 

如 图 所 示 , € 表示 一 个 在 p 处 切 于 K 的 很 小 的 (最 终 为 无 穷 小 的 ) 复数 , 以 p 
为 中 心 做 一 个 过 端点 的 圆周 交 天 于 q, 而 g 点 是 一 个 很 小 的 (最 终 也 是 无 穷 小 
的 ) UF K 的 复数 ¢ (它们 都 用 空心 箭头 表示 ) , 我 们 还 标 出 了 由 E 到“ 的 角 e. 
回忆 一 下 , 在 p 处 曲率 s 按 定义 是 切线 的 旋转 角 相 对 于 天 上 的 距离 的 比率 . 因为 
对 于 无 穷 小 向 量 E, 弧 pq 之 长 即 为 | 引 , 所 以 在 p 点 的 曲率 是 

























































































































































































E 
K= (5.24) 
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类 似 地, 在 象 曲线 K 上 的 象 点 方 和 了 处 , 我 们 做 上 和 & 的 象 复数 和 & 并 记 由 二 
ai) E 的 旋转 角 为 & 于 是 象 的 曲率 是 




















k=. (5.25) 


我 们 的 问题 就 是 找 出 和 E 
因为 E 是 & 经 伸 扭 后 的 象 & 之 长 度 , 所 以 



































lel = (伸缩 率 ) - lel = | 了 (Pp)| -||. (5.26) 
问题 比较 有 趣 也 比较 难 的 部 分 是 求 = 

















图 5-18 


如 果 EM 经 过 恰好 相同 的 伸 扭 , 则 它们 的 象 的 转角 = 也 就 等 于 原来 的 转角 
e. 但 是 在 q 处 的 扭转 度 与 p 处 稍 有 不 同 , 记 其 差 为 o. 这 样 


E= < 十 (额外 的 扭转 度 ) = e + o. (5.27) 

















这 就 是 j 何以 会 进入 , 因为 它 描述 了 伸 扭 如 何 变 化 . 
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函数 f 本 
5-18 右 侧 就 是 关于 它 的 图 形 . 它 同 样 把 每 个 点 z 
无 穷 小 复数 加 以 人 


时 的 象 f(p) 


如 下 : 如 果 f 局 部 地 为 一 伸 扭 , 则 f 自动 地 也 是 . 这 一 点 我 们 在 


述 的 , 左 侧 > 





f'(p) (空心 圆 点 ) 为 中 心 的 另 





算出 o 之 值 . 

















把 处 的 小 


(PHA 











m 





Th 


的 角 就 是 我 人 
iy 
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是 看 一 下 图 5-18 右 侧 的 三 角形 ， 


REA 
的 表达 式 . 这 个 旋转 可 以 很 








i 
ke 











EF 画 出 来 . 图 
z 发 出 的 
Fz=p 和 z=g 
KA AG ch a 
图 形 上 是 这 样 表 
P 心 的 画 了 阴影 的 小 圆 盘 被 映 到 右 侧 f(z) 平面 上 以 

个 有 阴影 的 小 圆 盘 . 这 个 使 你 吃惊 的 事实 就 能 帮 你 








映 也 

















个 值得 认真 对 待 的 映射 , 可 以 如 其 他 映 映 一 相 

映 为 复数 , 这 个 复数 把 | 
H. 我 们 特别 在 图 5-18 右 侧 画 出 了 在 映射 f] 
和 FA), 于 是 关于 无 穷 可 微 性 的 结果 就 可 以 用 极为 ! 
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上 以 p AA 




































































Fy 
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扭 是 f” (p). 特别 是 , € 被 


1 


到 F(p) 处 的 小 圆 盘 这 一 映射 的 人 








x= Ff" we. 
它 的 边 长 是 已 久 
伸 扭 o. 

缩 旋转 到 实 轴 
然 地 通过 除 以 F'(p) 来 实现 . 因 





rll 


IÆ f'(p) Sx, 而 它 在 原点 所 转 








] 想 要 找 的 额外 的 


] 把 这 个 三 角形 人 


























E (KI 5-18 底部 ) ,就 更 容易 找到 o 
为 这 个 运算 中 同时 还 




































































含有 伸缩 , 所 以 图 5-18 底部 的 三 角形 项 角 不 变 , 而 两 个 边 则 变 为 1 和 v= x/f"(p). 
因为 o 最 终 等 于 经 过 1 的 纵向 圆 弧 , 而 v 不 一 定 是 纵向 的 , 所 以 此 图 告诉 我 们 











F” (p)E 
F'(p) 
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F'(p) 





|- [584 


o = arc = Im(v) =m| 







































































因此 , 由 (5.25)、(5.26) 和 (5.27)( 默 认 它 们 都 在 p 点 取 值 而 略 去 p) 即 得 
sa 
ie 
最 后 再 用 (5.24), 并 注意 到 上 = (E/E) 是 p 处 的 单位 向 量 , 我 们 就 得 出 了 (5.23). 
5.9.3 ZHZ 
我 们 来 更 仔细 地 看 一 下 (5.23), 它 可 写 为 
EAE E 
=e 疗 TFT 
其 中 的 第 二 项 可 以 这 样 来 理解 . 如 果 让 平面 以 因子 R 均匀 地 伸缩 , 则 半径 为 (1/m) 


的 圆周 将 变 为 半径 为 (R/«) 的 圆周 ， 











曲率 为 (r/R). 但 是 一 般 曲线 的 一 小 段 很 像 
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其 曲率 圆 的 圆 弧 , 而 f 的 主要 局 部 效果 (除了 保持 曲率 的 扭转 外 ) ,就 是 按 因子 
Lf’) BIRAR. 

除了 这 个 现象 以 外 , 第 一 项 说 , 即使 原来 曲率 为 0, 这 个 映射 也 会 引入 曲率 , 也 
就 是 说 , 直线 的 象 ( 作 为 其 方向 的 函数 ) 的 曲率 为 


k(€) 三 Im | rs | ; 

















PIF 


现在 考虑 所 有 沿 方向 & 通过 yp 的 曲线 之 命运 . 上 面 的 一 般 公式 说 , 这 时 不 仅 原 有 
会 得 到 一 个 比例 因子 为 AN 的 放大 (前 面 已 解释 ), 而 且 还 会 增加 一 个 固定 
的 量 k(é). 在 这 个 意义 下 ， 第 一 项 对 应 于 映射 的 一 种 内 在 性 质 . 
但 是 kÂ 对 于 f 还 不 是 真正 内 在 的 , 因为 其 中 还 保留 了 原 曲线 的 痕迹 , 即 其 
方向 E. 由 此 可 见 , 可 以 由 (86) 抽 引 出 来 的 最 自然 的 内 在 量 是 
这 
ff! 
我 们 建议 称 这 个 复 函 数 (过 去 没有 人 研究 过 它 ) Af 的 复 曲 率 . 
为 了 看 到 复 曲 率 是 一 个 真正 自然 的 量 ， 我们 把 它 画 成 一 个 由 p 发 出 的 向 量 
K(p) COLI 5-19) ,并且 证 明 


















































































































































K= 





(5.28) 






























































K(p) 在 过 p 的 直线 上 的 投影 就 是 此 直线 之 象 在 f(p) ih. (5.29) 











图 5-19 上 还 画 出 了 p 以 外 两 个 点 处 的 E 请 注意 , A 在 直线 上 的 投影 的 增长 是 如 
可 对 应 于 沿 着 象 曲线 曲率 的 增长 的 . 
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5-19 









































© 即 在 该 点 与 曲线 相 切 的 圆周 , EHR s= 1/ 半 径 , 与 曲线 在 该 点 的 曲率 相同 . 
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H. 


为 证 明 (5.29), 请 先 回想 一 下 , R? 中 的 数量 积 是 怎样 用 复数 乘法 来 表示 的 : 
f 


K-& = RelKé 


wm 





SS 


外 天 


这 正 是 我 们 想 要 证 明 的 . 这 个 结果 使 (5.23) 可 以 表示 得 更 为 干净 利落 而 且 更 易 了 
AFN: 


= ilm[Ké] = Im | | = k(é), 












































K 
FT 
想 要 看 到 如 何 几何 地 决定 Kip), 请 设想 有 一 段 很 短 的 有 向 线段 S SE p 旋转 . 
其 象 f(5) 则 以 同样 的 速度 绕 f(p) 旋转 , 其 曲率 作为 与 & 的 数量 积 , 做 正弦 式 的 
振荡 : 当 5 指向 K(p) 的 方向 时 , 它 达到 最 大 值 |K(p)|; 而 当 5 与 Kp) 垂直 时 , 它 
事实 上 , 想 要 做 出 K(p), 只 需 知 道 此 线段 S 处 于 两 个 位 置 5; 和 So 时 象 的 曲 
率 Al 与 ko 即 可 . 图 5-20 mH T Sy 和 S2 分 别处 于 水 平 位 置 和 铅 直 位 置 这 一 最 简 
单 的 情况 . 这 时 我 们 有 


KR=K-E+ (5.30) 

















































































































K= Kı + ik. 


f AN Ay A 
/VV FCS) al 
f(s) Y 1 /rie 





图 5-20 





我 们 现 以 另 一 个 看 竺 大 的 方法 来 结束 本 节 . 图 5-21 左 方面 了 一 个 无 穷 小 的 黑 
色 图 形 Q. 它 在 几 个 方向 不 同 的 & (但 |e] 是 固定 不 变 的 ) 下 的 平移 也 画 在 图 上 《〈 白 
色 和 灰色 的 图 形 Q). 在 解析 映射 了 之 下 , Q 被 伸 扭 为 右 图 上 的 相似 的 黑色 图 形 Q. 
当 @ 做 了 一 个 平移 & 后 , Q 不 但 会 平移 f'E, 还 会 旋转 和 伸缩 . 准确 些 说 , Q 的 旋转 
角 正 是 图 5-18 右 侧 的 角 o 当 x 垂直 于 fp) 时 它 显然 达到 最 大 , 这 时 x 指向 区 
周 | 着 = 和 常数 的 逆 时 和 针 方 向 . 当 E 正好 与 同 向 时 就 会 出 现 这 个 情况 , 因为 这 时 
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x ec fK «iff! «if. 
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如 果 把 Q 的 运动 方向 转 过 (7/2), 则 x 也 会 旋转 (72/2) 而 沿 射线 arg f' = 常数 
指向 径 向 方向 , 这 样 就 在 |P| 上 产生 最 大 的 增加 
我 们 现在 可 以 更 详细 地 理解 图 5-21 如 下 : 
令 @ 为 一 无 穷 小 图 形 而 Q 是 它 在 解析 映射 上 下 之 象 . 当 QS 
K 方向 运动 时 @ 旋转 得 最 快 , 而 其 大 小 不 变 . 另 一 方面 , 当 QAE (5.31) 
RK 的 方向 -iK 上 运动 时 , Q 伸缩 得 最 快 , 但 不 旋转 . 









































说 得 更 详细 一 些 , 当 Q 开始 在 任意 方向 平移 时 , S R 表示 Q 的 旋转 对 它 的 运动 
距离 的 比率 . 则 

R=K-&. 
4QEK 方向 上 运动 时 , 它 会 达到 其 最 大 值 Rma = |K|. 类 似 地 , 考虑 Q 的 伸缩 ， 
S € 表示 Q 的 大 小 "相对 于 运动 距离 的 比率 并 把 它 看 作 Q 初始 大 小 的 一 部 分 . 这 
时 [练习 ] 









































E=EXK. 





当 QE -这 方向 运动 时 , 它 达 到 最 大 值 Emax = |K|. 这 两 个 结果 可 以 看 成 单个 复 
方程 



































EK =R+iE 
的 两 个 侧面 . 

: eo. | 
© \ ; | 
Cee > 人 > 0 S 
x Q f 人 i a f 
Cee e; @ 
Ce | 

图 5-21 




















在 第 12 章 中 , 当 已 经 建立 了 “流量 ”和 “环流 ”的 物理 概念 后 , 我 们 还 会 回 到 
复 曲 率 , 看 到 它 还 有 其 他 漂亮 的 性 质 和 应 用 . 
























































@ 这 里 “大 小 ”表示 Q 的 线性 尺度 . 例如 , 车 @ 为 一 圆 盘 , 可 以 取 其 半径 为 “大 小 ”. 
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5.10 天 体力 学 * 


5.10.1 ”有 心力 场 














如 果 一 个 在 空间 中 运动 的 质点 p 不 断 被 一 个 力 拉 向 (或 推 离 ) 一 个 定点 o, 而 











此 力 大 小 又 仅 依 赖 于 p 到 o 的 距离 r, 我 们 就 说 有 一 个 有 心力 场 , 而 o 是 力 的 中 心 . 
不 难 证 明 , 不 管 力 是 怎样 随 7 变动 的 , p 的 轨道 总 是 位 于 一 个 过 o 的 平面 上 [练习 ]. 

















在 任意 有 心力 场 中 的 运动 还 有 男 一 个 特点 , 即 半径 op 




















以 常 值 速率 A 扫 出 一 个 











R, A 称 为 面积 速度 . 此 事 的 证 明 见 习题 24. 若 p 的 质量 为 m, 则 它 的 角 动 量 h 


等 于 WMA [练习 ]. 所 以 , A 为 常数 正 是 宣示 了 和 角 动 量 守 恒 . 











当 质 点 在 轨道 上 运动 时 , 除 其 角 动 量 以 外 , 总 能 量 也 是 











守恒 的 . 以 下 我 们 总 是 使 




















用 一 个 具有 单位 质量 的 质点 . 所 以 , 若 质 点 的 速度 为 v, 则 其 动能 在 总 能 量 中 的 贡献 
为 一 确定 值 50, 而 位 能 的 值 总 是 相差 一 个 确定 的 常数 . 我 们 只 限于 力作 为 7 La 













































































而 变动 这 个 情况 , 而 可 以 这 样 来 确定 此 常数 使 得 位 能 在 力 ] 
作为 7 WERK, 则 力 场 消失 之 点 为 原点 ; 若 作 为 负 寡 而 
点 .” 


5.10.2 ”两 类 桶 圆 轨 道 
考虑 一 个 线性 的 吸引 力 场 , 其 定义 是 : JPE o 点 而 ] 





























ARMA: WRH 
消逝 , 则 选 无 穷 远 点 为 此 




















规律 的 力 在 物理 学 中 极为 重要 , 因为 如 果 任 意 的 物理 系统 在 平衡 状态 下 受到 微小 摄 























日 与 r 成 正比 . 服从 线性 





























动 , 其 恢复 力 恰 属 这 一 类 . 我 们 讲 的 是 什么 意思 ? 下 面 是 
用 实验 来 研究 线性 力 场 中 的 运动 . 我 们 鼓励 你 自己 动手 来 
去 想 它 . 


取 一 个 小 重 物 W, 把 它 用 一 两 米 长 的 线 挂 在 例如 天 花 





















































个 简单 例子 , 它 使 你 能 


改 下 面 的 实验 , 而 不 是 只 
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ACP SEIN o 点 上 方 . 如 果 把 W 拉 开 三 四 厘米 (注意 线 长 为 一 两 米 ), W 只 是 稍 
微 高 于 桌面 , 我 们 可 以 把 W 的 运动 理想 化 而 视 为 在 桌面 上 的 运动 . 此 外 , 虽然 作用 
在 位 置 有 了 变动 的 W 上 的 力 实际 上 是 重力 和 线 上 的 张力 , 其 净 效果 却 看 起 来 似乎 




























































































是 o 以 一 个 神奇 的 力 把 W 拉 向 o 点 , 此 力 正如 所 需 , 正比 于 W 到 o 的 距离 r [ 练 
习 ]. 为 了 避免 以 后 的 混淆 , 我 们 要 强调 重力 在 此 绝 没 有 起 本 质 的 作用 , 而 只 是 提供 









































了 一 种 模拟 线性 力 场 的 特别 方便 的 办 法 . 






































现在 把 W M o 点 处 稍微 拉 开 一 点 , 而 且 朝 一 个 随机 确定 的 方向 轻 弹 它 一 下 . 

















你 会 看 到 W 将 在 一 个 闭 轨道 上 不 断 绕 行 一 一 这 个 轨道 是 一 个 以 。 为 中 心 的 漂亮 


























DO 读者 可 能 会 想 要 知道 有 关于 太阳 系 中 各 行星 运动 规律 的 知识 . 除了 本 书 中 推荐 的 Arnol’d [1990] 对 
万 有 引力 的 历史 及 相关 知识 做 了 出 色 的 介绍 以 外 , 读者 可 能 愿 读 一 下 同一 作者 的 名 著 : 阿 诺 尔 德 《经 















































典 力学 的 数学 方法 (第 4 版 ) 》, 第 11~31 页 , 高 等 教育 出 版 社 , 20 











06. 一 一 译 者 注 
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的 对 称 卵 形 曲 线 . 但 是 这 个 卵 形 曲线 究竟 是 什么 ? 

它 是 一 个 椭圆 ! 为 了 证 明 这 一 点 , 把 桌面 想象 为 C 平面 而 以 o 为 原点 . 再 一 次 
IW 的 质量 为 1, 而 其 在 时 刻 t 的 位 置 为 20. 为 简单 计 , 令 指向 原点 的 力 的 大 小 
等 于 W 到。o 的 距离 |e. 所 以 统帅 W 运动 的 微分 方程 将 是 2 = —2, 它 的 两 个 基本 
解 是 z = ett. 它们 表示 以 单位 速度 绕 单位 圆周 而 方向 相反 的 两 个 旋转 . [请 试 着 起 
动 W 以 分 别 得 出 这 两 个 解 , 即 两 个 旋转 .] 于 是 通 解 就 是 它们 的 线性 组 合 : 


























































































































z = pe" + qe", (5.32) 

















p 和 q 本 为 任意 复 常数 , 但 是 不 失 一 般 性 , 可 以 设 它们 是 实 的 而 且 p > q 
图 5-22 MAT: 这 两 个 圆周 运动 辣 加 成 了 椭圆 运动 , 吸引 点 在 椭圆 中 心 处 . 只 
要 把 (5.32) 重 写 为 





























z=acost+ibsint 
就 清楚 了 , 这 里 a =ptg, b=p—a. a 和 "这 两 个 数 都 有 双重 意义 ,a 既是 长 半 轴 又 
是 起 动 点 的 位 置 ; 既是 短 半 轴 又 是 起 动 速率 . 注意 , 焦点 位 于 Eva? — 0? = £2,\/p9 
处 . 













































































图 5-22 


最 后 , 为 了 将 来 应 用 , 我 们 再 来 算出 在 此 力 场 中 运动 的 质点 的 守恒 的 能 量 E. 
位 能 就 是 把 质点 从 原点 拉 到 距离 为 r 处 所 需要 的 功 , 所 以 就 是 (r?/2) [练习 ]. 这 样 
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l 2 ie 
E= z” 十 7 ). 
当 质 点 绕 图 5-22 中 的 椭圆 运动 时 , 我 们 看 到 此 式 恒 为 3(a? + 0°). 


现在 转 到 有 心力 场 中 的 第 二 个 椭圆 运动 , 也 是 更 著名 的 例子 : 太阳 系 中 的 行星 
绕 太 阳 的 轨道 . 这 个 现象 与 上 面 讲 的 例子 有 两 点 基本 不 同 . 首先 , 引力 不 再 随 距离 
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线性 地 增加 , 现在 引力 按 距 太 阳 的 距离 平方 成 反比 而 逐渐 消失 . 其 次 , 引力 中 心 不 
再 位 于 椭圆 中 心 , 现在 太阳 位 于 椭圆 焦点 上 . 
古 希 腊 人 就 已 经 发 现 了 椭圆 很 美丽 的 数学 性 质 , 两 千年 后 牛顿 又 揭示 出 它 还 
有 同样 美丽 的 物理 意义 . 他 发 现 了 , 当 且 仅 ” 当 力 场 是 线性 的 或 者 服从 平方 反比 律 
时 , 才 一 定 得 到 椭圆 轨道 ,牛顿 在 《原理 》 一 书 中 明确 地 注意 到 这 一 点 , 并 称 它 为 
“非常 引 人 注 目的 ”. 后 来 , 诺 贝 尔 物理 学 奖 获 得 者 钱 德 拉 塞 卡 " 在 S. Chandrasekhar 
[1995, 第 287 页 ] 上 说 :“ 和 牛顿 在 《原理 》 一 书 的 任何 其 他 地 方 都 没有 表现 过 类 似 的 
惊叹 之 情 .” 

这 就 留 下 了 一 个 未 解 之 迹 . 线性 力 场 与 平方 反比 力 场 之 间 一 定 有 特殊 的 联系 ， 
晶 它 可 能 是 什么 样 的 联系 呢 ? 牛顿 能 够 找到 一 个 联系 , 我 们 则 将 利用 复 分 析 找到 另 
外 一 个 . 关于 这 两 种 联系 的 更 详细 的 介绍 , 请 参看 Arnod [1990], Needham [1993] 
和 Chandrasekhar [1995]. 
5.10.3 ”把 第 一 种 椭圆 轨道 变 为 第 二 种 

复数 的 几何 在 牛顿 的 时 代 尚 不 广为人知 . 如 果 牛 顿 已 经 懂得 了 复数 , 他 就 一 定 
会 发 现下 面 的 惊人 事实 : 如 果 我 们 对 以 原点 为 中 心 的 椭圆 做 映射 z 一 z, 则 与 人 
们 的 想象 不 同 , 象 的 形状 并 不 是 什么 奇怪 丑陋 的 曲线 , 而 是 另 一 个 完美 的 椭圆 ,而 
且 它 自动 地 把 一 个 焦点 放 在 原点 处 . 见 图 5-23. 在 探讨 这 件 事 的 意义 以 前 , 我 们 先 
来 验证 它 : 将 (5.32) 平方 , 有 
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z= z2 = (Pei ai ge")? = wee a ge 4 2pq. 


前 两 项 相当 于 一 个 以 原点 为 中 心 的 椭圆 , 其 焦点 在 2p 处 , 因此 , 后 一 项 将 它 左 侧 





























图 5-23 





© 牛顿 假设 了 力 是 距离 的 寡 函 数 后 证 明 这 一 点 的 , 但 是 后 来 又 发 现 , 即使 不 做 这 个 假设 , 这 个 结果 仍然 
成 立 . 
@ Subrahmanyan Chandrasekhar, 1910—1995, 出 生 在 巴基斯坦 的 美 籍 物理 学 家 . 一 一 译 者 注 
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用 动力 学 的 语言 来 说 , 这 个 几何 结果 说 明 , 吸引 点 原来 在 原点 处 , 2 2? 把 一 
个 线性 力 场 的 轨道 变 为 一 个 平方 反比 力 场 的 轨道 . 我 们 之 所 以 能 够 这 样 来 陈述 这 
个 结果 , 是 因为 我 们 已 经 知道 在 这 两 种 力 场 中 轨道 的 形状 . 此 外 , 有 没有 茶 种 先 验 
的 理由 , 说 明 为 什么 2 2 会 把 线性 力 场 的 轨道 变 为 万 有 引力 场 的 轨道 ? 如 果 能 
找到 这 样 的 理由 , 则 图 5-23 可 以 看 成 行星 绕 着 焦点 处 的 太阳 做 椭圆 运动 的 新 的 推 
导 或 解释 . 

确实 有 这 样 的 理由 , 这 件 事 是 在 19 世纪 20 世纪 之 交 发 现 的 ， 有 好 几 个 人 
对 这 个 美丽 的 结果 是 有 功劳 的 , 这 个 结果 在 得 出 的 时 候 本 来 并 不 广为人知 ， 波 林 ” 
(K. Bohlin [1911]) 似乎 是 第 一 个 发 表 此 结果 的 人 , 但 他 不 了 解 卡 斯 纳 ”(E. Kasner 
[1913]) 在 1909 年 就 发 现 了 一 个 更 广泛 的 结果 , 最 后 是 阿 诡 尔 德 CV. I. Arnod 
1990]) , 但 他 只 知道 波 林 的 工作 , 而 又 重新 发 现 了 卡 斯 纳 的 一 般 定理 . 

在 进入 解释 的 细节 之 前 , 先 说 一 下 总 的 计划 ( 见 Needham [1993]) . 一 个 质点 
车 不 受 力 的 作用 将 沿 直 线 运动 , 所 以 轨道 的 弯曲 就 是 力 的 表现 , 这 种 弯曲 可 以 量化 
为 轨道 的 曲率 . 因为 映射 z 2? 是 解析 的 , 我 们 可 以 利用 上 节 的 结果 求 出 一 个 轨 
道 的 曲率 与 此 轨道 在 此 映射 下 的 象 的 曲率 的 关系 . 这 就 使 我 们 能 找到 使 原 象 和 象 各 
安 于 自己 轨道 的 力 之 关系 . 
5.10.4 FAL ATS 


给 出 轨道 和 力 的 中 心 , 我 们 的 目的 是 找 出 使 质点 安 于 其 轨道 的 力 五 的 大 小 F, 
并 给 出 F 的 纯 几 何 公 式 . 考虑 图 5-24, 如 图 所 示 , 把 F 分 解 为 轨道 切 向 与 径 向 的 
分 力 Fr 与 Fy 在 概念 上 很 有 好 处 . 分 力 Fr 的 作用 是 改变 p 的 速率 v 而 不 改变 
其 行程 . 分 力 Fy 的 作用 则 是 使 轨道 弯曲 而 不 改变 其 速率 . 
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© K. Bohlin, 瑞典 天 文学 家 , EERE. 一 一 译 者 注 
@ Edward Kasner, 1879—1955, 美国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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由 初等 力学 知道 , 若 一 单位 质量 的 质点 以 常 速率 wv 绕 半 径 为 p 的 圆周 运动 , 则 
其 向 心力 是 (w/p). 所 以 , FEIE p 点 处 的 曲率 为 上 (如 图 所 示 ), 则 Fy = ko. 
在 记 羊 径 与 法 线 间 的 锐角 为 7, 则 作用 于 p 的 总 的 力 是 

















F = Fy sec y = kv" sec y. 














为 了 把 它 完全 地 用 几何 语言 表示 出 来 , 需要 把 v 用 几何 语言 表示 出 来 . 角 动 量 
的 守恒 h = 2A 使 我 们 可 以 做 到 这 件 事 . 若 把 速度 vw 分 解 为 其 径 向 与 横向 分 量 wr 
与 vb 则 面积 仅 由 后 一 分 量 扫 出 来 . 更 准确 地 说 , F h= 2A = rv, =rvcosy, i 






















































































=h (5) . (5.33) 
把 它 代入 前 式 , 就 得 到 我 们 需要 的 关于 力 的 几何 公式 : 
3 
F=h? (=) (5.34) 





这 基本 上 就 是 牛顿 的 结果 : Newton (1687, 命题 VIJ. 请 注意 , 时 间 的 概念 在 此 公式 
中 几乎 消失 了 , 留 下 的 痕迹 只 有 常数 h, 它 表 示 质 点 在 轨道 上 运行 得 多 么 快 . 

















5.10.5 ”一 个 解释 

当 z 沿 一 轨道 运动 时 , (5.34) 告诉 我 们 需要 什么 样 的 力 才能 把 它 维持 在 其 轨道 
E. 现在 做 映射 z 一 2, 并 且 把 所 有 与 象 相 关 的 量 都 加 上 符号 ~, Pa r= r’. 把 
象 维持 在 其 轨道 上 的 力 玉 是 







































































我 们 现在 设法 把 它 与 原来 的 力 RREK. 
首先 , 为 了 找到 元 我 们 简单 地 以 f(z) = 2? 代入 (5.23) 即 得 [练习 ] 


Lam d 
Do 


2\ r2? r 























其 次 , 因为 由 0 到 z 的 射线 被 映 为 由 0 到 2? 的 射线 , 其 共 形 性 告诉 我 们 Y= +. 
人 人 代入 下 的 公式 中 , 并 以 关于 原来 的 力 的 公式 (5.33) 与 (5.34) 代入 ， 
我 们 得 到 






































T2 


F E) G i w (5.35) 
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一 般 说 来 E 并 不 服从 简单 的 寡 定 律 , 哪怕 已 是 如 此 . 但 是 , 当 ] 
是 线性 力 场 时 ”, 上 式 的 分 子 神奇 地 变 为 常 值 的 总 能 量 E, 而 有 


F= (5) =! (5.36) 


这 样 , 象 点 将 在 一 个 平方 反比 力 场 中 运动 . 此 即 所 求证 的 事 . 
下 面 有 一 件 事 可 能 你 已 经 为 之 心烦 了 . 我 们 用 这 个 方法 来 解释 的 万 有 引力 场 
的 轨道 还 只 有 椭圆 , 然而 我 们 知道 万 有 引力 场 中 双 曲 线 轨道 也 是 可 能 的 , 它们 又 在 
哪里 昵 ? 事实 上 , 映射 z 2? 也 能 解释 它 , 解答 是 , 万 有 引力 场 的 轨道 不 仅 可 能 作 
为 吸引 的 线性 力 场 的 轨道 之 象 出 现 , 也 可 能 作为 排斥 的 线性 力 场 F= -r 的 轨道 之 
象 而 出 现 . 后 一 种 场 的 轨道 就 是 双 曲 线 , 其 中 心 〈 即 渐 近 线 的 交点 ) 在 原点 , ze 2? 
把 它们 映 为 以 原点 为 一 个 焦点 的 双 曲 线 . 
动力 学 解释 部 分 几乎 不 需 改 变 : 在 原来 的 排斥 性 场 下 的 质点 的 守恒 的 总 和 
现在 为 E = (好 一 ?2), U F = -r 代入 (5.35) 立即 又 得 (5.36). Needham [1993] 
中 讲 得 更 为 详细 , 其 中 还 有 我 们 马上 要 讲 的 一 般 情况 , 其 证 明 则 与 上 面 的 特例 完全 
相同 . 
5.10.6” 卡 斯 纳 - 阿 诺 尔 德 定理 


TAAN xr 和 成 xx 六 2 是 阿 诺 尔 德 所 说 的 对 偶 力 法 则 的 例子 , 他 和 卡 斯 纳 
都 发 现 了 , 这 只 是 对 侦 性 的 许多 例子 之 一 . 一 般 结果 如 下 : 


上 日 仅 当 原 来 的 力 场 


















































































































































































































































CC 




































































| 

















每 一 个 肾 法 则 F oxri 恒 有 恰好 一 个 紧 法 则 Px TA 与 之 对 应 , 而 称 
它们 在 以 下 意义 下 为 互相 对 偶 : 前 者 的 轨道 被 2 zm 映 为 后 者 的 轨道 ， 
力 与 映射 的 关系 为 


oA 


(A+3)(A+3)=4, m 3 








对 于 他 们 的 结果 , 我 们 还 要 加 上 一 点 以 洪 清 能 量 的 作用 : 


一 般 说 来 , 正 能 量 轨道 不 论 是 对 吸引 的 还 是 排斥 的 力 场 F o r4 都 被 
映 为 象 场 的 吸引 轨道 ,而 负 能 量 轨道 则 被 映 为 排斥 轨道 ， 然而, 若 -3 < 
A < 一 1( 例 如 万 有 引力 ) 则 吸引 与 排斥 二 者 对 调 . 在 一 切 情况 下 , 零 能 量 
轨道 被 映 为 没有 外 力作 用 的 直线 轨道 . 





© 然而 我 们 立刻 将 看 到 , 这 个 力 场 可 以 是 排斥 力 线性 场 F= —r, 而 不 仅仅 是 吸引 力 场 F= +r. 


5.11 解析 延 拓 * 221 





5.11 解析 延 拓 * 


5.11.1 引言 


本 书 中 我 们 都 在 强调 把 函数 看 成 一 个 几何 实体 , 而 不 需要 (甚至 不 可 以 ) 用 公 
式 来 表示 . 针对 公式 表达 的 局 限 性 , 来 考虑 











G(z)=1+z+2 +2. 


























IR RE ed |z| = 1 的 内 域 中 是 收敛 的 , 所 以 它 在 那里 是 解析 的 . 图 5-25 
左 方 在 此 圆 内 的 细小 的 “正方 形 ”网 格 被 伸 扭 为 右 图 中 纵向 直线 x = (1/2) 右 侧 的 
另 一 个 这 样 的 网 格 , 而 此 直线 就 是 圆周 的 象 . 现在 , 这 个 圆周 肯定 对 于 使 用 这 个 公 
式 是 个 障碍 , 因为 G(z) 显然 在 z = 1 处 发 散 , 从 几何 上 说 , 圆周 的 象 〈 即 此 直线 ) 
一 直 伸 向 00. 然而 , 这 个 圆周 并 不 是 几何 实体 的 障碍 , 所 以 , 这 个 公式 不 能 成 功 地 
绘 这 个 实体 . 

考虑 下 面 这 个 看 起 来 有 点 不 同 的 以 一 1 为 中 心 的 时 级 数 : 


EE] 
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A(z) = 
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它 在 一 个 稍 大 的 收敛 圆周 [2 + 1) = 2 ( 左 图 用 黑 线 画 的 大 圆周 ) 的 内 域 里 是 解析 的 . 
尽管 H(z) 外 貌 与 G(z) 不 同 , 但 它 仍然 与 G(z) 一 样 , 把 |z| = 1 内 的 用 实 线 画 的 网 
格 恰好 映 到 z = (1/2) 右 侧 与 g(z) 之 象 完 全 相同 的 实 线 网 格 上 ; 就 是 说 ,在 |z|=1 
内 域 上 五 = G. 但 是 现在 网 格 可 以 延 拓 为 |z| = 1 的 外 域 中 用 虚线 画 的 网 格 , H (2) 
把 这 个 虚线 网 格 伸 扭 为 x = (1/2) 左 侧 的 虚线 网 格 . 我 们 说 H 是 G 在 那个 较 大 的 
ALE A BRAT EPR. 一 个 明显 的 问题 就 是 , A 是 否 为 G 在 这 个 区 域 中 唯一 的 解析 
延 拓 .正如 我 们 所 希望 的 , 图 5-25 使 我 们 已 能 触摸 到 , 这 个 延 拓 也 是 局 部 伸 扭 的 ， 
这 就 对 此 映射 赋予 了 一 种 “刚性 ”, 使 它 只 能 按 唯 一 方式 向 外 生长 . 

本 章 这 最 后 一 节 的 目的 就 是 把 这 里 说 的 刚性 弄 得 更 清楚 , 同时 还 讲 一 种 情况 ， 
即 有 一 种 方法 能 在 映射 原来 的 定义 区 域 之 外 显 式 地 表 出 这 个 映射 , 这 个 方法 也 归功 
THIR’. 在 此 之 前 , 我 们 先 完成 对 于 图 5-25 的 讨论 . 

这 个 图 使 我 们 看 清 了 , H 正如 G 一 样 还 不 是 终结 的 : 它 还 可 以 拓展 . 但 是 如 果 
我 们 拘泥 于 震级 数 , 则 对 于 映射 的 描述 将 受到 严格 的 局 限 , 因为 这 个 映射 深 处 于 G 
与 H 的 深层 . 这 是 因为 这 种 级 数 只 在 圆 盘 内 收敛 , 如 果 我 们 想 把 圆 盘 扩 大 , 最 终 一 
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ERMEE > = 1 处 的 奇 点 而 绕 不 过 去 . 这 样 , 任何 一 个 窜 级 数 对 这 个 映射 的 可 能 的 

域 必定 至 少 遗 漏 一 半 . 此 外 , 你 可 能 已 经 注意 到 , 1/(1 — 2) 作为 一 个 默 比 乌 斯 变换 

除 在 z= 1 处 外 , 处 处 为 解析 , 而 且 在 GA H 各 自 的 收敛 圆 内 等 于 G 和 H, 它 这 

单 就 构成 了 此 映射 的 完全 的 解析 延 拓 . [我 们 鼓励 你 用 这 个 事实 来 检验 图 5-25 的 细 
‘ 


















































L > 




















节 .] 这 个 例子 过 于 简单 , 因而 可 能 有 误导 . 通常 我 们 不 能 希望 用 一 个 封闭 的 表达 式 ， 
如 1/(1 一 2), 就 将 整个 几何 映射 纳入 襄 中 . 






































图 5-25 

如 果 我 们 仔细 看 看 图 5-25, 就 会 开始 感觉 到 , 这 个 映射 由 于 有 一 个 解析 的 要 求 ， 
即 伸展 着 的 小 “正方 形 ” 网 格 一 定 要 被 映射 到 同类 的 网 格 上 , 因而 在 刚性 地 生长 . 
也 就 清楚 了 , 这 个 映射 似乎 忘记 了 不 同 的 公式 , 而 我 们 试图 用 这 样 那样 的 公式 来 
绘 它 . 其 实 我 们 已 经 看 见 了 , 这 两 个 圆周 对 于 和 究 级 数 而 言 是 可 怕 的 、 不 可 逾越 的 , 但 
是 对 于 映射 本 身 没有 多 大 的 意义 : 它们 都 会 磁 上 z= 1, 它们 的 象 都 伸 向 00. 
5.11.2 刚性 

解析 刚性 的 本 质 特性 尽 纳 于 以 下 结果 中 : 










































































































































































如 果 哪怕 是 任意 小 一 段 曲 线 被 一 解析 映射 挤 压 成 为 一 点 , 则 其 整个 定 
MIRAGE TI. 


将 在 后 几 章 讨 论 的 积分 理论 会 对 这 个 事实 给 出 一 个 令 人 信服 的 解释 . 目前 我 们 可 
以 从 扩展 4.7 节 关 于 临界 点 的 讨论 对 其 真理 性 获得 相当 的 洞察 . 这 样 做 可 能 会 给 出 
一 种 幻觉 , 以 为 可 以 不 要 积分 理论 也 能 做 到 这 一 点 , 但 是 在 4.7.1 节 中 我 们 就 已 经 
指出 , 那个 讨论 也 用 到 了 后 面 的 结果 . 我 们 现在 扼要 地 重 述 一 下 有 关 临 界 点 的 事实 . 

在 临界 点 p Mb, 伸缩 率 变 为 0, 这 造成 了 一 个 印象 , 以 为 以 临界 点 为 中 心 的 无 
穷 小 圆 盘 会 被 挤 压 成 一 点 . 然而 , 这 只 是 “光线 玩 的 小 把 戏 ", 源 于 象 平 面 的 放大 率 
不 够 . 如 果 p 的 阶 数 为 (m — 1), 则 此 映射 局 部 地 像 z” 一 样 , 从 而 p 处 的 半径 为 e 
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的 无 穷 小 圆 盘 将 被 m 重地 ] 映 到 一 个 半径 为 e” 





于 显微镜 
数 越 高 , 在 











现在 





的 语言 来 说 , 就 是 必须 用 镜头 Lm 才能 看 见 象 其 实 并 
p 点 的 挤 压 程度 越 大 , 对 于 第 

能 力也 要 求 越 大 . 

RAIA 








主意 到 , 用 计算 的 语言 来 说 ， 





的 小 得 不 得 了 的 圆 盘 上 . 用 类 比 





























倍数 越 来 越 大 、 仍 然 不 


构 的 镜头 , 是 指 在 p 处 为 零 的 阶 数 越 来 越 高 的 导数 : 


romzne1 


总 之 , 在 p 点 为 零 的 导数 阶 数 越 高 , 在 
现在 把 这 种 见解 用 了 











Be. f 在 s 











来 看 , 我 们 就 
点 (即使 得 





发 现 f 在 s 的 每 点 
了 =0 的 点 ) 所 构成 . 现在 如 




















Li,» , 
f'(p) = 0, f") = 





























己 给 的 情况 . 


























射 . 用 我 们 
也 和 
的 各 阶 导 


内 





| 才 使 
E s 挤 压 为 一 点 . 我 们 得 知 它 的 导数 在 
数 都 必 在 


用 的 方法 就 可 以 看 到 ， 











Lm-ı G 不 出 , 但 














是 Lm 看 得 出 ; 











不 完全 是 


一 次 就 能 看 出 它 并 非 一 个 点 的 镜头 的 放大 


能 分 辨 出 象 的 结 


个 点 . 


阶 





，f(m-D(p) =0, 但 是 FO (p) 40. 


E p 点 的 挤 压 程度 也 越 高 . 
S s 为 〈 尽 可 能 
上 一 点 的 伸缩 率 无 论 从 哪个 方面 来 看 都 是 一 样 的 . 现在 选 
上 伸缩 率 均 为 0. 因此 , 整个 曲线 段 都 
图 5-18 ABA 
这 个 映射 也 自动 具 


























Ay 

















小 的 ) 被 f(z 











) 挤 压 的 曲线 
定 沿 s 的 方向 
f 的 临界 


























lf 把 p 本 身 也 看 作 一 个 解析 映 
与 f (FIRE 








的 性 质 : f 

















ERER 
REA 














味 着 s Wn HH 7S J 


样 的 




















一 点 . 但 是 如 果 取 男 





一 条 恒 位 于 此 区 域 中 








f 把 一 个 甚至 更 大 的 区 域 都 挤 压 为 一 点 . 函数 的 ] 


如 我 们 所 想 !) 到 f 的 整个 定义 域 . 


5.11.3 ME 

设 
美国 加 州 一 样 . 
HEH 






































我 们 可 





果 我 们 











的 理 











= 
Ke 

















F. 此 外 ， 








一 性 


A(z) 和 B(z) 是 定义 在 某 一 区 域 中 的 解析 函数 , 而 此 
还 设 A 和 B 在 一 小 段 
O 上 有 完全 相同 的 效果 . 这 微小 一 段 上 的 一 致 性 立即 使 它们 完全 一 致 , 甚至 是 
在 几 百 公里 以 外 的 洛杉矶 ! 
| 线 挤 压 到 0, 所 以 它 必 


























以 表述 条 
说 , 并 不 一 定 存在 一 个 解析 函数 把 s 
能 在 包含 
这 就 是 我 们 前 
H CH, 5.8 节 








Ay Į 




















s 的 一 个 区 域 上 








因为 (A-B) 在 全 
在 全 州 内 都 是 如 此 . 

有 不 同 . 如 果 我 们 对 一 小 段 曲线 s A 
映 到 这 个 象 上 . 然而 , 前 
上 找到 这 样 








圆 盘 必定 被 整 








E s 上 也 为 零 . 这 样 做 下 去 显然 没有 个 头 , f 
Es 上 为 0, 而 以 s 上 各 点 为 中 心 的 无 穷 小 
区 域 包 围 着 , 而 这 个 区 域 完全 被 f 挤 压 到 








个 地 挤 压 . 




















的 曲线 代替 s, HEL ER 














区 域 大 
| 线 (例如 落 在 旧金山 


























加 州都 是 解析 的 , 又 因 





的 
内 缩 就 会 继续 向 外 延展 〈 其 速度 有 








电路 就 会 看 到 











小 与 形状 都 与 
大 街 上 的 一 段 





为 它 把 这 一 段 

















一 个 函数 , 则 它 必 











面 讲 到 的 e” 到 复 值 的 





E 广 必 为 唯一 性 时 所 说 的 











复 什 

















之 始 ). 因为 如 果 有 




















pe 


个 解析 的 推广 Ele) 存在 

















tht 


























上 的 值 就 可 以 唯 























EE. 


帮助 . 我 们 前 面 关 于 EB(z) 的 显 式 表示 的 





EF 意 地 指定 象 点 ， 
一 段 使 我 们 
定 是 唯一 


E, 则 我 们 看 到 e 在 
当然 , 知道 了 这 一 点 对 于 找 出 E(z) 


般 来 
能 断定 , 如 
的 . 

“不 得 不 信服 ” 


























导 之 价值 并 


未 减少 . 另 
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一 方面 , 新 知识 也 不 是 没有 实际 意义 的 . 考虑 下 面 3 个 形状 全 然 不 同 的 表达 式 : 
lim (1+ =)" e“(cosytisiny), 1+ 2+ (22/2!) + (2/3) +. 








它们 都 是 解析 的 , 当 z 为 实数 x 时 全 都 等 于 er. 所 以 , 不 需 进 一 步 计算 就 知道 它们 


必定 彼此 相等 , 它们 只 能 是 表示 e” 
然而 , TEAS KEM Ea A 











的 唯一 的 解析 延 拓 的 不 同方 式 . 
E 谷 而 不 相同 的 区 域 时 , 就 出 现 了 唯一 性 的 新 的 重要 侧 





面 . 令 g(z) 和 h(z) 是 两 个 解析 函数 , 分 别 定义 为 图 5-26a 的 集合 P 与 Q. 如 果 它 
们 在 PQ 中 的 哪怕 是 一 小 段 曲线 s 上 相等 , 则 它们 在 整个 Pn @_ 上 都 相等 . 我 
们 想象 , 开始 时 只 在 P 上 知道 g, 则 可 以 把 想象 为 在 一 个 把 P 扩大 而 终于 达到 








Q 的 区 域 上 描述 了 和 g 同样 的 几何 映射 . 我 们 之 所 以 受到 鼓舞 采用 这 个 观点 , 是 因 






























































为 g 将 唯一 决定 其 解析 延 拓 这 一 事实 . 
则 在 s 上 我 1 
有 h* =h. 





5.11.1 节 中 讲 的 G(z) 和 A(z) 为 以 上 所 讲 的 道理 提供 了 例子 , 在 那里 , P 恰好 
全 部 落 在 @ 内 . 于 是 函数 1/(1 — z) 就 是 H 到 复 平面 其 余部 分 的 解析 延 拓 . 
可 以 由 了 延 拓 到 Q, 那么 我 们 就 可 以 沿 一 串 互相 部 分 重 攻 的 集合 的 链 
巴 延 拓 过 程 继续 下 去 , 见 图 5-26b. 这 样 我 们 就 得 到 g 在 S 上 唯 
选择 另 一 条 到 达 S 的 路 径 PQ, R, -S 又 会 如 何 ? 











g 既然 
条 P,Q, R, 


i SF 
一 的 解析 延 拓 . 但 是 如 果 我 们 




















因为 设 h* 是 9 在 @ 中 的 为 一 个 解析 延 拓 . 














门将 得 到 h* = 9 = h, 而 这 就 使 得 在 h 与 h 的 共同 的 区 域 Q 上 必定 
























































g 到 S 上 的 解析 延 拓 这 一 次 是 唯一 的 , 但 它 绝 没 有 任何 理由 要 与 前 一 次 的 延 拓 一 
致 . 解析 延 拓 的 思想 就 这 样 很 自然 地 导致 多 值 函 数 的 思想 . 
考虑 图 5-27. 在 P 中 我 们 可 以 定义 logz 的 一 个 单 值 支 为 f(z) = mr t+ is, 


其 中 -x < 
域 f(P). U 
































在 围绕 着 -1 的 














9 < xn， 图 中 画 出 了 1 怎样 被 映 到 0, 而 P 又 怎样 被 映 为 围绕 0 的 区 
1 果 我 们 在 左 图 的 区 域 Q 上 定义 g(z) = lnr +40, 其 中 2 < 0 < 3, 
则 因为 在 PnQ 上 9 = f, g 就 一 定 是 f BQ 上 的 解析 延 拓 ， 类 似 于 此 , CE 
区 域 6 上 的 解析 延 拓 是 5(z) = nr +16, 其 中 例如 可 取 -至 < 6 < #. 于 是 


























区 域 (Q N 8Q) 中 , 同一 
们 对 于 各 自 的 路 径 均 为 唯一 的 . 但 是 , 尽管 它们 的 老 祖宗 相同 , 但 它们 却 是 不 一 样 





个 函数 f 就 有 了 两 个 解析 延 拓 9g 与 9, 它 
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5.11.4 ”恒等式 的 保持 

















在 这 一 小 节 里 我 们 将 要 证 明 , 任意 对 实 函数 成 立 的 恒等式 , 对 它们 在 复 平面 C 
中 的 解析 推广 ( 即 解析 延 拓 , 但 是 要 假设 这 种 推广 确实 存在 ) 亦 必 成 立 . 用 例子 来 
解释 它 最 为 容易 . 

我 们 首先 考虑 一 个 涉及 寡 级 数 的 重要 例子 . 设 实 函数 f(z) 可 以 表示 为 一 收敛 
的 震级 数 

































































f(z) =a+ba+ cx? +dr? +.. 


我 们 因此 知道 复 级 数 
F(z) =at+bz+c27+dz3+--. 


岂 是 收敛 的 , 从 而 是 解析 的 . 但 是 因为 在 实 轴 上 F(z) = f(x), 所 以 是 了 到 自 变 
量 取 复 值 处 的 唯一 的 解析 延 拓 . 换言之 , 由 f 到 其 解析 延 拓 的 转移 必定 保持 其 公式 
不 变 (级 数 就 是 一 种 公式 ). 

作为 下 一 个 例子 , 考虑 一 个 含 两 个 变量 的 实 恒等式 er .ey = cP HY, 如 果 你 突然 
得 了 失忆 症 , 完全 忘记 了 复 函 数 ez 和 与 之 相关 的 几何 学 , 那么 它 能 帮助 你 领会 以 
下 的 论证 . 设 e* 到 复 值 的 解析 延 拓 存 在 , WE El). 我 们 现在 可 以 证 明 EE(z) 也 满 
足 同 样 的 恒等式 , 虽然 我 们 完全 不 知道 它 究 竟 是 什么 函数 

S Fe(z) = E(Q)E(z), 而 Ge(z) = E(¢ +2). 首先 要 注意 , 对 于 固定 的 C, Felz) 
和 Gelz) 都 是 z 的 解析 函数 . 现在 设 ¢ 是 实 的 , 所 以 E = eS. 现在 让 z 在 一 段 
轴 上 变动 , 于 是 由 实 恒等式 有 Felz) = Ge(z), 但 是 由 上 面 的 结果 知 , 此 式 处 处 成 
. 如 果 我 们 反 过 来 设 z 为 固定 的 , 由 类 似 的 推理 又 有 Fe = Ge 总 之 





















































































































































































































































Kk SE 














E(Q)E(z) = E(¢ + 2). 


与 5 均 为 复数 时 也 成 立 . 现在 就 清楚 了 , 这 种 推理 可 以 推广 到 任意 恒等式 , 哪 
含有 两 个 以 上 变量 的 恒等式 也 行 
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5.11.5 ”通过 反射 做 解析 延 拓 


实际 找 出 解析 延 拓 的 问题 与 其 存在 和 唯一 性 的 问题 颇 不 相同 . 以 上 的 概念 和 结 
果 无 助 于 求解 这 个 问题 , 虽然 可 以 合理 地 宣称 , 恒等式 的 保持 是 有 实际 帮助 的 . 我 
们 下 面 要 讲解 一 个 对 称 原理 (也 归功 于 施 瓦 次 ), 它 使 我 们 能 很 容易 地 显 式 地 找 出 
一 个 解析 延 拓 , 虽然 只 是 在 一 个 很 特殊 的 情况 下 . 

我 们 先 来 讲 如 何 用 两 次 反射 从 一 个 老 解析 函数 构造 出 一 个 新 的 解析 函数 . 设 
有 一 个 定义 于 区 域 P 上 的 解析 函数 f, CHE P BRA Q CALAN 5-28), + PHQ 是 
P 和 Q 对 于 实 轴 的 反射 . 我 们 现在 用 f 来 做 出 一 个 将 互 映 为 Q 的 解析 映射 ,做 
法 如 下 : 即 令 




















































































































广 (z) = F(Z) 
P f Q 
Am 
~ zZ | z 
| 一 全 时 -一 
A> 
P f a 
图 5-28 








此 图 解释 了 何以 ft 是 共 形 的 从 而 是 解析 的 . 以 下 3 个 步骤 o 一 5 一 f(a) fa 
都 保持 了 a 处 的 角 的 大 小 . 第 一 个 反射 会 使 此 角 的 方向 反 转 , 然后 , f 保持 这 个 已 
经 反 转 的 方向 , 最 后 , 第 二 个 反射 又 把 搞 反 了 的 方向 转 回来 , 而 在 f(a) 处 回 到 最 
初 的 情况 . 

一 般 来 说 , 映射 产 在 任何 意义 上 都 不 是 f 的 延 拓 , 宁可 说 它 是 一 个 全 新 的 映 
射 . 如 果 想 象 把 图 上 的 P 向 下 移动 直到 它 部 分 地 越过 实 轴 , 这 时 PP 与 尸 会 部 分 重 
Z, POP 就 成 了 了 与 f* 的 共同 的 域 , 我 们 希望 你 能 看 出 : 没有 任何 理由 要 求 它 们 
在 POP EASE. 看 下 面 的 例子 就 更 清楚 [练习 ]: 

























































































f= (旋转 一 个 角 内 => f* = (旋转 一 个 角 -9). 








P 虽然 一 般 地 并 不 是 /的 延 拓 ,但 是 这 个 新 映射 “连同 马上 要 讲 的 这 个 新 映射 对 
辐 周 的 推广 ) 就 其 本 身 而 言 已 经 很 有 用 处 了 .在 第 12 章 中 我 们 还 要 指出 , 它 与 静 
电学 和 流体 力学 中 的 镜像 法 密切 相关 . 
我 们 现在 转 到 J* 确 为 /的 解析 延 拓 的 特殊 情况 . 设 f 本 身 是 一 个 实 自 变量 
的 实 值 函数 的 复 推广 , 而 P 的 边界 的 一 部 分 L 是 在 实 轴 上 , 见 图 5-29. 因为 了 在 
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了 上 是 实 的 , 所 以 P 的 象 Q 也 以 实 轴 为 边界 的 一 部 分 . 和 前 面 考虑 过 的 一 般 情 况 
不 同 , f 与 f* 在 公共 区 域 PAP =L EASE. 这 是 因为 当 z 为 实数 时 ， 


























Ol 





图 5-29 


我 们 现在 就 可 以 把 f 与 f* 看 成 PUP 上 的 单个 解析 映射 的 两 部 分 . 事实 




















E, 把 中 心 在 世上 的 无 穷 小 圆 盘 分 成 上 下 两 半 , 并 分 别 考 虑 这 两 个 半圆 盘 中 发 生 了 
什么 , 就 很 清楚 F 在 整个 圆 盘 上 是 解析 的 , 因为 其 象 是 男 一 个 无 穷 小 圆 盘 . [如 果 在 
临界 点 上 又 会 发 生 什么 ?] 请 再 次 注意 这 与 实 函 数 的 情况 是 多 么 地 不 同 , 因为 我 们 
可 以 很 容易 地 把 两 段 图 像 在 连接 处 扭 起 来 , 这 两 个 函数 之 值 在 连接 处 相同 , 但 其 导 
数 不 同 . 

当然 , 如 果 f (除了 定义 在 P 上 以 外 ) 已 在 上 有 定义 , 则 pt 只 是 在 P ER 
现 原来 已 经 有 了 的 映射 . 例如 , 正弦 函数 的 复 推广 sinz 的 公式 在 复 平 面 上 是 处 处 
成 立 的 , 所 以 这 个 复 推广 也 应 该 服从 f*(2) = f(z) 这 种 对 称 性 . 事实 上 , 如 果 我 们 


EBE am 产 (a) 的 3 SOR, 确实 会 看 到 











































































































































































































可 以 把 我 们 的 结果 用 比较 对 称 且 稍 有 推广 的 形式 重 述 如 下 [练习 ]. E f 将 一 个 
直线 段 工 (不 一 定 在 实 轴 上 ) 映 到 男 一 个 直线 段 LE, 则 我 们 可 以 把 fM L 的 一 
侧 解析 映 到 其 另 一 侧 , 这 里 要 利用 一 个 事实 : 对 称 于 L 的 点 被 映 为 对 称 于 也 的 点 . 

这 一 点 令 人 想到 默 比 乌 斯 变换 之 保持 对 称 性 ,而 我 们 是 在 第 3 章 中 发 现 了 这 
一 点 的 , 其 实 把 这 两 个 对 称 原 理 融 合 起 来 , 会 得 到 对 我 们 这 个 结果 的 一 个 有 意义 推 
广 . 假设 f 不 是 把 一 个 特定 ”的 直线 映 为 男 一 直线 , 而 是 把 一 个 圆周 的 一 部 分 C 映 











































































































O 应 该 强调 “特定 ”二 字 , 因为 如 果 一 般 的 直线 都 被 映 为 男 一 直线 , 则 此 映射 上 只 能 是 线性 的 ， 类似 地 ， 
在 新 的 情况 下 , 如 果 一 般 的 圆周 被 映 为 男 一 圆周 , 则 此 映射 必 为 默 比 乌 斯 变换 . 
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为 另 一 个 圆周 的 一 部 分 C. 用 两 个 默 比 乌 斯 变换 映 C LÔ L, 就 简化 为 前 一 
青 况 . 由 此 可 以 导出 , 对 称 于 C 的 点 被 映 到 对 称 于 C 的 点 . 

把 这 两 个 情况 混合 起 来 作为 一 个 新 例子 , 设想 f 把 单位 圆周 的 一 部 分 映 为 实 
由 的 一 部 分 . 如 果 只 在 圆周 的 内 域 知道 f, 则 上 面 的 例子 告诉 我 们 [练习 ], 可 以 把 f 
解析 延 拓 到 单位 圆周 的 外 域 如 下 : 
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于 是 定义 一 个 完全 的 解析 函数 所 使 之 在 内 域 为 了 而 在 外 域 为 fit. 从 这 个 函数 的 做 
法 可 知 , 这 个 函数 把 关于 单位 圆周 的 一 对 对 称 点 映 为 共 斩 的 象 点 : Fi(z) = F(z). 

施 瓦 茨 利用 我 们 现在 称 为 施 瓦 区 反射 的 方法 能 够 把 他 的 反射 原理 从 直线 或 区 
周 推广 到 一 般 的 曲线 CL H. A. Schwarz [1870]) . 我 们 就 以 描述 这 个 简单 然而 引 人 
入 胜 的 思想 来 结束 本 章 . 这 里 的 关键 就 在 于 用 解析 函数 来 冒充 共 力 . 

我 们 知道 , 把 每 个 点 反射 过 实 轴 (> 2) 并 非 解析 函数 . 然而 , 任 给 一 充分 光 
滑 的 曲线 K, 都 可 以 找到 一 个 解析 函数 Sx (z) 有 选择 地 恰好 把 K 上 的 点 映 为 其 
HEAT: 


















































































































































z€K > Sx(z)=2. 


Davis and Pollak [1958] 称 Sk A K (Nie RRB. 现在 我 们 可 以 定义 z 越过 K 
Wii LAR F=Re(z) 为 

















要 想 看 到 这 何以 是 一 个 好 思想 , 请 考虑 图 5-30. 首先 注意 , K 上 之 点 不 会 受 影 
啊 , 这 与 通常 的 反射 是 一 样 的 , 即 有 















































f= Skla) = (Q) = 4. 
其 次 要 注意 , 因为 Sk 是 解析 的 , 所 以 一 个 以 g 为 中 心 的 无 穷 小 圆 盘 被 伸 扭 (而 没 


有 反射 ) 为 以 g 为 中 心 的 圆 盘 . 进一步 , 再 注意 Gp 是 如 何 被 映 到 gp 上 的 , 即 知 在 
K E 





























伸缩 率 =1, 扭转 度 = -2% > Sh =e, 


是 K 的 切线 与 水 平 直线 的 交角 . 现在 由 图 形 的 对 称 性 就 很 清楚 , 若 点 a 在 
无 穷 小 圆周 上 , 则 确实 就 是 a 对 切线 的 对 称 点 . FE, 至 少 在 很 接近 K Nb, z= zZ 
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@ 该 曲线 事实 上 必须 是 “解析 的 >. 关于 这 一 点 请 参看 Davis [1974], HPA Titi xn s 
有 趣 的 应 用 . Shapiro [1992] 则 是 一 本 比较 高 深 的 书 . 
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就 是 反射 概念 的 一 个 合理 的 推广 . 进一步, 对 KK 反射 两 次 就 得 到 恒 等 映 射 , 而 且 
本 当 如 此 . 既然 Re 是 反共 形 的 , Rk o Rk 就 是 共 形 的 , 即 是 解析 的 . 但 因为 函数 
把 K 上 每 点 都 映 为 自身 , 而 一 个 解析 函数 又 由 它 在 一 曲线 上 所 取 的 值 确定 , 所 以 
Rk o Rg 必 为 恒 等 映 射 . 















































图 5-30 

















WR K 是 一 直线 或 一 圆周 , Z 就 是 通常 的 反射 , 即使 > A KK 很 远 也 如 此 . 这 
件 事 留 给 你 做 练习 . 例如 , 单位 圆周 C 可 以 写作 zz = |z? = 1 所 以 在 C 上 应 有 
z= (1/2). 这 样 , 它 的 施 瓦 次 函数 就 是 Selz) = (1/2), 而 Ro(z) = (1/2), 它 正 是 对 
C 的 反 演 . 

下 面 给 出 一 个 不 那么 平 几 的 例子 , 即 对 椭圆 E : (w/a)? + (y/b)? = 1 的 反射 . 记 
w= 3(2+2), y= 4(2—2), M z RRM z, 有 [练习 

























































































1 
Sp(z) = oR [a + b?)z — 2aby z2 + b2 =a] : 





例如 , 令 a = 1,5= 1, 可 得 施 瓦 次 反射 为 
1 
3 
见 图 5-31. 请 用 计算 机 验证 此 图 , 同时 也 考察 一 下 Re 对 其 他 图 形 的 效果 . 
手 上 既 已 有 了 适当 的 反射 概念 , 我 们 现在 就 能 把 上 面 讲 的 越过 直线 和 圆周 做 解 
析 延 拓 的 方法 推广 到 更 一 般 的 曲线 . 令 了 是 定义 于 区 域 P 中 的 解析 函数 , 而 P 以 
| 线 L 为 边界 的 一 部 分 , L 又 充分 光滑 使 得 存在 一 个 施 瓦 茨 函 数 , 令 È = f(L) 表 
示 工 在 f 下 的 象 .很 像 图 5-28 和 图 5-29, 我 们 可 以 把 了 解析 地 延 拓 过 工 , 即 要 求 把 
关于 工 对 称 的 点 映 到 关于 对 称 的 点 . 于 是 , [请 自己 做 一 个 图 ! f 到 P = RP) 
上 的 延 拓 ft 为 


Rp(2) [52 ~ 44/72 — 3] l 

























































































230 第 5 


章 ”微分 学 的 进一步 的 几何 研究 























fi = Riso foRz. 


























用 与 图 5-28 同样 的 论证 , 即 知 它 确实 在 P 中 解析 , 因为 它 是 一 个 共 形 映 射 与 两 个 
反共 形 映 射 的 复合 . LA, Æ LE f= 了 . 于 是 ,一 个 解析 函数 在 PP 中 由 f 给 
Hi, 在 中 由 诺 给 出 , 它 必定 服从 对 称 性 要 求 F = F. 这 就 是 施 瓦 茨 对 称 原 理 . 



























































图 5-31 








我 们 前 面 所 讲 的 正 是 这 个 做 法 的 特例 . 例如 , 车工 和 上 都 是 实 轴 的 一 段 , 则 
Ri(z) = Re (z) = z, PEA ft = 了 7, 和 前 面 讲 的 一 样 . 类 似 地 , E L 是 单位 圆周 的 一 
BIL (所 以 Rs(z) = 1/2) , 而 是 一 段 实 轴 (所 以 Rp(z) = 2), MA f= ft, tH 
和 前 面 一 样 . 











5.12 J 题 





1. 证 明 : 车 f =utiv 是 解析 的 , 则 (Vu) (Vv) = 0, 这 里 V 是 向 量 计算 中 的 “梯度 算 子 ”， 











几何 意义 . 














2. 证 明 一 





这 里 的 


中 将 会 





个 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 都 是 调和 函数 , 即 它们 都 自动 地 满足 拉 普 拉 斯 方程 





AS = 0, 





A (也 时 常 写作 VO 定义 为 A = 62 + OF, 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 . [我 们 在 第 12 章 
看 到 , 这 个 方程 表现 了 解析 函数 与 物理 学 间 至 关 重 要 的 联系 .] 












































(但 不 是 用 它 的 计算 ) 证 明 以 下 诸 函 数 均 为 “调和 的 ”. 
osy. (ii) e? =’) cos Qay. (ii) In| f(z)|, 这 里 f(z) 是 解析 的 . 











是 最 一 般 的 可 以 作为 解析 函数 实 部 的 二 次 函数 w = az? 十 bzy 十 cy2? 做 出 这 个 函数 ， 
































5. U FK 











数 哪些 是 解析 的 ? 


5.12 J 题 231 





(i) e7” (cosx + isin z). (ii) cosx — isin y. 
(iii) r3 + i30. (iv) [re" Pose ger sin 0), 
6. 解 出 表示 为 Bov = 0 的 极 坐标 CR 方程 . 把 你 的 解答 用 熟悉 的 函数 表示 出 来 ， 
RE ART ABE — W. 
7. 用 第 卡 儿 华 标 CR 方程 来 证 明 , 把 平行 线 映 为 平行 线 的 解析 映射 只 能 是 线性 映射 . [提示 : 
从 水 平 直 线 被 映 为 水 平 直 线 的 情况 开始 . 这 一 点 如 何 译 为 “方程 语言 "? 现在 来 求解 CR] 
8， 先 计算 log(1 +i) 的 一 个 可 能 位 置 , 再 画图 . 在 (1-48) 处 做 一 个 小 图 形 . 用 log( + 2) 的 
申 扭 画 出 它 的 象 . 用 计算 机 加 以 验证 . 
9. 用 类 似 导 出 乘积 法 则 (5.4.3) 的 方法 导出 商法 则 . [提示 : 把 A/B 的 分 子 分 母 各 乘 以 (b 一 
£g’). 
10. 考虑 多 项 式 P(z) = (z — a1)(z — a2):… (z — an). 
(i) 证 明 P(z) 的 临界 点 是 以 下 方程 的 解 


1 1 1 
| bees =0. 


之 一 al 之 一 Q2 Z— ün 























了 几何 








































































































































































































(ii) $ K AW p 为 中 心 的 圆周 . 考虑 (i) POERI E, 并 导 
BOM Zk (a;) 的 质量 中 心 时 , 它 才 是 临界 点 . 
(ii) 证 明 (i) 中 的 方程 等 价 于 








EE 
LE 








仅 当 p 是 反 























zZ-@ | 2-a@ | _ 2 an 
z — a|? i |z 一 aa2|? i |z — anl? 





=0, 











把 此 式 左 方 解 释 为 由 z 到 P(z) 之 根 的 各 个 向 量 的 加 《〈 正 ) 权 和 , 然后 导出 卢 卡 斯 
定理 : C 中 多 项 式 的 临界 点 必定 位 于 其 零点 的 凸 包 中 . 


11. 利用 (e7) = ez 来 证 明 所 有 三 角 函 数 的 导数 都 可 以 用 实 分 析 中 熟知 的 法 则 导出 . 
12. 证 明 : 只 要 适当 地 解释 , (z*) = et) 即使 当 为 复数 时 仍 成 立 . 
13. (i) 若 a 为 任意 常数 , 证 明 级 数 








































































































fe sears U7 paee a 
在 单位 圆周 内 收敛 . 








(ii) 证 明 (1+ 2)f' = af. 
(ii) 导出 [+ z)-* fy = 0. 



































O 这 是 一 个 重要 的 定理 , 在 文献 中 常 称 为 高 斯 - 卢 卡 斯 定理 .因为 高 斯 在 1836 年 的 一 本 笔记 以 及 给 友 
人 的 信 中 即 已 提 到 其 主要 思想 , 而 法 国 数学 家 卢 卡 斯 (F. Lucas) 在 1897 年 巴黎 科学 院 院 报 上 发 表 
SC. 二 三 详 者 注 
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(iv) 给 出 结论 : f(z) =(1+2z)*. 
14. 我 们 在 第 3 章 中 指出 过 , 球 极 射影 在 绘制 共 形 的 世界 地 图 上 有 很 实际 的 应 用 . 一 旦 有 了 
这 个 地 图 , 只 要 对 它 再 施 以 其 他 不 同 的 解析 映射 就 可 生成 一 般 的 共 形 地 图 . G. 麦 卡 托 在 
1569 年 就 发 现 了 一 个 特别 有 用 的 共 形 世界 地 图 (但 他 用 的 是 别 的 方法 ) . 我 们 把 它 描述 
为 应 用 log(z) 于 球 极地 图 的 结果 . (虽然 他 本 人 不 可 能 这 样 做 .) 
(i) 看 看 用 球 极 射影 和 用 麦 卡 托 投 影 做 的 世界 全 图 , 确保 你 可 以 把 你 所 看 到 的 形状 的 变 
化 与 你 对 复 对 数 的 理解 结合 起 来 . 
(ii) 设想 在 用 麦 卡 托 投影 做 的 地 图 上 画 一 条 直线 航线 , 然后 实际 在 大 海上 按 此 航线 航行 . 
证 明 在 航行 中 罗盘 上 的 读数 不 会 改变 . 
15. (i) 注意 到 对 于 以 原点 为 中 心 的 圆周 ，( 指 癌 逆 时 针 方 向 的 〉 单 位 切线 向 量 可 以 写作 


























Ê= i(z/|z|), 证 明 此 圆周 的 象 的 曲率 公式 (5.23) 可 以 写成 


(ii) 如 果 f(z) = log >, 这 个 公式 给 出 什么 ? 验 


(iii) 如 果 f(z) = 2", 这 个 公式 给 出 什么 ? Wil 





此 事 有 何 意义 ? [提示 : 当 z 依 逆 时 针 方 向 
量 怎样 旋转 ? ] 




















16. 如 图 5-32 所 示 , 如 果 从 一 个 区 域内 的 任 一 视点 都 可 以 看 见 它 的 












































证 它 确实 如 此 . 











E 它 确实 如 此 . 当 mm 为 负 时 , & 也 是 负 的 ， 














行 时 , 其 象 的 速度 复数 向 


Zn] 
HP, 














WU ARI AS Dx ERA 


的 . 设 一 解析 映射 了 作用 在 圆周 C 上 生成 一 个 简单 的 ” 象 曲线 f(O), 设 其 内 域 是 凸 的 . 





图 5-32 
(i) 由 15 题 的 公式 导出 : 车 了 把 C WARR] F(C) 的 内 域 , 则 下 面 的 不 等 式 对 C 上 























的 一 切 点 均 成 立 : 





Re 下 








@ 这 里 “简单 ”就 是 指 不 自 交 的 . f(C) 当然 是 连续 的 封闭 曲线 . 一 个 不 自 交 的 连续 封闭 























线 . 著名 的 约 当 定理 指出 , 一 个 约 当 曲线 必 把 平面 


















































数学 上 理解 , 则 下 文 讲 到 内 域 就 没有 根据 了 . 一 一 译 者 注 


|>- 





























线 又 称 约 当 




















分 为 内 域 与 外 域 . 如 果 这 里 的 “ 简 和 





fo 二 字 不 从 
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(ii) 如 果子 把 C 的 内 域 映 为 f(C) 的 外 域 ， 


题 4.] 


17. 令 S Axel p=atiy 








的 有 向 直线 段 . 
































(i) 令 f(z)= 


~ 


e” ,个 
(i 所 以 复 曲率 KC 必 指 








向 两 个 正 交 方 向 2 





=e 


好 出 || 2 


A, 导 
(5.28) 验证 这 


(ii) 用 
(iv) Æ f(z) 



































值 , 并 由 此 得 出 K(p) = 

















这 个 公式 . 


= log(z) § f(z) = 2™ (m 为 正 整数 ) 这 两 种 | 














的 分 析 . [在 这 两 





(v) 按照 第 4 章 习 题 18 的 几何 # 
的 圆周 上 取 常 值 . 
此 事 . 
(vi) 对 上 面 讲 的 四 个 映射 f(z) = e7, log(z), 2” 
并 指向 同一 方向 的 曲线 . 图 5-33 画 出 了 两 个 例子 . 


一 (d/c) 为 中 心 
计算 K 来 验证 




















18. 令 Ci Fl Co 是 











p RH 





种 情况 下 , 都 不 能 
EH, REGS 
































类 似 的 不 等 


计算 来 决定 S 的 哪些 方向 给 出 在 f(p) 


出 |K(p)| EE 


: 式 是 什么 ? [提示 : 

















-z 





青 况 ， 














见 第 4 章 习 





处 有 零 曲率 的 象 f(5). 
一 . 哪 一 个 方向 ? 考虑 KC 指向 此 方向 时 5 的 


尽 可 能 多 地 重复 上 面 














斯 变换 M(z) = SEG 

















H, 








p 处 的 交角 均 为 0, 人 

















这 种 “ 角 ”@ 的 任何 


























fi o. 
(i) Newton [1670] 
(5.30) WEH 














一 种 一 般 会 
保持 通常 的 角 不 变 的 映 映 


这 个 定义 不 是 共 形 


被 认可 























于 是 M 的 曲率 应 该 切 了 


乃 有 一 种 很 大 的 诱惑 力 让 我 们 说 右 方 的 交角 “小 于 ” 
的 定义 (大致) 都 是 共 形 不 变 的 , 即 若 
E 〈 即 一 个 解析 映射 ) 映 为 Cy 和 Co, 则 新 的 角 O 应 该 等 于 老 


中 试图 定义 9 为 Cu 和 Co 在 p 点 的 曲率 之 差 : O 
BAAR IY: O= 
K} 





(i 考虑 以 p 为 中 心 〈 半 径 为 e) 的 无 穷 小 贺 





心 ， 


DAH a Me Æ D 的 视 





Muin 























az+b 
) cz+d? 


























F 这 一 族 同 心 


的 伸缩 率 在 每 一 个 以 





= 
Dal 


周 . 通过 











计算 机 验证 图 5-21. 


虽然 二 者 在 
左 方 的 交 
4 它们 被 一 个 
的 






































ko, 利用 





O/\f'(P)I- 














大 小 




















共 形 映射 f, 














因 





Ki (a) D 是 无 穷 小 , (b) D 不 
等 到 Kasner [1912]. 见 第 12 章 习 题 














We 
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19. 在 关于 默 比 乌 斯 变换 更 高 深 的 著作 (例如 Nehari [1952] 和 Beardon [1984]) 
数 f(z) 对 z 的 施 瓦 茨 导 数 { f(z), 2} 起 了 很 大 的 作用 . 


> 差 , 证 明 D = 0. HX C 
此 导出 D= D. [ 当然 还 不 是 我 们 想 寻 求 的 目标 
曲线 来 定义 . 要 想 找 出 真正 





O=k1 


D. & C1 和 C2 是 Ci 和 C2 的 曲率 中 
,Co Fl D 做 





共 形 不 变量 : 




















YK T 








的 共 





3 


图 5-33 























其 定义 是 











EB 不 变量 还 要 





中 , 解析 函 
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{f(z), z}= (E) - e 
, 用 2 f 
(i) 证 明 施 瓦 欧 导 数 也 可 以 写 为 
1 "N2 
TODE 
(ii) 证 明 {az +b, z} = 0 = { (1/2), z}. 





(iii) 设 f 5 g 都 是 解析 函 





































































































数 , 并 记 w = f(z). 证 明 复 合 函 











数 





































































































glf (2)] 


= g(w) 的 施 瓦 茨 









































































































































































































































导数 可 由 以 下 的 “ 链 法 则 ”给 出 : 
{g(w), =} = [F] {o(w), w} + {f(2), 2}- 
(iv) 用 前 两 部 分 证 明 , 所 有 的 默 比 乌 斯 变换 都 具有 0 施 瓦 茨 导 数 . [提示 : 想 一 下 , (ii) 中 
的 两 个 映射 可 以 (借助 复合 ) 生成 所 有 默 比 乌 斯 变换 之 集合 .] 注 记 : 第 8 章 的 习题 
19 证 明 其 逆 亦 真 , 即 若 {f(z),z} = 0, WW f= 默 比 乌 斯 变换 . 这 样 , 默 比 乌 斯 变换 
可 以 用 其 施 瓦 茨 导 数 为 0 来 完全 刻画 . 
(v) 用 前 两 部 分 证 明 , 施 瓦 茨 导数 “在 默 比 乌 斯 变换 下 不 变 ", 即 若 M 是 默 比 乌 斯 变换 ， 
是 解析 的 , 则 
{M [f(z)], z} = {f(z), 2}- 
20. 设想 实 轴 即时 间 ¢ 之 轴 , 令 动 点 w = f(t) (其 中 f(z) 为 解析 ) 画 出 一 条 轨道 曲线 C. 于 
是 速度 是 vv = w = f'(t). 
(i) FA (5.23) 证 明 C 的 曲率 是 
~ Im(v/v) 
K= 
[vl 
(i 论证 这 个 结果 其 实 并 不 依赖 于 C 是 由 解析 映射 所 生成 的 这 一 事实 , 而 对 任意 运动 ， 
只 要 其 速度 v 与 加 速度 可 适当 定义 , 它 都 是 对 的 . 
(iii) 证 明 此 式 可 以 重 写 为 
~ Im (vv) 
K= PE 
(iv) 导出 它 还 可 以 用 向 量 记号 写 为 
~ |vx vi 
K = vl? 
把 C 看 成 一 条 三 维 空间 的 曲线 的 “密切 平面 ”( 见 Hilbert [1932D , 我 们 就 看 到 这 
个 公式 对 三 维 空间 曲线 也 成 立 . 
21. 在 三 维 空间 中 , S (X,Y,Z) 为 一 动 点 的 坐标 , 4 X = acoswt, Y =asinwt, Z = bt, W) 


此 点 所 走 的 路 径 为 一 螺 线 . 
(i) 给 出 a, w, b 的 解释 . 


(ii) 车 a 与 w 固定 , 则 螺 线 在 很 小 与 很 大 时 是 什么 
或 很 大 时 又 是 什么 样 





F? 








ET? a, b 





r 








定 而 w 变 得 很 小 
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(iii) 请 设想 在 G) 中 考虑 的 极限 情况 下 , 螺 线 曲率 的 极限 值 如 何 ? 
(iv) 用 习题 20 之 (iv) 证 明 螺 线 的 曲率 是 
hi aw? 
= 82 + aw?’ 
用 它 来 证 实 你 在 (iii) 中 的 预测 . 
22. 继续 习题 20, W f(z) 为 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 ， 
at 十 0 
其 中 A = (ad 一 bc) A 0. 证 明 这 个 路 径 的 曲率 是 
| 
NA c) |’ 
而 与 第 3 章 的 习题 18 一 致 . 它 是 一 个 常数 这 件 事 就 给 象 为 圆周 以 新 的 证 明 , I RA 
周 才 有 常 曲率 . 
23. 还 是 习题 20 之 续 . 我 们 来 看 一 下 习题 19 中 的 施 瓦 茨 导数 {j(z)，z} 是 如 何 很 自然 地 从 
曲率 的 背景 中 出 现 的 . 
(i) 证 明 
dk 1 
a pum): z}. 
[这 个 公式 是 由 皮 克 ” 发 现 的 , Beardon [1987] 中 有 其 漂亮 的 应 用 . 关于 曲率 与 施 瓦 
次 导数 的 男 一 种 联系 , 请 参看 习题 28(iii).] 
(ii) 用 习题 19 的 (iv) 导出 , 若 f(z) 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 则 SE = 0. 这 个 结果 为 什 
么 在 几何 上 是 自明 的 ? 
24. 设 C 中 一 运动 质点 在 时 刻 t 的 位 置 是 z(t) = rte. 
(i) 证 明 此 质点 的 加 速度 是 
过 一 大 一 rb23]e8 + [270+ roOlie® 
(i 加 速度 的 径 向 与 横向 分 量 是 什么 ? 
(iii) 车 此 质点 在 一 个 有 心力 场 中 运动 , 力 的 中 心 在 原点 , 导出 其 面积 速度 A = (r?0/2) 
为 常数 . 牛顿 的 《原理 》(Newton, [1687, 第 40 页 ]) 中 有 其 漂亮 的 几何 证 明 . 
25. 有 时 一 个 瑚 级 数 的 收敛 圆周 上 奇 点 分 布 得 如 此 稠密 , 以 至 于 成 为 几何 映射 的 一 个 真正 的 
障碍 , 使 得 无 法 越过 它 向 外 做 解析 延 拓 . 这 就 称 为 自然 边界 . PE 
f(z) = z+ 4244224 2784 
给 出 了 一 个 例子 , 它 在 单位 圆周 内 是 收敛 的 . 证 明 |z| = 1 上 的 点 或 者 其 自身 就 是 奇 点 或 
奇 点 任意 地 接近 于 它 . [提示 : fA) 是 什么 ?现在 注意 到 f(z) = z+ f(2?), 由 此 导出 



































2? = 1 处 都 是 f 的 奇 点 . 继续 这 样 做 下 去 , 证 明 2” 阶 单位 根 都 是 奇 点 :] 














@ Georg Alexander Pick, 1859—1942, 奥地利 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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26. 与 对 于 圆周 的 反 演 不 同 , 证 明 对 于 椭圆 E 的 施 瓦 茨 反射 并 不 把 五 的 内 域 与 外 域 互 相对 
K ( 见 图 5-31). EXE, Rp(z) 当 |z| 很 大 时 性 态 如 何 ? 


27. (i) 车 工 是 经 过 实 轴 上 一 点 X 且 与 水 平 直线 成 角 o 的 直线 , 证 明 它 的 施 瓦 茨 函数 是 





ban 
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Sr(z) = ze 2 + X(1 -— e). 











(ii) Æ C ÆA p 为 中 心 、r 为 半径 的 圆周 , 证 明 其 施 瓦 将 函数 为 











Sc(z) =pt+ =a 


(iii) 验证 以 下 命题 , 即 在 这 两 种 情况 下 , 即使 2 远离 曲线 , z R(z) 都 是 通常 的 反射 . 
28. Sa 是 (有 向 ) 曲线 KK 上 一 点 , K 之 施 瓦 茨 函 数 为 5(z). 
(i) 证 明 K 在 a 点 的 曲率 是 





















































这 里 $ 是 图 5-30 中 的 角 , 符号 上 方 的 一 点 表示 对 K 上 的 距离 ( 按 给 定 方向 计算 ) 1 
的 导数 , 由 此 导出 



































|x| = |S"/2l. 
[提示 : 因为 S 是 解析 的 , 所 以 S 也是. 这 样 , 为 了 计算 S” = dS" /dz, 我 们 只 需 找 
到 当 z 有 无 穷 小 运动 dz 时 S 的 改变 dS’, dz 可 在 任意 选 定 方向 上 来 取 . 我 们 在 
a 点 沿 着 K 取 dz, 所 以 dz = etdi, S) 的 相应 的 变化 仅 由 K 的 形状 来 决定 , 因为 
S' 在 天 上 之 值 为 S =e77? ] 
(Gi) 导出 在 a 点 的 曲率 中 心 是 {e + 2 [S’(a)/S” (a)]}. 
(iii) 证 明 K 之 曲率 的 变化 率 是 由 施 瓦 次 函数 的 “ 施 瓦 次 导数 ”( 习 题 19) 给 出 : 










































































i 


B= zg {S(2), 2}. 
29. 把 习题 28(i) 的 结果 用 于 习题 27 的 结果 , 由 此 验证 习题 28(i). 


30. 令 a 为 曲线 及 上 一 点 , 而 K Fri PLA RR S(z). 根据 解析 函数 具有 无 穷 可 微 性 (这 个 
结果 尚未 证 明 ) , S(z) 在 a 的 附近 可 以 展开 为 泰勒 级 数 : 




































































S(2) = S(a) + S'(a)(z — a) + FS" (a) — a)? + gS” (0) - a)? + 





(证 明天 在 oa 点 的 切线 之 施 瓦 茨 函数 由 以 上 级 数 的 前 两 项 给 出 , 这 就 证 实 了 我 们 在 

图 5-30 中 看 见 的 一 件 事 : 在 很 接近 于 a 处 , 对 切线 的 反射 是 施 瓦 茨 反射 的 很 好 的 

(ii) 很 自然 会 设想 对 于 K 在 a 点 的 曲率 圆 ( 记 为 C) 的 反 演 是 Re (z) 更 好 的 近似 . 现 
在 来 验证 它 : 用 习题 28(i 和 习题 27(ii) KK So, 并 证 明 它 可 以 写作 
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这 里 所 有 导数 都 是 在 a 点 取 的 . 证 明 So 与 S 的 二 项 展开 式 的 前 三 项 完全 一 样 , 但 

以 后 一 般 地 说 就 不 同 了 . [提示 : 可 以 用 在 K ESS = (S /S" 这 件 事 . 请 
给 出 其 证 明 . ] 

(iii) 大 K 的 曲率 s 为 常数 , 则 K 就 是 其 本 身 的 曲率 圆 . S 与 Sc 在 第 三 项 以 后 不 同 就 
反映 了 5 是 变动 的 . 这 样 就 会 猜测 到 , n 变 得 越 快 , 对 Re 与 对 C 的 反 演 偏离 也 越 
K. 继续 上 一 部 分 , 并 用 习题 28 (iii) 来 验证 这 个 猜想 , 其 精确 形式 是 























































































































Selz) — S(z) ~ (i/3) [S]? kK(z — a}. 


令 C 与 DD 是 两 个 相交 的 圆周 . 如 果 对 C MUS IRRD 把 D 映 为 其 本 身 , 我 们 就 说 
“D 对 C 对 称 ”. 我 们 知道 , SAM DGC 正 交 时 会 发 生 这 样 的 事 , 所 以 






































万 对 CC 对 称 & CH D 对 称 . 


























所 以 我 们 可 以 简单 地 就 说 “C 与 D 对 称 ”, 现在 看 一 下 , 如 果 把 C 与 D 推广 为 相交 的 具 
有 施 瓦 次 函 数 的 弧 , 并 将 反 演 推广 为 施 瓦 茨 反射 , 会 得 到 什么 . 
(i) 解释 为 什么 说 “D 对 C 对 称 ”就 是 说 “者 一 点 d 在 D 上 , 则 Rp [Re(d)] = Ro(d)”. 
这 两 段 弧 是 否 必须 正 交 ? 
(ii) £ D 对 CC 对称, 导出 (Rd o Re) 与 (Ro o Rd) 两 个 映射 在 D 上 相等 . 
(iii) 利用 这 两 个 映射 为 解析 (为 什么 ?) 这 件 事 , 导出 C 必然 也 对 D 对 称 . 这 样 , 与 区 
的 情况 一 样 , 我 们 可 简单 地 就 说 C 与 D 为 对 称 . 
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6.1.1 平行 线 公理 


我 们 在 前 面 已 经 略微 提 到 (在 19 世纪 中 的 ) 一 项 了 不 起 的 发 现 , 即 在 欧 氏 几 





何 








一 些 





之 外 还 存在 着 其 他 的 几何 学 . 本 章 供 选读 , 我 们 将 


研究 欧 氏 几 何 的 方 
kit (公理 ) 开始 的 . 从 这 往 后 , 则 只 用 人 逻辑 来 
质 , 而 它们 是 起 始 的 






































始 探讨 在 这 些 所 谓 的 非 欧 几 














可 学 与 复数 之 间 存 在 着 的 联系 . 本 节 是 一 个 引言 , 其 中 将 要 概述 一 些 关 键 
与 结果 , 尽管 你 可 能 没有 时 间 来 读 完 整 章 , 但 我 介 




















] 还 是 希望 你 读 一 下 本 节 

















全 的 


思想 




















法 之 一 , 是 从 “点 ”和 “直线 
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公理 的 必然 





EVO. 这 就 是 欧 几 里 




















的 道路 . 该 书 成 书 约 在 公元 前 300 年 . 








的 . 相反 , 它 只 是 对 物 ] 
理想 化 描述 , 而 这 种 描述 是 逐步 发 展 起 来 的 . 所 以 尽管 古人 并 不 这 样 想 , 但 是 欧 氏 


当然 , 欧 氏 儿 何 不 是 一 下 子 就 突然 以 完全 成 形 的 公理 和 害 弄 














这 些 东 西 的 定义 及 时 
导出 这 些 对 象 的 进一步 的 性 
得 的 名 著 《 几 何 原 本 》 所 遵循 








性 质 的 





的 逻辑 体系 出 现 


























圆 等 进行 物 





理 地 构造 出 来 的 直线 、 三 角形 和 








里 量度 的 结果 的 


















































但 
测 , 和 











几何 并 不 仅仅 是 数学 , 它 是 关于 空间 的 物理 理论 , 而 
是 欧 氏 几 
对 于 在 物理 空间 中 构造 出 来 的 几何 图 














可 并 不 是 一 个 完美 的 理论 : 

















日 是 精确 得 如 同 幻想 的 理论 . 
现代 的 实验 揭示 了 , 欧 氏 几何 所 
形 的 几何 性 质 所 做 的 物理 








改 的 预 
测量 有 极其 微 

















小 的 偏离 . 现在 已 经 知道 , 这 种 对 于 
到 物质 与 能 量 在 空间 中 的 分 布 所 管辖 . 这 正 是 爱 因 








日 


























欧 氏 几何 的 偏离 , 是 以 一 种 精 而 


的 数学 方式 受 








Fe 





























的 革命 性 理论 (广义 相对 论 ) 的 实质 . 








人 们 还 发 现 了 , 所 考察 的 图 
要 的 是 要 看 到 , 对 于 合理 大 小 的 
个 半径 为 1 米 的 圆周 的 
小 那样 的 侦 差 , 但 仍然 测 不 出 与 欧 氏 儿 何 的 偏 











aa 


学 家 们 都 深 
































图 形 , 这 种 偏差 典型 地 有 多 么 小 . 举 

















形 越 大 , 与 欧 氏 几何 的 预测 的 偏离 也 越 大 . 然而 重 


斯 坦 在 1915 年 发 现 的 关于 引力 





一 个 例 , 测量 一 








周 长 , 尽管 我 们 的 测量 装置 





已 经 可 以 测 出 单个 物质 原子 大 




















aan 
z] 























欧 氏 几何 学 是 唯一 在 逻辑 上 可 能 的 几何 学 . 

















斯 坦 之 前 整整 一 个 世纪 , 就 发 现 为 了 说 明 引 力 需 要 非 


Kk 











是 人 类 的 数学 





离 ! 所 以 毫 不 奇怪 , 两 干 多 年 来 的 数 





几何 学 , 这 确实 
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我 们 还 得 











四 想 之 强大 有 力 的 极 伟大 的 贡献 , 要 想 找 到 这 个 数学 的 种 子 在 哪里 
到 古 希腊 去 . 
网 几 里 得 从 恰好 5 个 公理 开始 , 其 前 4 个 从 未 引起 争论 . 例如 第 一 个 公理 只 是 











6.1 5] $ 239 











宣称 , 通过 任意 给 定 的 两 点 , 只 有 唯一 一 条 直线 . 然而 第 五 公理 ( 即 所 谓 平 行 线 公 
理 ) 的 状态 就 不 那么 清楚 , 它 就 变 成 了 研究 的 主题 而 最 终 导致 非 欧 几何 学 的 发 现 . 






































FITRA ”过 直线 工 外 任 一 点 p 只 有 恰好 一 条 直线 L' 与 工 不 相交 . (6.1) 


























6-1a 画 出 了 平行 线 公 理 , 同时 也 解释 了 , 何以 这 个 公理 (至少 是 按照 上 面 陈 
述 的 形式 ) 不 能 用 实验 来 验证 . 当 直 线 M 向 L! 旋转 时 , 其 交点 q 沿 工 越 走 越 远 . 
我 们 的 几何 直觉 是 以 画 在 平面 的 有 限 部 分 上 的 图 形 为 基础 的 , 但 是 要 验证 元 与 二 
不 相交 就 需要 一 个 无 限 的 平面 . 我 们 当然 可 以 想象 无 限 平面 是 什么 样子 , 但 是 我 们 
没有 任何 第 一 手 经 验 来 支持 我 们 的 预感 . 













































































































































































6-1 
我 们 所 表达 的 只 是 现代 人 的 疑惑 . 在 历史 上 数学 家 们 则 热烈 地 相信 (6.1), 以 


























至 于 认为 它 是 直线 的 逻辑 上 必要 的 性 质 . 但 既然 是 那样 , 他 们 就 应 该 能 直接 证 明 它 ， 
而 不 必 像 欧 几 里 得 那样 只 是 假设 它 . 

有 许多 想 由 前 四 个 公理 来 导出 (6.1) 的 尝试 , 萨 开 里 "在 1733 年 才 发 表 的 尝试 
可 算是 最 透彻 的 之 一 . 他 的 想法 是 : 如 果 (6.1) 必定 会 产生 矛盾 . 他 把 (6.1) 
的 反 命题 分 成 两 种 情况 : 
















































































球面 公理 ”没有 任何 一 条 过 p 的 直线 不 与 LAR. (6.2) 


还 有 














双 曲 公理 ”至少 有 两 条 过 的 直线 不 与 LAŽ. (6.3) 





(6.2) 何以 称 为 球面 公理 马上 就 会 明白 , 但 是 把 “ 双 曲 "一 词 与 (6.3) 联系 起 来, 虽然 
是 标准 的 做 法 , AIH ROME, 
在 (6.2) 的 情况 下 , 如 果 假设 直线 有 无 穷 长 度 , 萨 开 里 确实 能 够 得 出 一 个 矛盾 
如 果 放弃 这 个 要 求 , 我 们 就 会 得 到 一 种 非 欧 几何 , 称 为 球面 几何 . 这 是 下 节 的 
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Lu I i 


tT} 
cS 部 


























在 (6.3) 的 情况 下 , 萨 开 里 和 他 以 后 的 数学 家 可 以 导出 很 奇怪 的 结论 , 但 是 无 


@ Girolamo Saccheri, 1667—1733, 意大利 数学 家 . 译 者 注 
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40 第 6 章 


非 欧 几 何 学 * 





欧 几何 , 称 为 双 曲 几何 . 在 由 (6.2) 与 (6.3) 得 
了 多 得 多 的 秘密 , 而 
一 步 说 , TERA 











几何 . 
6.1.2 ” 非 欧 几何 的 一 些 事实 
我 们 先 来 看 一 看 这 些 新 几何 学 与 欧 氏 几何 有 什么 不 同 . 欧 氏 几何 的 一 个 非常 为 


人 熟知 的 定理 说 , 在 和 有 


从 

















ARITE. 我 们 现在 知道 了 , 这 是 1 



































重要 得 





多: 它 在 许多 现代 在 
Fh 意义 《这 一 点 下 面 还 要 讨论 .) 下 , 双 





于 (6.3) 





É 
D 
O 








的 两 种 非 
完 领 域 







































































图 6-1b 就 可 以 看 








E 意 三 角形 7 中 , 恒 有 


(T 的 内 角 和 ) = x. 














全 出 了 另外 一 种 可 以 自圆其说 的 非 
网 几何 中 , 双 曲 几何 蕴涵 
中 是 必 不 可 少 的 工具 . 进 
| 几何 包括 了 欧 氏 几 何 与 球面 











,这 个 结果 实际 上 等 价 于 平行 线 公 理 . 由 此 可 知 , 在 非 欧 几 何 


中 , 三 角形 的 内 角 和 不 等 于 x. 为 了 量度 这 个 差别 , 我 们 引入 所 谓 的 角 盈 E: 
E(T) = (THA AAD) — x. 


BoP 


角形 , 测 


























E, DOC ER J Ley ait EB fA Zt Hy SOR A 
注意 , 与 平行 线 公 理 原来 的 表述 不 同 , 这 个 








命题 





可 以 















































=n 
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(6.3) 的 利 


他 们 还 都 进 











P 么 它 与 欧 氏 几 
我 人 























。 在 双 

















门 现 在 从 物理 学 回 
Fh 种 推论 , 独立 地 发 现 了 两 种 从 相反 方向 偏离 
。 在 球面 几何 中 , 内 角 和 大 了 


Fx:E>0. 


1 几何 中 , 内 角 和 小 于 


可 的 偏离 





量 它 的 角 , 看 加 起 来 是 否 为 n. 高 斯 是 第 
空间 的 人 , 他 甚至 企图 
为 其 边 . 但 是 在 人 
,并 不 断言 物理 


做 上 述 实验 ， 
的 实验 装置 所 
空间 的 构造 肯定 


AB BS 


Het? 


i=} 





RE 


也 极为 微小 . 


个 想到 
H 3 个 小 山头 作为 三 角形 
许 的 精度 内 , 他 发 现 E = 


















































说 ， 


EIT) 简单 地 正比 于 三 角形 T 的 面积 A(T): €(T) =kA(T), k” 


而 发 现 一 个 惊人 的 寻 


到 数学 . 








高 





斯 和 兰 伯 特 ”都 











Fré <0. 
ESK, Bl EIT) 完 





LZ» 


























S 





是 一 个 常数 , 在 球面 几何 中 为 正 , 在 双 曲 几何 中 为 负 . 
有 好 几 件 有 趣 的 事 都 与 这 个 结果 有 关 





这 
中 


。 视 正 
的 





© Johann Heinrich Lambert, 1728—1777, 生 
和 寺 定 意义 的 常数 , 为 有 所 





© 此 处 


的 k 是 一 个 有 











数 之 值 不 同 , 会 有 无 穷 多 种 不 同 
区 别 . 类 似 于 此 , 每 个 不 同 的 负 值 k 


欧 氏 几何 的 , 而 是 说 , 如 果 它 不 


纯粹 的 逻辑 


Kk EG JL fay 


用 实验 来 检验 : 做 一 个 三 
I 物理 空间 可 能 不 是 欧 氏 





的 顶点 ， 
0. 然而 


是 








而 用 光线 作 
高 斯 十 分 正 
欧 氏 几何 的 ， 














得 
可 


出 了 (6.2) 和 
的 非 欧 几何 学 : 





3 形 的 面积 决定 . 更 确切 些 


(6.4) 








HERH 
给 出 不 同 的 双 

















E| 








于 法 国 逝 于 德 

















几何 学 , 虽然 它们 并 无 定性 
曲 儿 何 . 


的 数学 家 . 一 一 译 者 注 




















Day, 这 里 遵循 











原 书 使 用 正 


体 . 


编者 注 





6.1 引 





e fA 





没有 一 个 三 角形 面积 会 大 于 [x/k]. 











同 的 三 人 
与 上 一 点 密切 相 














在 非 欧 儿 何 中 没有 相似 三 角形 
9 形 不 能 有 相等 的 角 . 
关 , FEAF 








何 中 , 我 们 可 以 定义 绝对 的 长 度 单位 为 内 角 
1 几何 中 , 可 定义 它 是 内 角 和 
较 目 然 的 方 沪 











类 似 地 , 在 双 

















er 


定义 绝对 长 度 单 位 的 一 个 























义 为 长 度 之 比 , 因 











是 








JE E 
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R 的 值 会 极其 














6.1.3 ”弯曲 曲面 上 的 几何 学 


本 书 一 开 

















台 就 讨论 过 复数 如 何在 开始 出 现时 遇 到 了 
了 具体 解释 后 终于 为 人 们 接受 . 非 欧 几何 的 故事 也 引 
高 斯 从 来 没有 公开 发 表 他 关于 非 





纯粹 的 ( 即 无量 纲 
位 是 长 度 的 平方 , 所 以 的 单位 是 1/( 长 度 
以 用 一 个 长 度 RR 写成: k= +(1/R?); 在 双 曲 几 
以 后 会 看 到 对 这 个 长 度 R 可 以 给 
9 形 越 小 就 越 难 与 欧 氏 三 角形 相 区 别 : 只 有 当 线 性 
大 的 分 数 倍 时 , 差别 才 变 得 明显 起 来 . 这 就 是 为 什么 高 
取 他 能 得 到 的 最 大 的 三 角形 ， 爱 因 斯 坦 的 理 
然 太 小 : 在 环绕 地 球 的 空间 中 引力 场 是 很 微弱 的 , 这 相应 
EK. 如 果 高 斯 能 在 


HE 


E 黑 洞 附近 


“Er 


欧 几 何 的 革命 性 思想 , 而 人 们 通常 把 这 个 功绩 


py 











RIS Tee 


是 





观 的 


























为 三 角形 内 角 和 不 能 为 负 , ET) > 一 z, 所 以 在 双 曲 几何 〈 此 时 k < 0) 中 
说 ! 这 是 因为 (6.4) 告诉 我 们 , 两 个 大 小 不 


欧 几 何 中 存在 有 绝对 的 长 度 单位 . 例如 , 在 球面 几 
和 为 1.017 的 等 边 三 角形 的 边 长 . 
为 0.997 的 等 边 三 角形 的 边 长 . 

是 利用 常数 k. K 
的 ) Be. 另 一 方面 , 面积 A 的 单 
单位 )?, 所 以 在 球面 几何 中 可 
可 中 则 为 k= —(1/R?). 我 们 


























为 角 的 弧度 值 定 














尺度 是 R 的 一 个 相当 


























斯 在 他 的 实验 中 要 选 




















论 解释 了 何以 高 




















斯 的 三 角形 仍 
F k 的 值 极其 渺小 ， 
况 就 大 为 不 同 了 ! 
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人 注目 


巨大 的 反对 , 而 在 对 它 给 




















LH 
uy 





地 与 此 相似 . 





归于 两 个 独立 发 现 双 曲 几何 的 人 : 一 是 鲍 耶 ”于 1832. 一 是 罗 巴 切 夫 斯 其 "于 1829. 























事实 上 , 双 曲 几何 通常 














在 促使 人 
发 现 , 对 于 双 





























来 说 , 只 要 知道 微分 几何 就 是 
米 发 现 了 , 存在 一 个 被 称 为 伪 球 的 





© Janos Bo 
© Niko 
te OFF 
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称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
深入 一 些 . 然而 , 在 他 们 得 到 发 现 后 的 几 十 年 间 , MNK 
巴 切 夫 斯 基 的 工作 也 遭 到 恶意 攻 计 . 
门 接受 非 欧 几何 方面 , 起 决定 性 的 人 物 是 贝尔 特 拉 米 * 他 在 1868 年 


1 几何 可 以 通过 微分 几何 给 出 具体 的 解释 . 对 于 现在 读 这 本 书 的 读者 














可 














斯 奇 ”. 








Co 








可 能 是 因 














MA 














用 微 积 





TJ 



































译 者 注 





的 思想 来 























yai, 1802—1860, 匈牙利 数学 家 . 一 一 译 者 注 
ai Ivanovich Lobachevsky, 1792 一 1856, 伟大 
J 线 论 》 很 早 就 有 中 文 译本 ; FHAHEE, 商务 印 


的 俄罗斯 数学 家 











@ Eugenio Beltrami, 1849—1900, 意大利 数学 家 . 





译 者 注 


为 他 的 研究 多 少 比 鲍 耶 更 
的 工作 完全 被 人 们 忽视 了 , 罗 


Bt 1928 年 出 版 . 罗 




















究 弯 曲 的 曲面 就 够 了 . 贝尔 特 拉 
面 , 见 图 6-2, 它 上 面 画 出 的 图 形 自 动 地 服从 双 








. 罗 :斯 基 的 一 本 基本 著 


斯 基 的 名 字 被 译 成 
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图 



































6-2 





曲 几何 的 法 则 ?. 从 心理 学 的 角度 来 看 , 贝尔 拉 特 拉 


米 的 伪 球 对 于 双 


























对 复数 理论 所 起 的 作用 一 样 . 
为 了 解释 这 名 话 的 意思 , 我 们 先 来 讨论 在 更 一 
般 的 曲面 , 如 图 6-3 那样 看 来 怪 怪 的 像 蔬菜 的 曲面 ” 


E, 怎样 “做 几何 ”. 在 这 种 曲面 上 和 有 


1 几何 的 作用 , 就 如 同 复 乎 面 曾经 






















































































究 儿 何 的 


思想 








本 质 上 来 自 高 斯 , 而 更 广泛 地 要 归功 于 黎 曼 . 

我 们 要 做 的 第 一 件 事 就 是 用 测 地 线 的 概念 来 
代替 直线 的 概念 . 正如 在 平坦 的 平面 上 直线 段 可 以 
定义 为 两 点 之 间 的 最 短路 径 一 样 , 在 弯曲 的 曲面 上 ， 


























连接 两 点 的 测 地 线段 也 可 以 (暂时 地 ) 定义 为 在 此 曲面 上 最 短 的 连接 路 径 . 举例 来 





说 , 如 果 你 

















是 一 只 





生活 在 
LATA Ag 














图 6-3 那样 的 曲面 上 的 蚂蚁 , 想 尽 可 能 快 ] 
1 地 线 走 . 图 上 还 画 出 了 连接 为 一 对 点 c 和 d 的 测 地 线 . 








地 




















7 (2 


c= 


图 6-3 








下 面 是 一 个 可 以 实际 做 
在 曲面 上 绷 紧 . 假设 这 根 线 很 容易 在 曲面 - 
径 尽 可 能 地 短 , 不 过 要 注意 , 在 cd 的 情况 , 我 们 就 必须 想象 这 根 线 在 
所 有 可 能 的 一 对 点 , 最 好 是 设想 曲面 有 相隔 极 薄 的 夹层 ， 





要 想 用 一 致 的 方法 来 处 理 


























线 就 放 在 夹层 里 . 
我 们 应 该 如 何 定义 这 种 几何 学 中 的 距离 , 现在 就 很 清楚 




















@ 这 显然 是 过 于 简化 而 低估 了 贝尔 特 拉 米 的 成 就 , 本 章 稍 后 , 我 们 会 看 到 贝尔 特 拉 米 究竟 做 了 什么 ! 


@ 欧洲 读者 可 能 以 为 这 是 幻想 
地 就 是 个 荫 芦 , 所 以 我 们 下] 














测 地 线段 的 简单 方法 : 取 一 根 线 连接 a 与 53 
上 滑动 , 线 上 的 张力 就 可 以 保证 所 得 的 路 


























1 面 内 侧 


a HEB b, 你 





把 它 














固定 . 
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的 蔬菜 , 而 美 








T: a, b 两 点 的 距离 就 





人 可 以 在 超市 里 买 到 这 种 蔬菜 ，( 对 我 国 
































就 说 葫芦 而 不 说 蔬菜 了 . 








译 者 注 ) 








一 一 译 者 广 
人 来 说 , 它 简单 
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是 连接 它们 的 测 地 线段 的 长 度 . 图 6-3 上 还 画 出 了 例如 怎样 定义 以 p 为 中 心 、r 为 











半径 的 圆周 , 











上 转 一 周 . 


Ys 2 
给 定 

















即 定义 它 是 
r 的 线 , 把 它 的 一 端 固定 在 pp 处 , 然后 〈 让 这 段 线 一 直 绷 


1 A 




















样 的 三 角 








F 3 个 点 , 我 们 


6.1.4 ”内 蕴 几 何 与 外 在 几何 


很 清楚 
而 曲面 在 空 
上 切 下 一 小 片 








, 正 是 曲面 的 
[ea] PB a 
包含 T 的 皮 . 
长 ! 现在 我 们 可 

































































种 无 拉 伸 的 弯 

















会 变 了 . 


另 一 方面 , 如 果 你 是 生活 
几何 实验 都 无 法 让 你 知 


(mr/2)、(r/6)、 


(x/3) 





A p 距离 为 7 的 点 的 轨迹 . 




















| 率 使 得 E(T,) 和 ET) 不 同 于 其 
的 形状 在 这 中 














在 萌 疡 皮 上 的 有 智慧 的 蚂蚁 , IEEE ih 



































| 率 管 





制 的 . 














的 纸 弯 成 右 方 两 个 























做 了 无 拉 人 
者 都 有 E= 























Q@ 你 能 把 一 个 矩形 弯 成 最 右 方 的 






































要 想 作 这 个 圆周 , 取 一 段 长 为 
EMKE) 拉 着 男 一 端 在 此 曲面 















































用 测 地 线 把 它们 联 成 三 角形 , 图 6-3 上 画 了 两 个 这 
形 : T, MT. WAKE T 的 3 个 内 角 . 很 明显 ET) > 0, 如 同 球面 几何 
中 的 三 角形 ; 而 E(T2) < 0, 如 同 双 曲 几 何 9 








的 三 角形 . 

















欧 几 里 得 值 5 = 0. 然 














不 起 作用 . 想 要 看 到 这 一 点 , 从 图 6-3 WEH 
AA a BZ eA SY, 把 它 轻微 这 一 
以 轻 轻 地 把 这 一 小 片 萌 芦 皮 弯 成 无 穷 多 种 稍 有 不 同 的 形状 : 由 于 这 
1, 戎 芦 皮 的 外 在 几何 变 了 . 例如 构成 五 的 边缘 的 空 


点 不 会 把 它 拉 


s 间 曲线 形状 就 























EF 做 的 任何 




















道 发 生 了 什么 变化 . 我 们 就 说 内 药 几 何 并 没有 改变 . 举例 来 
说 , Ty 的 边缘 曲线 仍然 是 曲面 上 的 最 短路 径 . 相应 于 此 2 之 值 不 受 无 拉 伸 弯 
影响 : E 是 受 内 强 (而 非 外 在 ) 

为 了 概括 这 个 事实 , 考虑 图 6-4. 左 方 是 一 片 平坦 的 纸 , 其 上 画 了 
的 三 角形 T. 当然 ET) = 0. 很 清楚 , 我 们 可 以 把 这 一 片 平坦 
1 面 ( 这 是 外 在 的 弯曲 )". 
二 者 都 平坦 得 如 一 个 煎饼 一 样 ! 它们 上 面 画 的 三 角形 (由 于 对 这 张 纸 
的 弯曲 , T 就 变 成 了 它们 ) 正 是 有 智慧 的 蚂蚁 用 测 地 线 构造 
O: 这 些 曲面 上 的 几何 学 仍 是 欧 氏 几何 . 























| 的 























个 三 顶 角 为 

















然而 , 内 强 地 来 说 , 这 些 曲面 完全 没 





























出 来 的 , 两 








面 吗 ? 
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6.1.5 ”高 斯 曲率 


高 斯 在 1827 年 发 表 了 一 篇 论文 , 对 于 内 蕴 和 外 在 几何 做 了 美丽 的 分 析 ”, 在 其 
中 , 高 斯 揭示 了 这 两 种 几何 中 存在 着 的 惊人 的 联系 . 我 们 在 这 里 只 能 以 最 一 般 的 形 
式 阔 述 他 的 某 些 最 重要 的 结论 . 关于 这 些 一 般 结果 的 解释 , 请 去 读 微 分 几何 的 专著 ， 
本 章 之 末 推 荐 了 一 些 文献 , 然而 懂得 非 欧 几何 又 只 需要 这 些 一 般 结 果 的 某 些 特例 ， 
对 它们 的 验证 散 见 于 本 章 之 中 . 

对 于 图 6-3 中 那样 的 曲面 , 很 明显 它 有 些 地 方 比 其 他 地 方 更 弯曲 . 而 且 , 弯曲 
的 类 型 也 因 地 而 异 . 为 了 把 曲面 在 一 点 p 处 的 弯曲 之 程度 (与 类 型 ) 加 以 量化 , 高 
斯 引入 了 一 个 量 k(p), 称 为 高 斯 曲率 ”, 它 的 定义 我 们 马上 就 来 讲 . kp) 的 量 值 越 
K, 曲面 在 p 点 就 越 弯曲 . k(p) 的 符号 则 定性 地 告诉 我 们 , 在 紧 接 着 p 的 邻 域 中 
面 是 什么 样子 . 见 图 6-5. Æ k(p) <0, W p 点 的 邻 域 像 一 个 马鞍 : 在 有 些 方向 上 向 
ESH, 而 在 男 一 些 方向 上 向 下 弯曲 . 若 k(p) > 0, 则 它 在 各 个 方向 上 都 同样 地 弯 
1, 像 一 片 球面 . 



















































































































































































图 6-5 














我 们 马上 就 要 说 明 , 我 们 现在 用 k 表示 高 斯 曲率 , 又 在 前 面 用 相同 的 记号 表示 
(6.4) 中 的 常数 , 这 决 非 侦 然 它们 原 是 同样 的 东西 ! 

高 斯 原来 是 这 样 定义 k(p) 的 . 做 一 个 平面 I 使 它 包 含 曲面 在 p 点 的 法 向 量 
n, WÈ k 为 开 与 此 曲面 相交 而 成 的 曲线 在 p 点 的 《有 符号 的 ) 曲率 . A 之 符号 视 
| 率 中 心 是 在 n 方向 还 是 -n 方向 而 定 . 当 TL 绕 着 n 旋转 时 , « 的 最 小 值 emin 与 
最 大 值 cmax 称 为 主 曲率 . [附带 说 一 下 , 欧 拉 在 这 以 前 就 有 了 一 个 重要 发 现 , 即 主 
| 率 产生 在 两 个 互相 垂直 方向 上 .] 高 斯 定义 下 为 主 曲 率 之 积 : 





































































































k= Kmin fmax - 


注意 , 这 个 定义 用 到 了 曲面 在 空间 中 的 精确 形状 〈 因 而 属于 外 在 几何 ) . 然而 





















































® 此 文 标题 是 “Disqusitiones generales circa su perficies earves”( 关 于 曲面 的 一 般 研 究 ) . 原文 是 拉丁 
文 的 . 文献 目录 中 的 Gauss [1827] 是 其 英 译本 . 但 近年 有 一 个 很 好 读 的 英 译本 , 见 P. Dambrowski， 
“150 Years After Gauss’ Disquitiones” Asterisque. Vol 62 (1979). 这 篇 文章 的 中 译文 可 以 在 
《数学 译 林 》 杂 志 2008 年 1、2 期 中 找到 . 译 者 注 
© KARHE, 全 曲率 , 或 者 干脆 就 说 是 曲率 . (这 里 用 正体 k 表示 , 以 示 区 别 . 一 一 编者 注 ) 
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高 斯 在 上 面 说 的 文章 (Gauss [1827 中 向 前 推进 得 出 一 个 惊人 发 现 , 就 是 k(p) 实 
际 上 度量 了 曲面 的 内 裂 曲 率 , 就 是 说 , 在 弯曲 之 下 不 变 ! 高 斯 确实 有 理由 为 这 一 结 
果 骄 傲 , 并 称 它 为 Theorema Egregium (绝妙 定理 ). 作为 这 个 结果 的 一 个 例子 , 你 
可 以 可 视 化 地 使 自己 信服 , 在 图 6-4 的 那 几 个 本 质 为 平坦 的 曲面 上 , k= 0. 

k 的 本 质 含义 展现 在 下 述 的 基本 结果 中 : BA 是 位 于 p 点 的 无 穷 小 三 角形 , 其 
面积 为 dA, 则 















































































































































E(A) =k(p)dA. (6.5) 


既然 E(A) 与 dA 都 是 定义 在 内 蕴 儿 何 中 的 , k = (E/dA) 当然 也 是 . 我 们 在 这 里 表 
次 请 你 读 一 读 微分 儿 何 的 专著 , 去 看 一 下 (6.5) 的 证 明 . 

由 (6.5) 可 知 [见习 题 1], 对 于 非 无 穷 小 的 三 角形 T, 只 要 把 高 斯 曲率 在 T W 
内 域 加 起 来 ( 即 进行 积分 ) , EATS T HAR: 


E(T) = | k(p) dA. (6.6) 










































































我 们 下 面 就 要 解释 , 贝尔 特 拉 米 认识 到 , 微分 几何 的 这 个 可 爱 的 结果 已 经 引导 我 们 
非常 接近 于 非 欧 几何 的 具体 解释 了 . 


6.1.6 HHA 


考虑 一 个 k(p) 在 各 点 p 上 均 取 相同 值 的 曲面 , 我 们 称 这 曲面 为 常 曲率 曲面 . 例 
如 , 平面 就 是 一 个 常 曲 率 k = 0 的 曲面 , 图 6-4 中 其 他 曲面 也 是 k = 0 的 第 曲率 昌 
面 ; 球面 则 是 一 个 具有 和 常 正 曲 京 的 曲面 之 例 (但 不 是 唯一 的 常 正 曲率 曲面 ) ; 图 6-2 
中 的 伪 球 则 是 具有 常 负 曲率 曲面 之 例 〈 也 非 唯一 的 ) . 

在 常 曲率 曲面 的 情况 下 《也 只 有 在 此 情况 下 ) ，(6.6) 成 为 
















































































































































































E(T)=k | dA =kA(T). 











E 是 非 欧 几何 的 基本 公式 (6.4)! 于 是 , 正如 贝尔 特 拉 米 已 经 看 到 的 那样 ， 





be 


欧 氏 几何 、 球 面 几 何 和 双 曲 几何 都 可 以 具体 解释 为 具有 零 、 正 或 负 常 
曲率 的 曲面 之 内 蕴 几 何 学 . 





























图 6-6 用 各 种 类 型 的 最 简单 的 曲面 说 明了 这 一 点 . 作为 额外 的 奖励 , 回忆 一 下 , 我 
们 以 前 曾 通过 写 出 k = 士 (L/R2) 而 对 各 种 非 欧 几 何 都 赋予 了 一 个 绝对 的 长 度 单位 
R. 我 们 得 到 的 奖励 就 是 , 这 个 R 现在 有 了 生动 的 含义 : 在 球面 几何 中 , R 只 不 过 就 
是 球面 的 半径 ; 对 于 双 曲 几何 , 它 就 是 伪 球 的 圆周 底 边 的 半径 〈 称 为 伪 球 的 半径 ) . 
对 这 两 种 解释 , 我 们 在 下 面 还 要 加 以 论证 . 
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k=0 k>0 k<0 
欧 氏 几何 球面 几何 双 曲 几何 
图 6-6 
重新 考虑 一 下 第 1 章 末 的 讨论 , 就 可 以 更 直观 地 理解 常 曲率 的 要 求 . 在 第 1 章 
AR, 我 们 已 看 见 欧 氏 几何 的 中 心思 想 就 是 平面 上 的 运动 群 : 运动 就 是 保持 每 一 对 点 



































的 距离 的 一 一 映射 . 例如 , 两 个 图 形 是 全 等 的 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 运动 使 前 一 图 形 
与 后 一 图 形 重 合 . 为 使 这 个 相等 性 的 基本 观念 可 以 用 于 非 欧 几何 , 我 们 要 求 曲 面 也 
容许 有 类 似 的 运动 群 . 如 果 我 们 在 图 6-3 的 戎 芦 表 面 上 取 一 个 三 角形 , 很 显然 不 可 
能 把 它 滑动 到 一 个 新 位 置 而 仍旧 与 曲面 紧 贴 , 这 是 因为 曲面 在 新 位 置 上 弯曲 的 方式 
不 同 : 曲率 的 变化 是 对 于 运动 的 障碍 . 

可 以 求助 于 (6.5) 把 这 个 直观 的 解释 弄 清楚 . 然而 我 们 想 首 先 消除 一 个 可 能 的 
混淆. 图 6-6 左 方 平坦 平面 上 的 三 角形 显然 可 以 自由 地 滑动 和 旋转 , 但 是 图 6-4 上 
那些 (外 在 地 ) 弯曲 的 曲面 上 的 三 角形 又 如 何 呢 ? 这 些 曲面 毕竟 内 在 仍 是 平坦 的 ， 
而 贝尔 特 拉 米 希望 我 们 相信 , 对 于 研究 欧 氏 几何 , 它们 和 平面 是 一 样 地 好 . 如 果 我 
们 想象 这 些 三 角形 是 完全 刚性 的 , 那 就 很 清楚 , 如 果 把 这 些 三 角形 移 到 曲面 其 他 处 ， 
它们 就 不 再 能 紧 贴 曲面 了 . 但 是 如 果 这 些 三 角形 是 从 普通 的 纸 (可 以 弯曲 但 不 能 拉 
伸 ) 上 剪 下 来 的 , 它们 确实 能 够 自由 地 滑动 与 旋转 , 总 是 能 够 完全 地 紧 贴 着 曲面 , 这 
一 类 运动 才 是 我 们 要 与 之 打交道 的 . 

为 了 弄 清 楚 曲 率 与 运动 的 存在 性 之 间 的 联系 , 考虑 处 的 无 穷 小 〈 可 弯曲 但 不 
可 拉 伸 的 ) 三 角形 . 如 果 其 和 角 备 是 2 而 面积 为 d4, (6.5) 告诉 我 们 曲面 在 p 点 的 高 
MEKE k(p) = (E/dA). 现在 设 有 一 个 运动 将 此 三 角形 移 到 曲面 的 g 点 处 . 为 了 使 
它 在 5 点 仍 能 紧 贴 曲面 , 可 能 需要 将 它 多 弯曲 一 点 , 但 是 因为 不 许可 将 它 拉 伸 , 所 
以 E 和 dA 之 值 就 不 会 改变 . OPE K(q) =(E/dA) = k(p), 而 此 曲面 必须 具有 常 曲率 . 

最 后 , 回 到 图 6-6 所 示 的 球面 和 双 曲 几何 的 特定 的 模型 . 很 明显 , 球面 上 的 三 
角形 可 以 自由 地 滑动 与 旋转 . 事实 上 , 在 球面 上 和 在 平面 上 一 样 , 根本 无 须 弯曲 , 因 
为 球面 不 论 是 内 药 曲 率 还 是 外 在 曲率 都 是 常 值 . 

至 于 伪 球 面 上 的 双 曲 几何 又 如 何 ? 肯定 远 非 如 此 显然 , 但 是 伪 球 面具 有 常 曲率 
将 可 以 保证 那个 可 弯曲 但 不 可 拉 伸 的 三 角形 能 够 自由 地 滑动 和 旋转 [这 一 事实 将 在 
后 面 证 明 ], 而 且 总 是 完全 地 紧 贴 着 曲面 . 习题 15 说 明 , 可 以 自己 做 一 个 伪 球 面 , 一 
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旦 做 好 了 , 你 就 可 以 用 实验 来 验证 我 们 宣布 的 这 个 惊人 事实 了 . 
6.1.7 与 默 比 乌 斯 变换 的 联系 


正如 我 们 在 第 1 章 中 已 确定 的 那样 , 如 果 把 欧 氏 平面 与 复 平 面 C 等 同 起 来 , 则 
其 上 的 运动 (和 相似 ) 都 可 由 特别 简单 的 默 比 乌 斯 变换 M(z) = az + 来 表示 . 我 
们 想 在 本 章 里 解释 的 主要 奇迹 之 一 是 , 球面 几何 与 双 曲 几何 中 的 运动 也 是 默 比 乌 斯 
变换 ! 

球面 上 的 最 一 般 的 〈 保 向 ) 运动 就 是 绕 球 心 的 旋转 . 把 球面 映 到 C 上 的 球 极 射 
影 是 球面 的 一 个 共 形 映射 , 而 球面 的 旋转 则 成 为 作用 在 此 映射 象 ( 即 C) 上 的 复 函 
数 . 我 们 在 第 3 章 中 已 经 代数 地 证 明了 , 这 些 函 数 就 是 以 下 形状 的 默 比 乌 斯 变换 : 


az+b 
































































































































M(z) = Fee 
这 首先 是 由 高 斯 在 1819 年 左右 发 现 的 . 我 们 将 在 下 一 节 用 更 有 启发 性 的 方式 重新 
导出 它 , 还 要 探讨 它 与 哈密 顿 的 “四 元 数 ” 的 关系 . 
按照 同样 的 模式 , 也 能 构造 由 伪 球 面 到 C 内 的 共 形 映射 , 从 而 把 伪 球 面 上 的 运 
动 也 变 成 C 上 的 复 函 数 . 这 种 共 形 映射 有 好 几 个 , 最 为 方便 的 , 一 是 映射 伪 球 到 单 
位 圆 盘 内 . 双 曲 几何 中 的 运动 于 是 成 了 圆 盘 映射 的 默 比 乌 斯 自 同 构 : 
M(z) = oer r 
bz +a 
















































































INFRE TIE, 见 Poincaré [1882]. 

所 有 这 三 种 二 维 几何 学 中 的 运动 都 是 由 特殊 的 默 比 乌 斯 变换 来 表示 的 , 这 已 经 
像 是 魔术 了 , 但 还 不 止 于 此 ! 我 们 在 第 3 章 中 已 经 看 到 , 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 

az+b 

MUS cz+d 
在 物理 学 中 有 深刻 的 含义 : 它 相 应 于 时 - 空 的 最 一 般 的 洛 仑 效 变换 . 它 在 非 欧 几何 
中 也 有 深意 吗 ? 我 们 将 在 本 章 末 解释 , 庞 加 莱 有 一 个 惊人 发 现 , 即 默 比 乌 斯 变换 代 
表 三 维 双 曲 空间 中 最 一 般 的 ( 保 向 ) 运动 , 见 Poincaré [1883]. 











































































































6.2 球面 几何 


6.2.1 KHL ARHAB 
球面 上 的 测 地 线 是 大 圆 , 即 过 球 心 的 平面 与 该 球面 的 交 线 . 所 以 , 如 果 你 是 生 
活 在 球面 上 的 蚂蚁 , 这 些 大 圆 就 是 你 称 之 为 “直线 ”的 东西 . 













































































© Jules Henri Poincaré, 1854—1912, 伟大 的 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 











248 第 6 章 非 欧 几 何 学 * 





6-7a 画 出 了 一 个 半径 为 R 的 球面 上 , 用 这 种 “直线 ”连接 其 3 个 点 所 成 的 
一 般 三 角形 T. 不 必 诉 诸 (6.6), 那 是 微分 几何 中 的 一 个 深刻 结果 , 我 们 直接 证 明 角 
fil. E(T) 服从 (6.4), 而 且 常数 k 确实 就 是 高 斯 曲率 : k= (1/R?). 通常 把 下 面 漂亮 的 


论证 归功 于 欧 拉 ， 





























事实 上 它 在 1603 年 即 由 哈里 奥 特 "发 现 了 . 











延长 了 之 各 边 将 球面 分 成 8 个 三 角形 , PERA T , Ta, To, Ty 的 4 个 各 有 
一 个 与 之 全 等 的 对 径 三 角形 . 在 图 6-7b 上 看 得 更 清楚 . 因为 球面 面积 是 4rR2, 我 


门 得 出 




















OK 


类 似 于 此 ， 


三 式 相 加 即 有 




















MEZ, 



































A(T) + A(Ta) + A(Tg) + A(T) = 20 R?. (6.7) 


图 6-7b 又 看 到 , T 与 和 共同 构成 一 个 攀 形 , 它 的 面积 是 整个 球面 面积 的 (a/27) 


A(T) + A(T) = 2a RÈ. 


A(T) + A(T) = 28R?, 
A(T) + A(T) = 27R?. 








(6.8) 减 去 (6.7) BUA 


A(T) = (a+ 8+7- 1) R’. 


E(T) =kA(T), Bt k= (1/R*)， (6.9) 


这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 . 





® Thomas Harriot, 1560—1621, 英国 数学 家 和 天 文学 家 . 一 一 译 者 注 











到 直线 时 
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6.2.2 ”球面 上 的 运动 : 空间 旋转 和 反射 
为 了 理解 球面 上 的 运动 〈 即 保持 距离 的 一 一 映射 ) , 就 要 先 弄 清 “ 距 离 ” 的 概 
念 . 大 球面 上 两 点 a 与 不 是 对 径 点 , 则 存在 唯一 的 球面 上 的 直线 ( 即 大 圆 , 下 面 说 



































AWE 


看 到 , 平面 上 的 运动 唯 
a',b', cd 之 距 
也 为 真 ( 并 


个 反射 可 


Ma 
径 点 , 不 




















我 们 现在 就 可 以 

















E 离 与 P F] 
说 明 其 理 | 


在 球面 




















De 


















































这 就 使 球面 上 的 运动 也 分 成 两 类 
和 平面 





























以 想象 为 对 含 工 的 
其 中 男 出 了 所 画 的 球面 三 角 



































WA) L 的 距离 为 d, P 
论 从 a 让 到 哪 一 个 交点 都 会 得 到 

















EZRA EL a,b,c 决定 : 









































形 的 正 角 如 何在 R, 下 反 转 了 方向 


如 果 你 是 一 只 生活 在 球面 上 的 有 智 下 











6-8 





























现在 转 到 保 问 运动 . 球面 对 过 其 中 心 








显 的 例子 . 然而 说 这 种 旋转 是 仅 有 的 保 
它 . 为 了 避免 在 描述 旋转 时 产 
一 个 旋转 轴 等 价 于 在 给 出 球面 的 同时 就 指定 此 轴 





向 





cA 




















都 是 这 个 意义 ) 工 通过 这 两 点 , 工 被 这 两 点 分 为 长 度 不 等 的 两 个 弧 . 这 两 
E 离 现在 即 可 定义 为 较 短 的 那 段 弧 的 长 度 . 但 若 这 两 点 是 对 径 点 , 由 
a 的 直线 都 自 





| 每 一 条 过 


动 地 通过 b, 这 两 点 的 距离 就 是 连接 它们 的 任意 半 个 大 圆 弧 之 长 rR. 
E E 1 章 末 欧 氏 几 何 情况 下 关于 运动 的 论证 . 在 那里 我 们 
一 地 由 任意 3 个 非 
a, b, c WIZE RANE 





P 点 之 象 就 是 到 





的 唯一 点 P. 请 验证 这 个 结果 在 球面 上 





上 也 和 在 平面 上 一 样 , 可 以 无 矛盾 地 对 每 个 角 赋 以 方向 , 就 是 从 球面 外 
域 去 看 一 个 角 的 方向 , 若 为 逆 时 针 方向 就 规定 此 方向 为 正 的 . 和 平 


面 上 的 情况 一 样 ， 





: 保 向 〈 共 形 ) 的 运动 和 反 向 (反共 形 ) 的 运动 . 
的 情况 一 样 , 球面 上 最 简单 的 反 向 运动 也 是 对 直线 工 的 反射 Re. 这 
F 面 工 之 空间 的 反射 Jr 在 球面 上 的 限制 . 见 图 6-8a 








的 蝎 蚁 , 则 上 面 用 Rr 的 限制 来 构造 Re 
的 做 法 对 于 你 是 没有 意义 的 .然而 , 仅 用 球面 本 身 从 本 质 上 重新 表述 Re 也 不 难 . 
见 图 6-8b. 要 求 出 a 点 对 工 的 反射 , 先 过 a 点 做 


























直线 M 5 LER’. 如 果 沿 着 





























EMG d i 


运动 束 不 那么 明显 
EBM, 我 们 引入 以 下 的 标准 规定 .首先 注意 , M 


i 到 了 Ri(a). M 5 LX 
同一 个 反射 象 Rr(a). 

的 某 个 轴 V 的 旋转 是 保 
了 ,我 
































© 如 果 把 L 看 成 赤道 , 当 a AF 











极 或 北极 , 就 有 无 穷 多 个 这 样 的 M, 任 








际 上 交 于 两 个 对 


向 运动 的 一 个 明 
们 马上 就 来 证 明 
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所 在 的 直线 与 球面 的 两 个 对 径 交 























HH 





一 即 可 . 
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点 之 一 〈 设 为 了 或 9,p 点 画 在 图 6-9 E, q 点 没有 标 出 ) . 现在 取 其 一 (例如 取 
D), 设 此 旋转 对 于 从 p 发 出 的 小 直线 段 的 效果 是 使 之 有 一 个 下 的 旋转 角 0 回 
忆 一 下 , 这 句 话 的 意思 就 是 , 从 球 的 外 域 看 来 , 它 逆 时 针 旋 转 了 正 角 9. 这 时 可 以 无 
靶 义 地 描述 这 个 旋转 是 “ 绕 p 旋转 了 正 角 0”, 见 图 6-9b, 我 们 记 此 旋转 为 RI. 请 
自行 验证 R = RZ’. 

我 们 在 第 1 章 看 到 , 平面 上 每 一 个 保 向 运动 都 是 两 个 对 于 直线 的 反射 的 复合 : 
否 两 条 反射 直线 相交 就 得 出 旋转 , 平行 就 得 出 平移 . 我 们 会 看 到 , 在 球面 上 也 有 类 
似 情况 发 生 , 但 是 因为 球面 上 任意 两 条 直线 〈 即 大 圆 ) 都 相交 , 所 以 两 个 反射 的 复 
合 总 是 旋转 一 一 球面 上 没有 平移 的 类 似 物 . 

图 6-9a 画 出 了 空间 的 两 个 反射 的 复合 (Rn, o Rm,)， 这 里 , 平面 Th 与 He 的 
交 线 即 向 量 v, 而 由 Thy 到 Tz 的 角 是 (0/2). 把 我 们 的 注意 力 限制 在 任何 一 个 与 
(Rn, oRn,) 垂直 的 (有 阴影 的 ) 平 面 上 , 则 由 (Rr Ro) 在 此 阴影 平面 诱导 出 的 变 
换 是 (Ri, Ri, ), HH, A ly 分 别 是 Ti A Ty 与 此 阴影 平面 的 交 线 . 因为 (Ri, oR,) 
就 是 阴影 平面 上 绕 和 ly 之 交点 旋转 一 个 角 9, 现在 就 明白 了 , (Rn, o Rm) 就 是 


空间 中 绕 v 旋转 一 个 角 4. 
v 
<v 
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[al 
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图 6-9 
6-9b 是 把 这 个 思想 翻译 成 了 球面 的 语言 . 如 果 Hi 和 Is 均 过 球 心 , 而 且 与 
球面 相交 的 直线 ( 即 大 圆 ) 为 L 和 Lo, W 
Rr, O Rr, = RS : 

















REZ, 
球面 绕 其 上 一 点 卫 旋 转 一 个 角 9 的 旋转 R9 可 以 表示 为 对 任意 
两 条 过 p 且 成 角 (0/2) 的 球面 直线 的 反射 的 复合 . 
注意 , 恰好 有 一 条 直线 PRR 映 为 其 自身 . 如 果 我 们 在 P 上 取 一 个 方向 使 
之 与 此 旋转 一 致 ( 见 图 6-9b) , 则 我 们 在 球面 上 有 向 直线 与 点 之 间 建 立 了 一 个 一 一 


(6.10) 










































































6.2 球面 几何 251 





在 平面 情况 , 我 们 曾 用 与 (6.10) 类 似 的 结果 来 证 明 : 两 个 绕 不 同 点 的 旋转 的 复 
合 ，( 一 般 地 ) 等 价 于 绕 某 第 三 个 点 的 单个 旋转 , 然而 也 有 例外 , 两 个 旋转 可 能 复合 
成 为 一 个 平移 . 至 于 球面 , 你 可 能 会 猜想 到 , 是 没有 例外 的 : 
球面 上 任意 两 个 旋转 的 复合 都 等 价 于 单个 旋转 . 这 样 , 球面 上 的 
旋转 之 集合 成 为 一 个 群 . 


图 6-10a 表明 了 怎样 用 平面 情况 的 论证 方法 来 证 明 这 一 点 . 为 了 求 出 (RG ORY) 的 
总 效应 , 如 图 做 直线 L, M,N. 这 样 


R o RÍ = (Rn o Rm) o (Rmo Rr) = Ry oR, = RY. 
这 个 将 空间 旋转 复合 起 来 的 美丽 的 几何 方法 是 罗 德 里 格 斯 在 1840 年 发 现 的 . 


注意 , 在 平面 情况 下 , 旋转 和 旋转 p 复合 后 净 旋 转 量 就 是 和 (0 十 e), THER 
面 情况 下 则 有 更 复杂 的 法 则 . AA 6-10a 上 的 白色 球面 三 角形 的 面积 是 A, 而 k = 
(1/R?) 是 球面 的 高 斯 曲率 , 则 角 鳃 公式 给 出 
































(6.11) 

































































































































































WV=0+9—2kA. 





图 6-10 









































我 们 现在 就 可 以 完成 球面 上 运动 的 分 类 了 . 前 面 已 经 说 过 , 恰好 有 一 个 球面 运 
动 把 一 个 已 给 的 球面 三 角形 abe 变 为 一 个 与 之 全 等 的 给 定 的 象 三 角形 . 图 6-10b 可 
以 帮助 我 们 把 这 个 结果 精确 化 . 利用 平面 情况 上 用 过 的 同样 逻辑 推理 , 可 知 [练习 ] 

恰 有 一 个 保 向 运动 M ( 和 恰 有 一 个 反 向 运动 M ) 把 一 个 直线 段 

ab 映 为 另 一 个 同样 长 度 的 直线 段 db. 进一步 还 有 M=(RLoM), (6.12) 

这 里 工 是 过 a FU HAR. 

6-10b 还 告诉 我 们 怎样 构造 M. 过 a 和 a’ 做 一 直线 P, 令 其 极点 为 p. 很 
清楚 , 只 要 取 适 当 的 0, RE 就 会 把 直线 段 ad 沿 P 映 为 一 段 由 a 发 出 的 与 ab 等 长 
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的 直线 段 . 再 绕 a! 做 一 个 适当 旋转 RE, 即 可 最 终 得 到 ab. 这 样 M = (R$, oR8) , 
而 由 (6.11), 它 等 价 于 单个 旋转 . 把 这 一 点 与 (6.12) 结合 起 来 , XA 


球面 上 每 个 保 向 运动 都 是 一 个 旋转 , 而 每 个 反 向 运动 都 是 一 个 
旋转 和 一 个 反射 的 复合 . 


作为 对 这 个 结果 (以 及 你 对 此 结果 的 掌握 程度 ) 的 简单 测验 , 请 考虑 对 径 映 射 ， 
即 把 球面 上 每 个 点 映 为 其 对 径 点 的 映射 . 显然 这 是 一 个 运动 , 它 是 否 与 上 述 结果 
致 ? 

6.2.3 ”球面 上 的 一 个 共 形 映射 

球面 只 是 为 所 谓 球 面 几何 提供 了 一 个 特别 简单 的 模型 . 明定 "在 1839 ERIL, 
任何 一 个 具有 常 ” 正 高 斯 曲率 k= (1/R?) 的 曲面 都 与 半径 为 R 的 球面 有 同样 的 内 
AJLI. 把 一 个 乒乓 球 剖 为 两 半 , 取 其 中 一 个 半球 面 并 轻 轻 地 把 它 揉 弯 曲 , 就 可 以 
得 到 无 穷 多 个 内 看 几何 与 原来 的 球面 完全 相同 的 曲面 . 

6-11 表明 , 哪怕 仅 限 于 旋转 曲面 , 球面 也 不 是 唯一 的 具有 常 正 曲率 的 曲面 . 
尽管 它们 看 起 来 完全 不 像 球 面 , 生活 在 一 个 这 样 的 曲面 上 的 有 智慧 的 蚂蚁 , 如 果 不 
YE EME BIA LE, 是 不 会 知道 它 其 实 并 不 是 生活 在 球面 上 的 . 这 个 说 法 几乎 是 对 的 ， 
但 是 说 到 头 , 这 只 蚂蚁 还 是 可 能 发 现 这 个 曲面 在 有 些 点 上 并 不 光滑 , 或 者 它 还 可 能 
从 边缘 上 掉 下 去 了 , 因此 , 它 并 不 生活 在 球面 上 . 1899 年 利 伯 曼 证 明了 , 如 果 一 个 
常 正 曲率 面 没 有 这 些 缺 陷 , 它 就 只 能 是 一 个 球面 . 



































(6.13) 









































































































































































































































































































































Al 6-11 
球面 还 有 一 个 优点 , 就 是 可 以 看 得 很 清楚 , 它 的 内 缠 儿 何 容 许 有 运动 群 .而 在 
图 6-11 所 示 的 曲面 上 肯定 看 不 清楚 , 一 个 图 形 是 否 可 以 在 其 上 自由 地 移动 和 旋转 
而 不 会 有 拉 伸 . 然而 , 前 面 的 讨论 也 说 明 , 曲面 在 空间 中 的 真正 的 形状 只 是 让 人 分 
心 , 所 以 最 好 是 有 一 个 比较 抽象 的 模型 来 概括 所 有 可 能 的 具有 同样 内 部 几何 的 曲面 


@® Ernest Ferdinand Adolf Minding, 1806—1885, 德国 数学 家 . 译 者 注 
D 如 果 曲 率 不 是 常数 , 两 个 曲面 可 能 在 对 应 点 有 相等 曲率 , 但 内 蕴 几 何不 同 . 































































































































































































6.2 球面 几何 253 





的 实质 . 





所 谓 “ 实 质 ", 我 们 是 指 关 于 其 上 任意 两 点 的 距离 的 知识 ， 


































































































角度 也 可 以 类 似 地 定义 [练习 ]. 





只 需要 这 种 知识 , WERE SALT. 事实 上 , 只 要 有 
FIZ MU at AL A T 注意 , 这 一 点 是 微分 几何 的 最 基本 的 洞察 . 有 了 这 个 法 则 , 我 
门 可 以 把 任意 曲线 的 长 度 定义 为 把 它 分 成 无 穷 小 线段 后 距离 的 无 穷 和 《〈 即 积分 ) . 
结果 是 , 我 们 可 以 确定 这 种 儿 何 中 的 “直线 ”, 就 是 由 一 点 到 另 一 点 的 最 短 的 路 径 . 

















因为 这 种 知识 , 而 且 
了 两 个 相 邻 点 的 无 穷 小 距离 























这 就 导出 可 以 包括 任意 弯曲 曲面 S (不 一 定 要 有 常 曲率 ) 的 实质 的 总 策略 : 为 











了 避免 为 曲面 在 空间 的 形状 分 心 , 我 们 在 一 张 平坦 的 纸 上 画 上 























H 5 的 地 图 (地 理学 





意义 下 的 地 图 ). 这 就 是 要 建立 S 上 之 点 与 平面 (设想 为 复 平 面 ) 上 的 点 z 之 间 


的 一 一 对 应 . 



























































于 dz 的 长 度 ds, WEW dz =e'?ds, WA 
dé = A(z, ¢)ds. 











按 此 公式 , A(z, p) 就 是 : 我 们 需要 把 地 图 上 

















位 于 


现在 考虑 将 S 上 两 个 相 邻 的 点 2 和 4 隔 开 的 距离 ds. 在 地 图 
用 > 与 4=z+dz 来 表示 , 有 MR) 距离 ds = |dz| 把 它们 隔 开 . 
个 法 则 , 并 由 地 图 上 表 观 的 间隔 ds 算出 其 在 S 上 的 真正 的 间隔 ds, 则 我 们 (在原 
ME 就 已 经 知道 了 关于 S 的 内 列 几 何 所 需要 知道 的 一 切 . 
用 ds KH ds 的 法 则 称 为 “度量 ”. 一 般 说 来 , ds 既 依赖 了 











上 , 这 两 个 点 可 











旦 我 们 有 了 一 








P dz 的 方向 , 又 依赖 


(6.14) 


z, 方向 为 $ 一 一 的 表 观 为 
ds 的 间隔 放大 这 么 多 倍数 才能 得 到 曲面 9 上 真正 的 间隔 dê. 





我 们 现在 要 对 球面 来 实行 这 个 策略 . 由 (6.9) 可 知 , 要 想 画 出 球面 的 地 图 , 使 它 




















能 忠实 地 表示 其 内 强 儿 何 的 每 个 方面 , 这 是 不 可 能 的 [练习 ]. 选择 人 




















|- 么 样 的 地 图 要 























看 我 们 希望 忠实 地 表示 的 是 哪些 特点 . 举例 来 说 , 如 果 我 们 要 求 球面 上 的 直线 (大 














一 个 切 平 面 上 , 这 就 是 球面 的 所 谓 投 影 地 图 或 称 投影 





























模型 . ] 























RD 在 地 图 上 也 表示 为 直线 , 就 可 以 使 用 中 心 投影 , 把 球面 上 的 点 从 球 心 投影 到 革 
FE 如 图 6-12 所 示 . 在 这 


里 , 保持 直线 概念 是 要 付出 代价 的 , 因为 角度 不 能 忠实 地 表示 : 球面 上 两 条 曲线 的 

















交角 (一 般 地 ) 不 是 它们 在 平面 上 的 象 的 交角 . 
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对 于 绝 大 多 数目 的 , 宁可 牺牲 直线 而 求 保持 角度 , 从 而 得 到 曲面 的 共 形 映射 , 这 
样 做 好 得 多 . 用 (6.14) 来 表述 , 一 个 映射 为 共 形 当 且 仅 当 伸缩 因子 4 不 依赖 于 由 > 


发 出 的 无 穷 小 向 量 dz 的 方向 : 








H 











pmm 


日 




















2 等 同 起 来 . 与 


忆 一 下 , 我 们 在 第 4 $y 
一 个 无 穷 小 图 形 是 由 地 图 上 一 个 相似 的 图 形 来 表示 的 , 二 者 仅仅 大 小 有 
图 形 恰好 大 A 倍 

在 球面 情况 下 , 我 们 已 经 知 





H- 





已 经 证 明了 这 一 


;党 


dê = A(z)ds. 























qe 











EAA 


了 一 种 构造 共 形 映射 的 简单 方法 , 即 通过 
影 . 为 简单 计 , 以 后 我 们 总 取 具 有 单位 半径 的 球面 , 使 它 可 以 与 第 3 章 的 黎 曼 
图 6-12 不 同 , 这 个 共 形 的 地 图 
的 “ 直 ” 线 . 事实 上 不 难看 到 , 5 











点 的 圆周 


(6.15) T 


练习 ]. 








= 
VAJ 


持 各 种 大 小 的 
TEN ds 的 衬 SUNAN 














关联 的 度量 函数 4, 即 


周 . 图 


6-13a 
圆周 




















ae 


圆 都 被 


(6.15) 


点 .] 这 种 映射 的 一 大 优点 在 于 曲面 上 




















= 的 “直线 ” , 


























异 :在 9 上 




















球 极 射 
曼 球 面 


st 














FIERA A a AP TE. 














映 为 C 上 与 单位 





=I 
VAJ 


周 交 于 一 对 对 径 





rr 


P 的 ae 心 小 
成 这 个 球 极 射 影 

















Us RY LIK YS 
圆周 
,就 


可 以 改 述 如 下 : 如 果 S 上 的 无 穷 小 圆周 是 由 地 图 上 的 无 穷 小 圆周 〈 而 非 
MED 来 表示 的 , 则 一 个 映射 为 共 形 的 . BRIE 
用 半径 为 ds 的 区 
来 说 明 这 一 点 . 要 想 完 
图 6-13a 中 两 个 半径 之 比 . 


HE n> Sb 


要 求 , 因为 它 能 保 
被 映 为 C 上 的 半 
必须 找到 与 之 相 




















考 图 图 
T, 球 极 射影 


A 


























多 是 反 演 的 一 个 特例 ， 


图 6-13 
6-13a 的 铬 直 截 面 , 它 画 在 图 6-13b E, 记 住 我 们 在 








E 3.4.2 节 中 已 经 证 明 





若 K 是 以 N 为 中 心 、V2 为 半径 的 球面 , 球 极 射影 就 是 对 KK 的 反 演 


在 C 或 村上 


然后 考虑 3.2.1 节 





近 而 取 极 限 , 我 们 可 以 将 此 


的 限制 . 








中 的 (3.6), 它 
结果 用 


























述 了 反 演 对 于 两 点 的 间隔 的 效果 . 让 这 两 个 点 趋 





于 图 6-13b 


2 
ds = 


ee 


而 得 到 [练习 ] 


ds. 
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也 可 以 不 用 (3.6) 而 选 ds 平行 于 C 而 更 直接 地 得 出 . 最 后 , 将 勾 股 定理 用 于 三 角 
Æ Nz 0 即 可 得 到 
































2 
= tee 

这 个 具有 度量 (6.16) 的 平坦 的 共 形 映射 就 是 我 们 想 要 求 的 、 所 有 可 能 的 具有 
常 高 斯 曲率 k = +1 的 曲面 的 抽象 描述 . 
6.2.4 ”空间 旋转 也 是 默 比 乌 斯 变换 

我 们 相当 一 般 地 设 Ss 是 一 个 有 常 高 斯 曲率 的 曲面 (从 而 其 上 有 一 个 运动 群 ) ， 
并 做 了 5 的 一 个 具有 度量 (6.15) 的 共 形 映射 , S$ 上 的 任 一 运动 将 由 此 共 形 映射 在 
C 上 诱导 出 一 个 相应 的 变换 . 因为 弯曲 的 曲面 上 的 保 向 运动 都 是 共 形 的 , 所 以 映射 
的 共 形 性 将 使 得 此 运动 在 C 上 诱导 出 来 的 变换 ( 即 复 函数 ) 也 是 共 形 的 , 从 而 是 解 
析 的 . 纯粹 用 C 上 的 语言 来 表述 , 我 们 可 以 把 一 个 复 函 数 f(z) 与 一 个 运动 等 同 起 
K, 只 要 它 是 解析 的 而 且 保持 度量 (6.15). 这 就 是 说 , 设 解析 函数 > Z= f(z) 把 
间隔 为 无 穷 小 的 两 点 > 和 (z + dz) 映射 到 之 和 (Z+. 则 f(z) 是 一 个 运动 当 且 
仅 当 象 的 间隔 dz = |dz| 与 原来 的 间隔 ds = |dz| 之 间 有 以 下 关系 式 存在 : 


dg (6.16) 











































































































































































































A(z)ds = A(z)ds. 


[与 此 类 似 , 反 向 运动 相应 于 C 上 满足 上 式 的 反共 形 映 射 .] 因为 dz = f’(z)dz, 上 式 
等 价 于 f(z) 满足 微分 方程 





























回 到 S = 台 且 共 形 映射 为 球 极 射影 的 特例 , 所 有 可 能 的 具有 常 高 斯 曲率 k = 
+ 的 曲面 上 之 保 向 运动 的 集合 应 为 微分 方程 
2 
p= (6.17) 
之 解 的 集合 . 原则 上 说 , 我 们 本 来 在 C 中 就 可 以 找 出 这 些 函 数 而 用 不 着 离开 C 到 
D 上 去 找 出 其 运动 . 然而 回 到 DS 上 由 (6.10) 与 (6.13) 描述 的 运动 更 为 简单 而 且 有 
启发 . 当 我 们 对 这 些 运 动 施 以 球 极 射影 时 , 在 C 上 将 诱导 出 什么 样 的 函数 呢 ? 

很 清楚 , 第 一 步 是 要 找 出 上 由 对 直线 CM BON R; 所 诱导 的 函数 . 考虑 图 
6-14a, 它 表 示 了 构造 上 绽 点 的 反射 象 和 R; (2) 的 一 种 新 的 内 在 方法 , 也 就 是 , Rj (2) 
是 两 个 圆心 都 在 过 上 而 且 都 通过 2 点 的 圆周 的 第 二 个 交点 . 注意 这 两 个 圆周 都 正 
交 于 Ê. 图 6-14b 画 出 了 在 球 极 射影 之 下 , 这 种 构造 法 在 C 上 是 怎样 的 . 因为 球 极 
射影 保持 圆周 和 角度 , 所 以 那 两 个 正 交 于 上 而 且 通 过 3 的 圆周 被 映 为 C 上 两 个 正 
XF L 日 通过 2 的 圆周 . 它们 的 第 二 个 交点 就 是 > 对 工 的 反 演 点 Il 总 之 
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E 上 对 于 直线 的 反射 诱导 出 C 上 对 此 直线 的 球 极 射影 象 的 反射 
( 反 演 ). 


(6.18) 还 有 另 一 个 可 能 更 为 自然 的 证 明 , 见习 题 2.] 作 为 一 个 重要 的 特例 , 注意 , E L 
FED 与 通过 实 轴 的 铅 直 平面 的 截 口 , 则 2 PRF Ê 的 反射 将 诱导 出 复 共 斩 z 一 z 


(6.18) 





























图 6-14 


现在 来 求 对 应 于 E 上 的 旋转 的 复 函 数 . 图 6-15 MHT DRA & 旋转 一 个 
角 纱 的 旋转 RY. S dW a 的 对 径 点 ,于 是 56= 一 (1/6) [ 见 3.4.5 节 (3.22). 这 里 a 
与 b Æ â 与 2 在 球 极 射影 下 的 象 . & 与 6 都 在 旋转 轴 上 , 所 以 在 这 个 旋转 下 不 变 : 
相应 于 此 , a 与 是 此 旋转 在 C 上 诱导 出 来 的 变换 的 不 动 点 . 此 外 , 从 几何 上 看 得 
很 清楚 , 诱导 出 来 的 变换 在 a 的 一 个 无 穷 小 邻 域 中 的 效果 是 绕 a 旋转 [练习 ], 而 由 
我 们 的 规定 , 旋转 角 为 负 ». 




















图 6-15 


由 (6.10), 我 们 有 
RY 一 Ri, 9 Re 
其 中 Îi 和 Ly 是 两 条 任意 的 通过 6 (因此 也 通过 6) 且 交 角 为 (w/2) 的 直线 . 因为 
球 极 射影 保持 圆周 与 角度 , Ly 和 Lo 在 C 中 的 象 就 是 通过 a 与 5 而且 成 角 (%/2) 
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的 圆周 Ly 和 Lo. 由 (6.18) 可 知 , 由 RY 在 C _LAGH 


RY = Tr, o Tr, . 
这 样 RY 就 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 ! 请 参看 图 6-16, 其 上 画 出 了 一 个 = (0/3) 的 旋 
转 , 再 参看 3.8.2 节 (3.46), 回忆 起 “ 乘 子 ”在 紧 接 着 一 个 不 动 点 的 邻 域 中 刻画 了 默 
比 乌 斯 变换 的 局 部 效果 , 我 们 就 发 现 了 


上 的 变换 RY 是 













































































D 上 的 旋转 RY 经 球 极 射影 诱导 出 C 上 的 椭圆 默 比 乌 斯 变换 RY, 其 
不 动 点 是 a 与 (1/0), 而 相应 于 a RÝ mÆ m= e., 








ree 


, 和 N 
EA 
LA S 
NY 
ZL 人 Sa 















图 6-16 
以 3.7.3 节 的 (3.41) 为 基础 做 直接 的 矩阵 计算 [见习 题 4), 就 给 日 
的 显 式 表达 式 
ei(W/2)|a|? + ei(w/2 
i | 2ia sin(w/2) | l 





H RY RIKE pE 








2iasin(y/2) 
e@—i(wW/2) |a|? + ei(%/2) 


ap 


a 


[R (6.19) 














JER, 这 与 3.6.4 节 (3.38) 是 一 致 的 : E J 


R? (z) 2 


a 











(6.13), 这 个 公式 表示 D I 
的 一 个 反射 , 所 以 最 一 般 的 反 向 运动 将 | 
































-Bz +4 
上 最 一 般 的 保 向 运动 . 我 们 已 经 注意 到 2 z AAD OD 


的 旋转 诱导 出 以 下 形状 的 默 比 乌 斯 变换 


Az+B 
als (6.20) 


以 下 形状 的 函数 来 表示 [练习 ]; 





(5) 
zk 了 


—Bz+A 
上 给 出 了 一 个 很 漂亮 的 做 空间 旋转 的 复合 的 几何 方法 . 上 面 的 分 析 


























漂亮 的 计算 方法 . 所 需要 做 的 就 














6-10b | 
则 给 出 了 计算 由 (RE o RY) 生成 的 净 旋 转 的 同 相 
是 把 相应 的 默 比 乌 斯 变换 组 合 起 来 : 





[Rp o Ra] = [RY]RS]. 
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一 个 本 来 看 起 来 有 很 大 技巧 性 的 问题 被 化 成 了 2x2 和 矩阵 的 乘法 ! 

在 实际 运算 中 , 旋转 RY 通常 可 以 用 指向 旋转 轴 方 向 的 单位 向 量 v 来 表示 , v 
以 4 为 其 端点 ( 见 图 6-15 的 箭头 ). 然而 (6.9) 现在 是 用 点 & 的 球 极 射 影 象 a 来 表 
示 的 . 所 以 我 们 要 将 [RY] 重新 用 单位 向 量 v 的 分 量 1, m,n 来 表示 , 这 里 



















































































v=lt+mj-+nk, Pomtn=l1. 


回 到 3.4.5 F (3.19), 我 们 看 到 a Gv 的 关系 如 下 : 
_ltim la]? = Len 


= l-n’ = l-n 


把 它们 代入 (6.19), 并 提出 公 因 子 2/(1 一 n), 有 [练习 ]: 


cos(/2) +insin(y/2) (=m + il) sin()/2) | 
(m + il) sin(w/2) cos(W/2) —insin(/2) | 


请 自行 验算 , 此 矩阵 是 “规范 化 ”的 , 即 det [RY] = 1. 这 样 做 就 使 事情 容易 多 了 ， 
因为 把 两 个 这 样 的 矩阵 相 乘 , 所 得 矩阵 仍 是 完全 一 样 的 形状 . 把 这 个 结果 与 (6.21) 
be, 就 可 以 立即 读 出 净 旋 转 . 

例如 , 设 先 绕 着 i 旋转 (x/2), 再 绕 着 7 旋转 (r/2), 净 旋 转 的 默 比 乌 斯 矩阵 应 


a [tai aa a oa 
vV2|1 1 |v) a 2 |) 2 
与 (6.21) 比较 , 即 知 这 是 绕 轴 v = lit j k) 旋转 (20/3). 
6.2.5 ”空间 旋转 与 四 元 数 
所 有 这 一 切 都 是 非常 漂亮 的 , 但 是 事实 上 , 将 空间 的 旋转 复合 起 来 的 方法 还 可 
以 进一步 简化 . 要 问 怎样 做 , 我 们 就 要 把 哈密 顿 关于 四 元 数 的 故事 再 讲 下 去 , 我 们 
在 第 1 章 末 尾 处 已 经 开 了 一 个 头 . 
1843 年 10 月 16 日 星期 一 , 这 天 上 午 哈 密 顿 和 他 的 夫人 出 去 散步 . 在 他 的 思 
绪 深 处 一 直 有 一 个 苦 思 十 年 未 得 其 解 的 问题 寻找 复数 的 三 维 类似 物 , 使 得 对 
空间 的 向 量 也 能 做 乘除 法 . 我 们 在 第 1 章 中 已 经 指出 , 哈密 顿 是 不 可 能 解决 这 个 问 
题 的 , 原因 很 简单 : 这 样 的 类 似 物 是 不 存在 的 . 但 是 这 一 天 当 他 正 走 过 布 鲁 厄 姆 桥 
(Brougham Bridge) HY, 他 突然 认识 到 , 那个 在 三 维 空间 中 一 直 租 着 他 的 大 奖 在 四 
维 空间 中 真 的 可 以 拿 到 !” 
© 这 座 桥 在 爱尔兰 首都 都 伯 林 , 现在 改名 为 Broom Bridge (RERO . 桥头 镶 了 一 块 石 牌 , 刻 了 此 


事 , 并 且 把 下 面 的 (6.24) 和 (6.25) 也 刻 在 上 面 , 不 过 (6.25) KRIT IJK = —-1, 据说 哈密 顿 随手 
把 这 个 公式 刻 在 桥头 的 一 块 石头 上 了 . 一 一 译 者 注 





[RS] = (6.21) 
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1-i -1+i 


(6.22) 
1+i 1+i 
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在 二 维 复 平面 上 , 我 们 可 以 把 1 和 i 想 成 其 “基底 ”向 量 , 而 任意 的 一 般 复 数 
可 以 写成 z = ol + 站. C 中 的 代数 相当 于 : 约定 乘法 对 加 法 是 分 配 的 ; 1 是 恒 等 元 
( 即 lg=zl=z); WA i? =-1. 

哈密 顿 在 四 维 空间 中 引入 四 个 向 量 10, J, K, 而 一 个 一 般 向 量 V (哈密 顿 称 
之 为 四 元 数 ) 可 以 用 它们 来 表示 为 






























































V =vl +u +J + 3k , (6.23) 


系数 全 是 实数 . 为 了 定义 两 个 四 元 数 之 乘积 , 哈密 顿 取 1 为 恒 等 元 , I J, K 则 为 
一 1 的 3 个 不 同 的 平方 根 , KAF i: 





P=)? =K’ =-1. (6.24) 














与 在 普通 的 代数 中 一 样 , 哈密 顿 坚持 乘法 对 于 加 法 有 分 配 律 , 但 为 了 使 除法 也 是 可 
能 的 , 他 不 得 不 向 前 大 大 路 进一步, 而 在 他 那个 时 代 这 是 革命 性 的 一 步 , 即 规定 乘 
法 是 非 交 换 的 . 更 准确 些 说 , 哈密 顿 规定 了 几 个 公设 : 



























































IJ=K=-JI, JK=I1=-KJ, KI=J=-IK. (6.25) 








这 些 关 系 大 体 看 来 是 熟悉 的 : 它们 在 形式 上 与 基底 向 量 i, j, k 的 向 量 积 是 一 
REN. 例如 , ixgsk=—jxi. 我 们 可 以 用 i j, k ST, J, K 的 类 比 来 把 两 个 
四 元 数 之 积 以 特别 简单 的 方式 表示 出 来 . 

首先 , 我 们 用 这 个 类 比 来 简化 记号 (6.23). 与 在 普通 的 代数 中 一 样 , 我 们 略 去 
了 第 一 项 中 的 工 而 记 vl = v, 哈密 顿 称 这 一 项 为 Y 的 数量 部 分 . 其 次 , 我 们 把 其 
余 三 项 合 写 为 V = ult v2J 十 v3K, 哈密 顿 称 这 一 部 分 为 Y 的 向 量 部 分 . 于 是 
(6.23) 就 成 为 































































































V=v+V. 
在 数量 部 分 v= 0 的 特殊 情况 下 , 哈密 顿 称 V = V 为 一 纯 四 元 数 . 从 历史 上 看 , 纯 
四 元 数 概念 是 普通 空间 向 量 概念 的 前 身 . 事实 上 , “vector” (向量 ) 一 词 是 哈密 顿 在 
1846 年 造 出 来 的 , 作为 “ 纯 四 元 数 ” 的 同 义 语 . 
如 果 用 男 一 个 四 元 数 We = + WEE V, 则 由 (6.24) 与 (6.25) 可 得 [练习 ] 
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VW = (vw- V .W)+ (WW +wV +V x W), (6.26) 
特别 是 , a V 与 W 均 为 纯 四 元 数 ( 即 v=0=w) , 则 它 化 为 
VW=-V-W+Vxw. (6.27) 





从 历史 上 说 , 点 积 (数量 积 ) 与 又 积 〈 向 量 积 ) 在 数学 中 第 一 次 出 现 就 是 在 此 式 中 . 
这 样 , 这 两 种 向 量 运 算 一 开始 仅 被 看 成 四 元 数 乘法 的 两 个 小 侧面 (数量 部 分 和 癌 量 
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部 分 ) . 但 是 物理 学 家 们 不 久 以 后 就 认识 到 , 数量 积 和 向 量 积 本 身 就 很 重要 , 而 与 
它们 的 起 源 一 一 四 元 数 没有 关系 . 
在 习题 中 还 会 导出 四 元 数 进一步 的 性 质 , 我 们 在 这 里 只 想 解 释 四 元 数 与 空间 旋 
转 的 联系 . 这 种 联系 其 实 系 于 二 元 旋转 ( 即 在 空间 中 旋转 角度 x) 的 概念 . “二 元 ” 
一 词 用 得 很 恰当 , 因为 它 “ 首 二 归 元 ”: 作用 两 次 就 相当 于 恒 等 元 . 
按 (6.21), 对 应 于 绕 轴 v = lit mj 十 nk 的 二 元 旋转 的 默 比 乌 斯 变换 是 
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[Ro] = 





in -m + il 
m+il -in 
我 们 暂时 把 四 元 数 放 在 一 边 , 重新 定义 1 AE, I, J, K 为 绕 i, j, k HZI 
旋转 的 和 矩阵， 


[ipep He | 


请 自己 检验 一 下 , 对 应 于 K 的 默 比 乌 斯 变换 是 K(z) = 一 z. 请 确信 应 该 是 这 样 . 

现在 我 们 就 可 以 来 宣布 这 些 和 矩阵 与 四 元 数 之 间 的 惊人 联系 了 : 这 些 二 元 旋转 
的 矩阵 在 矩阵 乘法 之 下 服从 与 哈密 顿 的 I, J, K 完全 同样 的 法 则 (6.24) 和 (6.25). 
此 可 知 , 四 元 数 的 乘法 , 与 把 1, I, J, K 用 上 述 和 矩阵 取代 以 后 所 得 的 2x2 ERE 
的 乘法 , 互相 是 等 价 的 . 反 过 来 说 , (6.21) 所 示 的 一 般 旋转 矩阵 [RY] 可 以 表示 为 以 
下 的 四 元 数 [练习 ]: 











































































































RY = cos(/2) + V sin(w/2), (6.28) 


这 里 V =U +mJ +nk. 这 个 漂亮 的 公式 比 (6.21) 容易 记得 多 ! 

要 把 两 个 空间 旋转 复合 起 来 , 只 需 把 相应 的 四 元 数 乘 起 来 即 可 . 举例 来 说 , (6.22) 
的 计算 一 一 即 先 绕 i 旋转 (x/2), 再 绕 7 旋转 (x/2) 一 一 现在 就 成 了 

1 1 
(1+ J) B 

我 们 又 一 次 导出 了 这 就 是 绕 轴 v = itj- k) 旋转 (2r/3), 这 比 以 前 更 容易 . 

四 元 数 也 对 RY 在 空间 的 位 置 向 量 P= Xi 十 Yj + Zk 上 的 效果 给 出 了 很 紧 
凑 的 公式 . HRY 把 P 旋转 到 已 . 如 果 用 纯 四 元 数 正 = XI+YJ+2ZK 和 正 分 别 
KI P Fl P, 则 



































(14 n= 50 LI+J-K). 
























































P = RYPR;Y. (6.29) 


这 个 结果 首先 是 由 凯 莱 在 1845 年 发 表 的 , 他 后 来 承认 哈密 顿 得 到 此 结果 在 前 . 这 
个 结果 不 仅 漂亮 , 而 且 有 实际 应 用 . 例如 , 在 S. G. Hoggar [1992] 中 就 讨论 了 怎样 




























































































® Arthur Cayley, 1821—1895, 英国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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利用 (6.29) 于 计算 机 制作 动画 时 把 一 个 旋转 物体 的 运动 弄 光 滑 , 而 B. K. P. Horn 
[1991] 中 也 将 其 用 于 与 机 器 人 视觉 有 关 的 研究 中 ! 

下 面 我 们 想 对 (6.29) 给 出 一 个 能 够 想象 到 的 最 直观 的 解释 , 习题 7 和 习题 
中 还 有 另外 两 个 . 首先 注意 P 的 任意 倍数 都 被 旋转 到 P 的 相同 倍数 . 有 
般 地 证 明 (6.29), RRE P 与 P 均 为 单位 向 量 的 情况 下 证 明 它 即 可 . 于 是 可 以 设 
它们 的 端点 5 与 六 都 在 单位 球面 上 . 和 前 面 一 样 , 设 4 是 向 量 w 的 端点 . 

考虑 下 面 3 个 旋转 的 复合 : (RY o RÉ o R,”). 它 肯定 相当 于 单个 旋转 , 而 图 
6-17 可 以 帮助 我 们 看 出 它 是 一 个 什么 样 的 旋转 . S C 为 RY 的 经 过 5 与 六 的 不 变 
AVA, 而 w 是 由 方 发 出 的 切 于 C 的 无 穷 小 向 量 , 注意 C 上 一 点 发 出 的 任意 向 量 都 
BERS” 映 为 一 个 与 C 成 同样 的 角 的 向 量 . 这 就 证 实 了 疼 上 画 面 出 的 3 个 旋转 的 效 
Ẹ wew e w e w. FRR wr w ERE p hese 0: 






































































































































RE = RE oR oR . 
这 个 几何 事实 可 以 用 默 比 马 斯 变换 矩阵 来 表示 , 或 者 等 价 地 用 四 元 数 来 表示 为 : 
R$ = RY o Rb o R3” . 


最 后 , ES o= n, 则 二 元 旋转 Rp 与 RY 正 是 纯 四 元 数 P 与 PB, 证 毕 . 














jay 








图 6-17 
进一步 的 阅读 材料 . 关于 (6.29) 的 历史 意义 , 可 见 Altmann [1989]; 关于 哈密 





顿 如 何 被 引导 到 四 元 数 的 详情 , 可 见 van der Waerden [1985]; 关于 它 与 现代 数学 和 
物理 的 联系 , 可 见 Penrose and Rindler [1984], Yaglom [1988] 和 Stillwell [1992]. 


6.3 Mm È JL fy 


6.3.1 RHF 


FEM IS T RA WELE res Pr 8 S BE TE A L A, 我 们 现在 转向 具有 第 值 
负 高 斯 曲率 的 曲面 的 内 列 几 何 . 正如 有 无 穷 多 个 曲面 共有 常 值 k > 0 一 样 , 也 有 无 
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HEMRA WE k < 0 的 


面 讲 过 的 明定 的 结果 , 所 
































伪 球 面 是 最 简单 的 , 所 以 我 们 









































1 面 . 贝尔 特 拉 米 称 后 一 种 曲面 为 伪 球 面 型 曲面 . 根据 前 




















有 其 有 相同 的 党 值 负 高 斯 曲率 的 伪 球 面 型 曲面 都 有 相同 的 
WALET. 因此 为 了 理解 双 曲 几何 , 只 要 考察 任意 一 个 伪 球 面 型 曲面 就 行 了 . 为 此 ， 


















































来 解释 伪 球 面 是 怎样 构造 出 来 的 . 

















试 一 试 下 面 的 实验 ， 取 一 个 小 小 的 重 物 , 例如 镇 纸 , 在 其 上 系 一 根 细 绳 . 把 镇 


纸 平 放 在 保 面 上 而 让 细 
图 6-18a 中 的 曲线 运动 ， 























图 中 的 了 轴 


晶 的 自由 端 沿 桌面 的 边缘 运动 . 你 会 看 到 , 镇 纸 将 沿 一 条 像 














代表 桌子 的 边缘 . 这 条 曲线 称 为 生物 线 , Y 轴 























( 它 是 忠 物 线 的 渐 近 线 ) 称 为 其 轴 . 忠 物 线 最 早 是 牛顿 在 1676 年 研究 过 的 . 
如 果 这 条 细 强 之 长 为 R, 由 此 可 知 电 物 线 有 以 下 几何 性 质 : 它 的 切线 上 由 切 点 























此 定义 , 上 忠 物 线 也 可 以 如 图 


到 了 轴 的 那 一 段 有 定 长 R. 这 就 是 牛顿 给 上 忠 物 线 下 的 定义 . 还 有 一 个 有 趣 的 旁白 : 
6-18b 那样 构造 出 来 , 即 它 是 圆心 在 轴 上 的 一 族 半径 


























为 R 的 圆周 族 的 正 交 轨 线 [练习 ], 这 是 画 忠 物 线 的 快速 而 且 相当 精确 的 好 方法 . 
回 到 图 6-18a, $ o 为 沿 忠 物 线 的 弧 长 , 而 起 点 o = 0 是 在 X = R 处 , 即 我 们 

















想 拖 忠 的 物体 的 初始 位 置 . 当 这 个 物体 正在 通过 (X,Y) 点 时 , S dX 表示 物体 沿 忠 


























物 线 运动 一 个 无 穷 小 距离 do 时 X 的 无 穷 小 变化 . 由 图 6-18a 上 画 出 的 两 个 有 阴 
影 的 三 角形 的 相似 性 , 我 们 有 








dX X 
do R 


[a] | 























> X=Re/*., (6.30) 





半径 为 R AR HY Wie ON RAR SE th Wee i CF Tee HA TEL, 同时 也 就 
可 以 这 样 把 它 做 出 来 . 值得 一 提 的 是 , 这 个 曲面 早 在 1693 年 就 由 惠 更 斯 研究 过 了 ， 
那 是 在 忠 物 线 推动 人 们 接受 双 曲 几何 中 起 了 催化 作用 之 前 的 两 个 世纪 . 
































6.3 双 曲 几何 263 





6.3.2 ” 伪 球 面 的 常 值 负 曲率 * 

本 小 节 也 是 选读 的 , 我 们 将 在 这 里 对 于 伪 球 面 确 有 常 值 高 斯 曲率 给 出 一 个 纯 几 
何 的 证 明 . 确切 地 说 , 我 们 将 利用 高 斯 曲率 k 作为 主 曲率 之 积 这 个 外 在 的 定义 , 来 
证 明 半 径 为 R 的 伪 球 面 有 常 值 曲率 k= —(1/R2). 以 后 我 们 还 要 给 出 这 个 事实 的 
纯 内 在 证 明 , 所 以 , 如 果 跳 过 下 面 的 论证 , 也 不 会 有 太 大 的 损失 . 
Ar 与 六 是 半径 为 R 的 伪 球 面 的 两 个 主 曲 率 半 径 . 与 对 任意 旋转 曲面 一 样 ， 


对 称 性 可 知 [练习 ]: 























































































































F = 作为 母线 的 旧 物 线 之 曲率 半径 ， 
r= 由 曲面 到 轴 的 法 线 线段 之 长 






































图 6-19a 可 以 看 出 这 两 件 事 . 于 是 决定 高 斯 曲率 
图 6-19b 看 出 . 


























的 问题 就 化 成 了 平面 几何 问题 , 其 解 可 | 

由 定义 , 图 6-19b 中 暇 物 线 的 切线 段 〈 由 切 点 P 到 切线 与 轴 的 交点 A) 有 定 长 
R. 图 6-19b 在 相 邻 两 点 P 与 Q 处 画 出 了 两 个 这 样 的 切线 段 PA 与 QB, 其 间 有 
fA e, 所 以 相应 的 法 线 PO 与 QO 之 间 也 有 同样 的 角 。. 注意 , AC FEAT QB. 




































































图 6-19 





现在 来 看 , 当 @ 与 P 融合 〈P 认为 是 不 动 的 ) 时 会 发 生 什么 . 在 极限 情况 下 ， 
O 的 极限 位 置 是 曲率 圆 的 中 心 , PQ 是 曲率 圆周 上 的 弧 , AC 是 以 P AH. RA 


半径 的 圆 弧 . 所 以 






































PQ_,_AC , AC_R 


r = OP, e= — > PQ = 
th, 在 Q 与 PP 融合 时 


OP R 
步 我 们 要 求助 于 定义 电 物 线 的 性 质 PA = R= QB RFH 





下 = 
[练习 ] 
BC = PQ. 
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最 后 , 利用 Q 与 已 融合 时 , 三 角形 ABC 最 终 与 三 角形 TAP 相似 , 可 知 
r AC AC R 
R BC PQ 7 








看 ! 


rr R2 

6.3.3 ” 伪 球面 上 的 共 形 映射 

下 一 步 是 在 伪 球 面 上 构造 一 个 共 形 映射 来 做 地 图 . 回忆 一 下 , 在 球面 情况 下 ， 
构造 这 样 一 个 地 图 有 两 个 好 处 : (1) 它 同 时 描述 了 所 有 曲率 k = +1 的 曲面 ; (2) 它 
对 运动 给 出 了 一 个 漂亮 而 又 实用 的 描述 , 即 表 示 为 默 比 乌 斯 变换 . 在 当前 的 负 曲 率 
1 面 上 , 这 两 个 好 处 仍 可 以 得 到 保持 ; 特别 是 , 双 曲 几何 中 的 〈 保 向 ) 运动 又 是 默 比 
乌 斯 变换 ! 

为 简单 计 , 我 们 恒 取 伪 球 面 的 半径 为 尺 = 1, 所 以 我 们 的 地 图 应 该 表示 曲率 
k= 一 1 的 伪 球 面 型 曲面 . 图 6-20a 介绍 了 伪 球 面 上 一 个 相当 自然 的 坐标 系 (zx,o) 
作为 构造 共 形 映射 的 第 一 步 . 


[a 

































































































































































Rt DM 








EAN RR 





o=0 : | 
伪 球 面 边缘 
0 27 





Al 6-20 
第 一 个 坐标 表示 绕 伪 球面 的 轴 的 角度 , 假设 它 限 于 0 < x < 2x. 第 二 个 坐标 度 
Hey ZR BEE OLK 6-18a) HIK. 于 是 , 曲线 z = 常数 就 是 忠 物 线 母 线 [注意 ， 
它们 显然 是 测 地 线 ], 曲线 o = 常数 则 是 伪 球 面 的 圆 形 截 口 [注意 , 这 些 曲线 显然 不 
是 测 地 线 ]. 因为 这 样 一 个 圆周 的 半径 就 是 图 6-18a 中 的 X 坐标 , 故 由 (6.30) 有 






























































过 点 (z,a) 的 圆周 o= 常数 的 半径 X HX =e? 给 出 . 




















我 们 的 地 图 是 把 伪 球 面 映 到 (x, y) PFE CIE 6-20b) , 其 中 , 取 角 a 为 横 坐 
br, 所 以 伪 球 面 的 忠 物 母线 由 铅 直 直线 来 表示 . 伪 球 面 上 的 点 (z,o) 在 此 地 图 上 将 







































































6.3 双 曲 几何 265 








笛 卡 儿 坐 标 为 (x,y) 的 点 来 表示 , 而 我 们 马上 就 把 这 个 点 想象 为 复数 z = x+ iy. 
如 果 不 要求 此 映射 有 任何 特别 之 处 , 我 们 可 以 简单 地 取 y = y(z,o) 为 x 和 o 
的 任意 函数 . 但 是 与 此 成 尖锐 对 比 的 是 , 我 们 要 求 此 映射 为 共 形 的 , 这 就 对 y 坐标 
的 选择 (基本 上 ) 没有 留 下 自由 的 余地 . 我 们 试 着 来 弄 懂 这 一 点 . 
首先 , 电 物 母线 xz = 常数 正 交 于 圆 形 截 口 o = BH, 所 以 它们 在 共 形 映射 下 的 
象 也 应 正 交 . 从 而 o = 常数 之 象 必 由 水 平 直 线 y = 常数 表示 , 由 此 得 知 y 仅仅 是 
o 的 函数 : y = y(o). 
其 次 , 在 伪 球 面 上 考虑 圆周 o = 常数 (半径 为 X) 上 连接 (2,0) 与 (x 十 dz,o) 
的 圆 弧 . 由 z 的 定义 , 这 段 圆 弧 在 圆心 张 一 个 角 da, 所 以 它们 在 伪 球 面 上 的 间隔 是 
Xda CLA) 6-20a). 在 映射 后 , 这 两 点 在 地 图 上 高 度 相同 , 而 间隔 为 dz, 这 样 , 在 
伪 球 面 映 到 其 地 图 时 , 这 个 特定 线段 收缩 了 一 个 因子 X. [我 们 说 是 “收缩 ”, 是 因 
为 用 X ER, 但 是 因 X <1, 所 以 实际 上 是 “膨胀 ”".] 然而 , 既然 此 映射 是 共 形 的 ， 
(xo) 发 出 的 任意 方向 的 无 穷 小 线段 都 应 该 乘 以 相同 因子 (1/X) = e”. 换言之 


ds = Xds. 


最 后 , 考虑 图 6-20a 中 一 串 小 圆 盘 最 上 面 的 那个 黑 的 ， 设 想 它 是 半径 为 s 的 
无 穷 小 圆 盘 . 它 在 地 图 上 成 为 图 6-20b 中 一 串 小 圆 盘 最 上 面 那 个 黑 的 ,其 半径 为 
(s/X), 可 以 把 这 个 半径 更 生动 地 解释 为 : 站 在 伪 球 轴 上 观看 原来 的 圆 盘 〈 即 图 6- 
20a 的 圆 盘 ) 的 视角 宽度 . 现在 设想 这 个 黑 圆 盘 不 断 地 沿 伪 球面 的 忠 物 线 母 线 向 边 
BE, 每 一 步 都 移动 一 个 e. 图 6-20a 上 画 出 了 这 样 得 到 的 一 串 相 切 的 同样 大 小 的 
Bla. 但 是 当 圆 盘问 F 移 动 时 ， 它 就 远离 伪 球 面 的 轴 , 所 以 从 轴 上 来 看 它 的 视角 就 
会 减 小 . 所 以 在 地 图 上 , 即 象 平 面 (图 6-20b) E, 这 一 串 圆 盘 越 往 下 移 就 越 缩 小 . 在 
为 球面 或 是 其 地 图 上 , 每 走 8 步 就 遇 到 下 一 个 黑 圆 盘 , 但 在 原来 伪 球 面 上 两 个 黑 
盘 距 离 都 是 8e, 而 在 地 图 上 , 相继 的 黑 ek 

现在 我 们 对 此 映射 的 作用 有 了 一 些 感觉 , 相应 于 伪 球 面 上 的 点 (zx,o), HEE 
的 点 是 (x,y), 让 我 们 来 实际 计算 y igi. 由 以 上 的 考虑 k AE Hh m HH Ft 
三 角形 为 相似 ) , 可 以 得 出 
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E $ e7 y= 十 BH, 
这 个 常数 标准 的 选取 法 是 取 为 0( 即 设 伪 球 面 边缘 o = 0 ZRN y=1), 故 
y =e? =(1/X). 





这 样 , 整个 伪 球 面 的 地 图 就 是 图 6-200 上 位 于 y =1 ( 伪 球 边缘 ) 以 上 的 有 阴影 的 
区 域 , 而 与 此 映射 相关 的 度量 是 
Fg re le (6.31) 


y y 
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为 了 以 后 的 应 用 , 还 请 注意 在 地 


























白 的 三 




















3 形 是 其 一 半 ) 代表 
以 , 在 地 图 上 看 起 来 , 它 的 视 面 积 dedy 与 伪 球 面 


ABRE 














图 上 以 dz 和 dy 为 边 的 无 穷 小 入 
上 一 个 以 坚 和 SY 为 边 的 相似 无 穷 小 矩形 . 所 











6.3.4 





上 的 真 面 积 dA 之 关系 是 











dady 


dA = 
y? 





贝尔 特 拉 米 的 双 曲 平面 
我 们 在 引言 中 可 


Ab. 
KeU 


成 了 一 个 印象 , 即 贝 尔 








TE 
FH teu 


E, 它 就 






































的 内 列 几 何 . 这 


























H, 





J€ 
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> 7N 





























Wi LEB AF h ` 过 其 





由 象 的 双 曲 
中 的 直线 应 满足 双 











特 拉 米 成 功 地 把 双 

















JL 





E 形 (图 6-20b 28 


(6.32) 


1 几何 解释 为 伪 
实 是 不 可 能 的 , 而 且 贝 尔 特 拉 米 也 不 是 这 样 说 的 . 


斯 、 鲍 耶 和 罗 巴 切 夫 斯 基 所 发 现 的 可 应 理解 为 发 生 在 双 曲 


























1 线 公理 (6.3): 








给 定 一 直线 工 以 及 工 外 一 点 p EVAAA p 的 直线 不 与 工 相 交 . 






































曲率 保证 了 它 能 忠实 





地 表示 这 个 公 性 














ot 

















这 利 


no 

















REEF 














有 实 是 这 样 的 . 
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受 地 背离 了 








。 伪 球面 





更 














得 平面 : 





不 能 作为 整个 双 曲 平面 的 模型 
JLE 








T 























接近 于 柱 面 而 非 平面 . 例如 平 二 
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上 的 闭环 4 











上 包围 轴 





的 闭环 则 不 行 . 
































。 在 双 

















‘etl 


| 平面 上 , 和 在 
长 . 我 们 已 经 看 到 , HERH 
] 解 释 为 双 曲 站 














WIL 

















M EB eH 
这 样 






































线 . 但 是 























延 人 








, 而 在 另 一 方向 上 , 当 

贝尔 特 拉 米 指出 ， 
伪 球 面 . 要 想得到 
阴影 的 区 域 上 . 当然 要 





显 















































ob =e 
Huser 


Ce DA D E 











膜 松 开 (一 边 放 松 


质点 在 地 
常数 旋转 ， 

我 们 现在 
从 外 在 几何 











第 一 个 问题 可 以 如 下 解决 . 设 ; 
图 6-20b 的 映射 象 , 把 这 个 薄膜 沿 遇 物 线 剪 开 , FF 


F, 而 且 成 一 矩形 区 域 一 一 度量 (6.31) 

















术 目 


LD 











用 一 个 可 以 拉 人 
B. 





















































告诉 我 们 , 在 各 个 部 分 应 做 多 么 大 的 拉 伸 . 但 是 现在 请 你 设想 , 这 上 
球面 缠 着 包 了 无 穷 多 次 就 好 像 一 卷 长 为 无 限 的 保鲜 膜 一 样 . 把 这 张 无 穷 
) 就 可 以 把 y=1 以 上 的 
图 上 沿 水 平 直线 运动 , 就 相应 于 一 个 质点 ( 原 象 ) 在 伪 球 面 上 绕 圆 
在 地 图 

















边 拉 人 




















上 每 走 2r, 就 相应 于 在 伪 球 面 





























上 转 了 一 周 . 





























再 来 解释 怎样 


用 这 

















© Stillwell [1996] 指出 , 这 可 能 是 
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L 








在 拓扑 学 家 所 说 的 “ 





个 共 形 映射 解决 
的 角度 看 , 这 个 边缘 是 一 个 不 可 逾越 


Ae n 


2 —- 





的 注 


塑料 注 


区 域 盖 满 . 按照 这 个 解释 ， 























万 有 材 盖 ”在 数学 中 第 一 次 亮相 . 








的 一 切 只 涉及 双 曲 平面 的 有 
E 论 的 一 个 例子 就 是 以 下 定理 : 三 角形 的 角 鳃 是 其 面积 的 负 倍 





, 因为 它 在 两 个 问题 上 令 人 无 法 接 
AAR A A, 而 伪 球 面 


里 得 平面 上 一 样 , 直线 段 在 两 个 方向 上 均 可 无 限 延 
是 测 地 线 , 所 以 我 们 可 能 
条 电 物 线 虽然 可 以 沿 伪 球 面 无 限 
它 碰 到 边缘 时 就 必须 停 下 来 . 


愿意 把 


Hie é E 








KK 








个 问题 , 即 伪 球 面 边缘 问题 . 
的 障碍 : 我 们 不 能 把 伪 球 面 


光滑 地 
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延 拓 过 这 个 边缘 而 仍然 保持 常 曲率 . 然而 我 们 关注 的 只 是 伪 球 面 的 内 列 几 何 , 而 我 
们 已 经 看 到 , 如 果 我 们 用 ds = 1 来 量度 距离 , 则 伪 球 面 〈 不 含 边缘 ) 与 图 6-21 中 
的 区 域 y > 1 是 完全 一 样 的 . 













































































假想 你 是 生活 在 图 6-21 上 的 小 小 的 二 维 生 4 




















无 穷 远 的 天 际 线 : y=0 
图 6-21 




















D, 沿 着 铅 直 直线 > = 常数 向 下 到 











fr 














和 在 伪 球 面 上 治 一 条 暇 物 线 向 下 走 是 一 回 事 . 当然 , 在 伪 球 面 上 走 到 边缘 Co = 0) 
EKRA p 点 处 就 要 突然 停 步 , 5 在 地 图 上 相应 于 直线 y = 1 上 的 茶点 p. 但 是 





















































在 地 图 上 , 这 个 p 点 与 
y=0 上 的 某 点 q 为 止 . 











为 什么 到 了 q 就 






































其 他 点 没有 什么 不 同 , 绝 无 任 何 障碍 不 让 你 走 下 去 , 一 直到 


定 要 停 ? 答案 是 , 你 根本 走 不 了 那么 远 , 9 离 p 有 无 穷 远 ! 假 


























设 你 就 是 图 6-21 上 那个 位 于 直线 y = 2 上 的 小 圆 盘 , 我 站 在 你 的 双 曲 世界 之 外 , 看 














着 你 以 一 个 恒定 不 变 的 步伐 向 y = 0 ER. 当然 , 在 你 的 双 
































世界 里 , 你 的 双 曲 身材 














是 不 变 的 , 但 是 在 我 看 来 你 却 在 越 缩 越 小 . 在 我 们 画 出 的 欧 儿 里 得 解释 即 图 6-214 


习 ] 里 , 这 一 点 就 表现 得 特别 生动 , 你 的 双 曲 身材 正 是 角 
中 心 位 于 (z 十 iy) 处 的 无 穷 小 圆 盘 的 双 曲 直径 就 是 此 圆 盘 在 实 





轴 上 x 处 所 张 的 角 . 


这 样 你 的 表 观 上 的 大 小 , 即 我 所 看 到 的 你 的 大 小 , 一 定 得 缩 , 这 才能 始终 张 同样 的 
角 , 虽然 在 你 看 来 , 你 的 双 曲 步伐 每 步 都 一 样 长 , 但 在 我 看 来 , 你 的 步子 却 越 来 越 小 ， 

















在 我 看 来 你 是 越 走 越 慢 





d = 45; 








y` 


(6.33) 


























举例 来 说 , 设 你 是 以 恒定 的 速率 In2 在 走 ， 按 我 们 的 解释 , 将 SY 积分 求 出 所 
需 时 间 [练习 ], 你 在 1 个 单位 时 间 后 会 走 到 y = 1 2 个 单位 时 间 后 走 到 y = 5,3 个 




















单位 时 间 后 到 达 y = 二， 


等 等 ， 个 单位 时 间 你 只 能 走 完 到 y = 0 的 距离 的 一 半 ， 
























































所 以 永远 也 到 不 了 yy = 0 处 . [这 个 现象 称 为 “ 芝 诺 的 报复 ”再 适当 不 过 了 !"] 
现在 有 了 双 曲 平面 的 一 个 具体 模型 , 即 图 6-21 上 有 阴影 的 整个 半 平 面 y > 0, 


@ 不 过 按 国 人 熟悉 的 程度 , 应 该 说 是 “ 状 者 的 报复 ”:“ 一 步 之 遥 ， 






























































行 其 半 , 万 世 不 竭 .” 一 一 译 者 注 
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其 上 规定 了 度量 ds = $8. 实 轴 上 的 点 离 普通 的 点 为 无 穷 远 , 而 (严格 说 来 ) 并 不 考 




























































































虑 为 双 曲 平面 的 一 部 分 . 这 些 点 称 为 理想 点 或 无 穷 远 点 . 
线 y = 0 将 称 为 天 际 线 ”. 

用 这 一 幅 地 图 来 研究 双 曲 几何 就 好 比 
的 球面 根本 没有 看 见 . 这 3 
制 地 理 地 
真正 是 一 个 球 , 要 早 了 好 多 世纪 ! 

然而 , 有 一 个 像 地 球 仪 那样 的 东西 总 比 仅 有 一 张 
模拟 双 曲 





是 , 希 尔 伯 特 在 Hilbert [1901] 中 就 证 明了 , 每 一 个 伪 球 面 型 
| 率 . 所 以 , 具有 度量 (6.31) 的 上 半 平 面 就 


可 能 光滑 
是 双 曲 平 












































无 穷 远 点 构成 的 整个 直 

















用 球 极 射影 地 图 来 研究 球面 几何 , 哪怕 真 
















































































地 延 拓 它 且 又 同时 保持 常 值 负 



































面 的 我 们 可 以 得 到 的 好 描述 了 























不 如 和 人们 想象 的 那么 糟 . 归根 结 底 , 人 类 用 天 体 测量 绘 
图 , 早已 对 地 球 表 面 有 了 很 好 的 理解 , 这 比 人 类 冲 进 太 空 俯视 大 地 看 见 它 




















世界 地 图 更 好 . 因 伪 球面 只 能 

















, 正如 一 张 世 界 地 图 可 以 上 











以 用 不 同 


























类 型 的 映射 来 表示 双 上 由 























平面 的 一 部 分 , 那么 有 没有 别 的 曲面 与 整个 双 曲 平面 等 距 呢 ? 令 人 伤感 

















1 面 都 一 定 有 边缘 而 不 
































不 同 的 投影 法 来 表示 地 球 表面 一 样 , 我 们 也 可 
平面 . 我 们 刚才 得 到 的 地 图 称 为 庞 加 莱 上 半 平 面 ， 








还 有 一 个 称 为 庞 加 莱 圆 盘 , 再 有 一 个 称 为 克 莱 因 圆 盘 . 前 两 个 模型 是 庞 加 莱 在 1882 








年 得 到 的 





, 第 三 个 则 是 克 莱 因 在 1871 年 得 到 的 . 





我 们 不 能 不 评论 下 这 些 模 型 的 名 称 . 任何 一 个 对 数学 史 稍 有 兴趣 的 人 都 知道 ， 
思想 (时常?) 会 张冠李戴 , RETE PRE, 这 三 个 模型 都 是 贝尔 特 拉 


各 种 数学 





米 发 现 的 ! 我 们 会 看 到 , 贝尔 特 拉 米 是 以 一 种 漂亮 的 统 
出 它们 来 的 , 这 个 模型 是 画 在 一 个 半球 面 








型 还 是 由 












































尔 特 拉 米 的 ! 


6.3.5” 双 曲直 线 和 反射 





的 方式 从 第 四 个 模型 中 得 





的 地 图 . 感到 迷惑 了 吗 ? 好 , 半球 面 模 

















续 之 前 , 我 们 先 要 指明 要 到 哪里 去 ， 








几何 中 , 每 个 保 向 运动 都 是 对 两 条 直线 


何 这 也 是 
线 或 相交 


有 在 欧 氏 











的 欧 氏 






































于 是 我 们 集中 关注 保 向 运动 . 在 欧 氏 











的 反射 











或 平行 , 所 以 恰好 有 两 类 保 向 的 
行 线 , 这 缠 涵 了 其 上 的 保 向 运动 
线 , 给 出 了 一 种 比 欧 氏 几何 更 丰富 的 几何 学 , 其 5 























只 能 是 旋转 .各 


几何 中 没有 对 应 物 的 第 三 类 运动 . 




















述 . 例如 直线 就 表示 























中 的 普通 




















原因 











原 
JL Milnor [1982], Stillwell [1996] 4 





很 快 就 清楚 了 , 另 一 个 名 字 是 无 穷 远 圆 . 





直线 . 我 们 也 定义 H {21, zo} A z1 和 z2 ZMH C 

















的 复合 . 我 们 已 经 看 到 , 对 于 球面 几 
真 的 , 而 我 们 马上 就 来 证 明 , 它 在 双 曲 几何 中 仍然 为 真 . 因为 两 条 欧 氏 直 
欧 氏 运动 : 旋转 与 平移 . 在 球面 上 没有 平 
HEH, 在 双 曲 平面 
Ph 的 保 向 运动 既 有 旋转 和 平移 , 还 





























上 有 过 多 的 平行 



































为 了 防止 混 请 , 我 们 加 一 个 字 头 h 来 表示 双 曲 概念 , 以 此 来 区 别 它们 在 地 图 中 
条 双 曲 直线 ( 即 测 地 线 ) , 而 “直线 ” 则 是 指 地 图 























dda = #8 来 量度 的 ) h 





贝尔 特 拉 米 原著 Beltrami [1868, 1868] 的 译文 . 


6.3 双 曲 几何 269 








距离 . 例如 , 若 dz 是 无 穷 小 , 则 














_ |dz| 
H{z4+dz, z}= In ` 
最 后 , 我 们 定义 : U cH hP p Ah 半径 的 h A REIS H {z, ch =p 的 点 











之 轨迹 . 
因为 伪 球 面 上 的 忠 物 母线 很 清楚 是 测 地 线 , 所 以 地 图 上 的 铅 直 直线 也 就 应 该 是 
测 地 线 ; 就 是 说 , 它们 是 h 直线 的 例子 . 图 6-22a 将 证 明 
两 个 铅 直 分 隔 的 点 之 间 的 (唯一 ) 最 短路 径 是 连接 它们 的 铅 直 

BAR L. 
现在 来 直接 验证 这 件 事 , (6.34) 的 证 明 如 下 , 把 工 与 任意 另 一 条 路 径 M 做 比较 . 令 
ds, 为 工 上 高 度 为 y 的 一 点 处 的 无 穷 小 线段 , ds 是 在 M 上 由 过 dsi 的 两 端的 水 
平 直 线 截 出 的 元 素 . 因为 





















































(6.34) 






























































ds; d 
day =) < “2 = dês, 
y y 























所 以 工 的 总 双 曲 长 度 小 于 M 的 总 双 曲 长 度 . 证 毕 . 由 此 我 们 还 可 导出 




















Hi{(a+iyi) , (x +iye)} = | lIn(y1/y2)| - (6.35) 











通过 伪 球 面 上 一 点 , 我 们 显然 有 指向 各 个 方向 的 测 地 线 而 不 是 只 有 电 物 母线 ， 

那么 这 些 多 出 来 的 h 直线 在 地 图 上 是 什么 样子 的 呢 ? 答案 十 分 美丽 而 又 出 人 意料 : 

每 条 h 直线 或 者 是 重 直 于 天 际 线 的 半 直 线 , RHABZAFAR 
线 的 半圆 周 . 












































(6.36) 





RMA 


K| 6-22 














在 证 明之 前 , 重要 的 是 认识 到 下 面 的 事情 : 如 果 你 是 双 曲 平面 上 的 居民 , 你 就 
完全 无 法 区 别 半圆 周 n 直线 与 铅 直 的 h 直线 : 每 一 条 都 和 另 一 条 完全 相同 , 只 是 在 
我 们 地 球 人 的 地 图 上 , 它们 看 起 来 才 不 一 样 . 那么 , 半圆 周 np 直线 在 天 际 线 上 有 两 
个 端点 , 而 铅 直 nh 直线 在 天 际 线 上 只 有 一 个 端点 , 这 件 事 又 该 怎么 说 呢 ? 答案 在 于 ， 
在 实 轴 上 还 要 加 上 一 个 无 穷 远 点 , MARA h 直线 都 会 在 那里 相遇 . 按照 (6.31), 
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当 我 们 沿 两 条 相 邻 的 铅 直 h 直线 向 上 走时 , 这 两 条 铅 直 h 直线 之 间 的 了 距离 将 如 
(1/y) 那样 消逝 , 这 两 条 h 直线 都 将 收敛 到 无 穷 远 处 ; 这 件 事 在 伪 球面 上 就 表现 得 
棚 棚 如 生 . 最 后 还 要 提 到 , 甚至 就 地 球 人 的 地 图 而 言 , 每 一 条 铅 直 h 直线 也 可 以 看 
成 一 个 半圆 周 n 直线 当 允 许 半径 趋向 无 穷 大 时 的 特例 

为 了 证 明 (6.36), 先 来 证 明 一 个 同样 美丽 的 事实 , 这 是 整个 下 文 的 基本 : 




















































































































对 正 交 于 天 际 线 的 半圆 周 的 反 演 是 双 曲 平面 上 的 反 向 运动 . (6.37) 








为 了 理解 这 为 何 为 真 , 考虑 图 6-22b 中 的 反 演 z Z= Tk(z). 我 们 要 证 明 对 由 z 
发 出 的 任意 无 穷 小 线段 ds, Zk(z) 不 会 改变 其 h KÆ ds. 然而 由 于 双 曲 平面 的 模 
型 是 共 形 的 , 只 要 对 于 可 以 任意 选 定 方向 的 一 个 ds 来 证 明 即 可 . 我 们 选 ds 垂直 于 
K 的 半径 qz (如 图 ) , 反 演 的 反共 形 性 蕴涵 了 象 ds 仍 垂直 于 此 半径 . 这 样 ， 利用 图 
上 画 出 的 相似 三 角形 可 知 [练习 ] 




















































































































证 毕 . 


为 了 证 明 (6.36), 请 看 图 6-23a. 首先 由 图 可 知 两 点 a 与 5 [只 要 Re(a) 4 Re(b)| 
恒 可 用 唯一 的 垂直 于 实 轴 的 半圆 弧 工 连接 起 来 : 要 想 做 出 此 弧 的 圆心 c, E m H 
ab 的 垂直 平分 线 即 可 . 如 图 所 示 , 令 g 为 此 半圆 弧 的 一 端 . 现在 我 们 可 以 证 明 工 是 
连接 a B) o 的 最 短 ( 即 h 长 度 为 最 小 ) 的 路 径 . 

























































































co 












































Kl 6-23 


























我 们 用 反 演 z > Z = T(z) 来 证 明 它 , 这 里 K 是 任意 的 以 q 为 中 心 的 圆周 . 
这 个 反 演 把 L 变 为 铅 直线 段 L, (6.37) 告诉 我 们 , CL 有 相同 的 h KE. 更 一 般 
地 说 , 由 a 到 5 的 任意 路 径 M 必 与 其 反 演 M = Tx(M) CM 是 由 到 5 的 路 径 ) 
有 相同 的 h 长 度 . 这 样 , 车工 不 是 由 a Fo 的 最 短路 径 , 则 元 也 不 是 由 立 到 ， 的 
最 短路 径 , 这 与 (6.34) 矛盾 . 证 毕 . 

附带 提 一 下 , 这 种 构造 方法 使 我 们 (从 原则 上 说 ) 能 够 计算 出 双 曲 平面 上 两 点 
的 距离 , 根据 (6.35) 这 个 距离 是 
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H{a, b} = H{ă, b} = 























In (=) 3 
Imb 
我 们 以 后 还 能 导出 一 个 更 明白 的 公式 . 
垂直 于 实 轴 的 半圆 周 是 hp 直线 , 这 强 有 力 地 向 我 们 建议 , (6.37) 可 以 重新 解释 
如 下 : 



































对 正 交 于 天 际 线 的 半圆 周 K 的 反 演 就 是 对 双 曲 平面 上 的 h E 


RK 的 反射 RK. Oe) 




















用 符号 来 写 就 是 Rgl) = T(z). 在 证 明 这 一 点 之 前 , SOS, 所 谓 反 射 是 什么 意 
思 . 正如 我 们 在 欧 氏 几何 或 球面 几何 中 所 采用 的 做 法 一 样 , 在 构造 Rele) 时 , 先 做 
一 条 过 2 WAR K 的 直线 P, 设 己 与 天 的 交点 为 m, W Rg) 就 是 在 已 上 
的 这 样 一 点 , 它 到 m 的 上 距离 与 > 到 m 的 h 距离 相同 . 

为 证 (6.38), 请 看 图 6-23b, IE Z= Ir(2). 首先 要 注意 , 每 一 个 过 > 5 
列 周 都 自动 地 垂直 于 K. 特别 是 , 过 z 与 之 的 h 直线 也 一 定 垂 直 于 K, 因此 就 是 
我 们 在 上 一 段 要 找 的 “P”. 最 后 还 请 应 记 起 , Zr 把 已 映 为 其 自身 而 且 把 线段 zm 
与 zm 对 换 . 这 样 , 由 于 Zk 是 一 个 运动 , 这 两 条 h 直线 段 有 相等 的 h KE, 这 就 是 
我 们 想 要 证 明 的 . 

反 过 来 , 设 已 知 任意 两 点 > 与 名 可 以 做 其 垂直 h 平分 线 K, 这 样 Rk 就 会 将 
2 与 > 对 换 . 还 请 注意 > 及 其 反射 Rel) BK 上 任 一 点 天 的 h 距离 都 相同 , 这 
和 欧 氏 几何 及 球面 几何 的 情况 一 样 . 这 是 很 容易 证 明 的 : 因为 Zk 是 一 个 运动 , 而 
k=Ix(k) =k, WAI H{z, k} =H{Z, k} = EZ, k}. 
现在 变 得 很 清楚 了 , 双 曲 几何 和 欧 氏 几何 有 许多 共同 之 处 . 我 们 既 已 知道 b 直 
线 是 什么 样子 , 图 6-24 就 表明 双 曲 几何 确实 是 非 欧 几 里 得 的 : 经 过 p 点 有 无 穷 多 
条 直线 [图 上 凡 用 虚线 画 的 都 是 ] 都 不 与 图 上 的 h 直线 工 相遇. 这 些 h 直线 就 称 
为 是 超 平行 于 工 的 . 
























































































































































































































































































































































图 6-24 
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直线 在 双 曲 平面 之 内 不 能 与 工 相遇 而 在 天 际 线 上 才 与 


为 渐 近 于 或 者 说 是 过 p 对 L 的 渐 近 线 . 
一 样 , 图 6-24 清楚 地 显示 


AA 


EWR ER JL 4a 4 








AS L 的 交角 为 直角 
Ri(p) Wh 直线 而 构造 
































恰好 有 两 条 h 直线 把 超 平行 于 工 KARS LAZH h 直线 分 离开 , 这 两 条 上 h 














L 相遇 . 这 两 条 h 直线 就 称 





HK: 恰 有 一 条 h 直线 M 过 p 点 





























HOR. M 的 存在 , 使 得 p SE 



































式 定 义 , 即 M 的 线段 pa FY h 长度 . 











平分 两 条 渐 近 线 如 





因为 M 和 工 正 交 , We Ru = I D L RAH 
个 端点 对 换 . 由 此 可 知 Ru CEE ARTE OL h 直线 OMERA) 对 换 , 而 且 M 


Ep 点 之 角 . MSA 

















(交点 即 g 点) . 事实 上 [练习 , M 可 以 作为 唯一 一 条 过 p 和 
线 L 的 距离 可 以 按 通常 的 方 





身 , 但 把 工 在 天 际 线 上 的 两 


















































F 一 渐 近 线 之 角 称 为 平行 角 , 通常 记 作 工 . 当 把 














直线 M 绕 p 旋转 时 , M 与 工 之 交点 就 移 向 无 穷 远 处 , 而 由 工 可 知 , M 要 转 多 人 么 








大 才 完 全 离 . 
最 后 , 图 6-25 只 是 月 





不 是 用 半圆 周 而 是 用 铅 直 半 直线 来 表示 的 . 
6.3.6” 鲍 耶 - 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 * 
这 一 小 节 很 短 , 也 是 选读 的 , 它 很 美妙 地 说 明 怎 样 有 








L 








HR BLN E 























在 欧 氏 几 
此 直线 与 M F 














有 意义 的 具体 问题 : 求 平 行 角 工 

















可 中 , 两 条 渐 近 线 的 类 比 就 是 过 p 的 














































































































6-24 同样 的 概念 和 名 词 , 但 这 里 的 h 直线 L 




















唯一 











tan(II/2) =e”, 


前 面 的 思想 来 解决 一 个 很 











平行 于 工 的 直线 , 而 且 因为 








EH, O 的 类 似 物 就 是 直角 . 另 一 方面 , 在 双 曲 几何 中 , 很 清楚 工 总 是 
锐角 , 而 且 随 着 p 到 工 之 bh 距离 D=H{p, q} 的 ] 
耶 与 罗 巴 切 夫 斯 基 都 证 明了 

















增加 , 其 值 下 降 . 更 准确 地 说 , 鲍 






































得 注意 的 公式 之 一 ”, 然而 对 于 本 书 它 只 有 附带 意义 . 


他 们 还 由 此 得 到 了 许多 其 他 结果 . 我 们 现在 对 这 个 所 谓 的 鲍 耶 - 罗 巴 切 夫 斯 基 公 式 
给 出 一 个 简单 的 几何 证 明 . Greenberg [1993, 第 391 页 








中 说 它 “ 是 全 部 数学 中 最 值 























用 的 名 词 是 平行 . 
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首先 注意 , 证 明 这 个 公式 , 图 6-25 就 已 够 用 了 , 而 不 必 使 用 图 6-24. 这 是 因为 ， 

















变 为 图 6-25. 
图 6-26 中 把 图 6-25 











JF z Z=Re(z), 这 里 C 是 图 上 画 的 以 M 的 端点 e 为 中 心 而 且 经 过 9 AWER 
上 的 铅 直 直 线段 pg. 由 (6.35), 只 需求 出 q 与 方 的 纵 坐 标 


周 . 这 就 把 弧 pa 变 为 图 


























只 要 对 以 工 的 一 个 端点 为 中 心 的 任意 半圆 周 做 反 演 ( 即 双 曲 反射 ) 就 可 以 把 图 6-24 

















的 要 点 都 画 出 来 了 . 为 了 求 弧 pg 的 h KÆ D, 可 做 上 R 


































































































之 比 , 也 就 是 要 找 出 欧 氏 











距离 


lam] 与 [pm] 之 比 . 











由 于 半径 pm 正 交 于 
(1/2), 如 图 所 示 [练习 ]. 这 样 


» (aI 





D= 








图 6-26 
六 圆周 M, 所 以 角 pme 等 于 I [练习 ]. BE cpm = 




















In (= )| = |in tan(II/2)| = —Intan(II/2), 














最 后 一 步 改变 符号 是 因为 TL 是 锐角 , 所 以 tan(II/2) < 1. 这 样 tan(II/2) = e-?, 是 





所 求证 . 





6.3.7 ” 保 向 运动 的 三 种 类 型 
我 们 已 经 指出 “ 庞 加 莱 上 半 平 面 ” 是 贝尔 特 拉 米 首先 发 现 的 . 庞 加 莱 之 所 以 获 














得 名 声 , (肯定 是 极 高 的 名 声 !) 在 于 他 看 到 了 双 曲 几何 与 复 分 析 的 密切 联系 . 这 种 







































































联系 的 基石 就 是 : 双 曲 平面 上 的 〈 保 向 ) 运动 是 默 比 乌 斯 变换 . 我 们 先 来 概述 一 下 





这 是 怎么 一 回 事 . 





F Ly 和 Lo 是 两 条 h 直线 , 则 关于 它们 的 反射 的 复合 





将 是 双 曲 平面 上 的 保 向 运动 . 
反 演 来 表示 , 我 们 立即 导出 , 每 一 个 形 如 M 的 保 向 运动 都 可 用 一 个 ( 非 斜 驶 型 ) 默 
比 马 斯 变换 M(z) 来 表示 . 下 一 步 我 们 将 要 证 明 : 每 一 个 保 向 运动 都 具有 M 的 形 
































状 , 实际 上 我 们 甚至 还 会 给 


M = Rr, O Rr, 
内 为 在 地 图 上 每 一 个 n 反射 都 可 用 对 于 一 个 圆周 的 









































上 把 一 个 任意 的 保 向 运动 分 解 为 两 个 h 反射 的 显 式 的 
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几何 做 法 . 设 这 一 点 已 经 确立 , 我 们 看 到 , 每 一 个 保 向 运动 都 由 一 个 ( 非 针 驶 型 ) 默 
比 乌 斯 变换 来 表示 . 

反 过 来 说 , 设 M(z) 是 一 个 任意 的 把 上 半 平 面 映 到 其 自身 的 默 比 乌 斯 变换 , 则 
M(z) 也 必 把 实 轴 ( 即 天 际 线 ) 映 为 其 自身 . 但 是 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 不 会 以 天 际 
线 为 其 不 变 曲 线 : 它 的 不 变 曲 线形 状 很 奇怪 , 可 见 3.7.2 节 图 3-32. 因此 这 种 把 上 
半 平 面 映 为 其 自身 的 M(z) 不 会 是 斜 驶 型 的 , 而 由 3.8.5 节 (3.48) 可 知 , M(z) 是 对 
于 两 个 正 交 于 实 轴 的 圆周 的 反 演 的 复合 . 于 是 把 上 半 平 面 映 到 其 自身 的 最 一 般 的 默 
比 乌 斯 变换 之 集合 与 上 面 讲 的 AM 类 型 的 保 向 双 曲 运动 的 集合 相等 . 

找 出 这 一 类 默 比 乌 斯 变换 的 代数 形式 的 方法 之 一 , 是 应 用 3.2.1 节 的 (3.4): 对 
于 以 实 轴 上 的 v 点 为 中 心 、 尽 为 半径 的 圆周 K 的 反 演 是 
gz2+ (Rg aN 

z—q 
把 两 个 这 样 的 函数 复合 起 来 , 我 们 就 知道 M 类 型 的 运动 相应 于 下 面 的 默 比 乌 斯 变 
换 [练习 ]: 
























































































































































Tx(z) = 




















和 (6.39) 
cz+d 

回想 一 下 , 在 第 3 章 的 习题 25 中 已 经 证 明 , 这 就 是 最 一 般 的 把 上 半 平 面 映 为 其 自 
身 的 默 比 乌 斯 变换 . 这 样 我 们 的 结果 与 前 一 段 之 末 的 结论 完全 一 致 . 

概述 到 此 为 I 上 , 现在 我 们 来 详细 地 看 一 下 保 向 运动 M. 由 图 6-24 和 图 6-25 知 
道 , 对 于 了 直线 L 与 Le 的 构 形 恰好 有 3 种 可 能 性 , 相应 于 此 , AM = Rr, oR, YD 
属于 以 下 3 种 本 质 不 同 的 类 型 之 一 

(i) 若 这 两 条 h 直线 相交 , M 就 称 为 双 曲 旋转 . 

(ii) 车 这 两 条 h 直线 是 渐 近 的 , M 就 是 一 种 新 类 型 的 运动 (而 只 有 双 曲 几何 

ABSA) , 称 为 极限 旋转 . 

(ii) 若 这 两 条 h 直线 是 超 平行 的 , M 就 称 为 双 曲 平移 . 

我 们 在 第 3 章 中 的 全 部 辛苦 劳作 , 现在 有 了 收获 , 因为 这 3 种 类 型 的 运动 正 是 
3 种 不 同类 型 的 非 斜 驶 型 默 比 乌 斯 变换 : (i) h HERE “NTA” IN; Gi) 极限 旋转 

是 “抛物 型 ”的 ; (ii) h 平移 是 “ 双 曲 型 ”的 ”. 这 里 , 如 果 再 读 一 下 第 3 章 末 关于 这 

些 默 比 乌 斯 变换 的 讨论 , 必定 大 有 助 益 

我 们 已 经 懂得 了 这 些 默 比 乌 斯 变换 , 所 以 余下 要 做 的 事 就 只 有 : 透 过 双 曲 眼镜 ， 
重新 审视 它们 . 就 是 说 , 假想 你 属于 庞 加 莱 族 这 个 物种 一 一 就 是 属于 那 种 小 小 的 ， 
生活 在 双 曲 平面 上 的 有 智慧 的 二 维 生 物 . 对 于 你 和 你 的 庞 加 莱 族 同胞 , h 直线 真正 
是 直线 , 实 轴 真 正 是 位 于 无 穷 遥 远 之 处 , 诸如 此 类 . 如 果 对 你 的 世界 实行 上 述 的 运 
动 , 你 会 看 见 什么 呢 ? 







































































































































































































































































































































































© 请 勿 与 双 曲 儿 何 的 “ 双 曲 ”混淆 . 
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我 们 先 从 h 旋转 开始 . 图 6-27 上 画 的 是 一 个 椭圆 默 比 乌 斯 变换 , 我 们 称 之 为 
Rs， 它 是 这 样 产 生 的 ; 所 有 的 h 直线 都 交 于 a m, 而 由 L 到 Lo 的 角 为 (8/2). 
[此 图 是 按 o = (2/3) 画 的 ] 于 是 RoE 有 两 个 不 动 点 : a Sa, 与 a 相关 的 乘 子 为 
m=e'%. 在 第 3 章 里 已 经 说 过 , 图 中 每 个 有 阴影 的 “矩形 ”都 被 RE 按 箭头 所 指 的 
方向 映 到 下 一 个 有 阴影 的 “矩形 ” 有 的 矩形 画 成 黑 的 是 为 了 强调 这 一 点. 





































































































h 旋 转 








现在 考虑 一 下 , 在 你 和 你 的 庞 加 莱 族 同 胞 看 来 , 这 是 怎么 回 事 . 举例 来 说 , 你 看 
到 的 各 个 黑色 矩形 形状 和 大 小 都 一 样 . 为 了 更 好 地 理解 R$, 我 们 首先 注意 到 , 它 对 
a 的 无 穷 小 邻 域 的 效果 (用 地 图 的 语言 来 说 ) 正 是 绕 a 点 的 欧 氏 旋转 , 转角 为 $. 但 
因 这 个 地 图 是 共 形 的 , 这 就 意味 着 , 站 在 a 点 的 庞 加 莱 族 生物 也 看 到 紧 接着 他 的 邻 
域 经 历 了 旋转 一 个 角 Q. 

然而 , 更 加 引 人 注 目的 是 , a 点 处 的 庞 加 莱 族 生物 会 发 现 整个 双 曲 平面 都 经 历 
了 一 个 完美 的 旋转 o. 他 所 做 的 每 一 条 由 a 发 出 的 直线 段 ap 都 被 映射 z Z= 
Rs(z) 映 为 男 一 条 bh 长 度 相同 且 与 原来 的 h 直线 段 成 角 o 的 h 直线 段 ap. 如 果 庞 
加 莱 族 生物 让 o 逐渐 由 0 变 到 Qn, 他 就 会 看 见方 画 出 一 个 以 a 为 中 心 的 h 圆周， 
而 在 地 图 上 我 们 则 看 见方 奇迹 般 地 画 出 了 一 个 欧 氏 圆周 ! 这 样 , 图 上 画 的 与 过 wa 的 
h 直线 正 交 的 欧 氏 圆周 都 是 真正 的 双 曲 圆周 , a 是 它们 的 公共 h 圆心 . 让 我 们 把 这 
个 了 不 起 的 结果 记录 下 来 , 中 间 加 了 一 些 不 难 证 明 的 细节 [练习 ]: 





































































































































































































每 个 圆周 在 地 图 上 都 用 一 个 欧 氏 圆周 来 表示 , 其 圆心 是 任意 两 条 


半径 的 圆周, 就 是 以 (z 十 这 cosh p) 为 中 心 , ysinhp 为 半径 的 欧 氏 圆周 . 





图 6-28 作为 引 疝 极 限 旋 转 的 垫 脚 石 , 在 双 曲 平面 上 引入 了 一 种 新 类 型 的 曲线 . 
在 欧 氏 几何 的 眼光 看 来 , 就 是 做 一 条 直线 L, 在 其 上 取 一 定点 p, 而 a 则 为 其 上 的 
一 动 点 , 令 C 为 以 a 为 中 心 而 且 过 2 的 圆周 . 如 果 我 们 让 a 沿 L 趋向 无 穷 远 , C 
的 极限 形状 将 是 一 条 直线 (经 过 p W LEA). 图 6-28a KH, 在 双 曲 平面 上 我 
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们 看 见 的 是 另外 一 种 情况 . 当 a 趋向 实 轴 上 的 无 穷 远 点 4 时 , C 的 极限 形状 是 一 
个 在 A 点 与 实 轴 相 切 的 〈 欧 氏 ) 圆周 . 它 既 不 是 通常 的 h 圆周 , 也 不 是 h 直线 . 这 
是 一 类 新 的 曲线 , 称 为 极限 圆 . 图 6-28b 表明 , 水 平 的 〈 欧 氏 ) 直线 也 是 极限 圆 . 注 
意 , 若 K 是 以 4 为 中 心 的 任意 圆周 , N h 反射 Re = Tk 把 图 6-28a 变 为 图 6-28b. 
所 以 庞 加 莱 族 生物 无 法 区 分 这 两 类 极限 
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图 6-28 


现在 考虑 图 6-29, 它 画 的 是 对 于 在 A 点 互相 渐 近 的 两 条 h 直线 Ly 和 La 做 
h 反射 所 产生 的 默 比 乌 斯 变换 . 参见 图 6-27 和 图 6-28, 现在 就 懂得 了 为 什么 称 它 为 
极限 旋转 : 它 可 以 看 作 h 旋转 Re 当 a 趋向 天 际 线 上 一 点 4 时 的 极限 . 请 注意 这 
个 图 上 一 些 有 趣 的 地 方 : 不 变 昌 线 是 在 4 点 相 切 的 极限 圆 ; 每 个 这 样 的 极限 圆 都 
正 交 于 以 A 为 端点 的 任 一 h 直线 ; 每 两 个 这 样 的 极限 圆 均 在 每 条 以 4 为 端点 的 上 
直线 上 截 出 相同 的 h KÆ. 
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极限 旋转 
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从 地 图 上 看 , AMER h 直线 Ly 和 Lo 是 由 铅 直 的 (其 相隔 的 欧 氏 距离 设 为 
(a/2)) 欧 氏 直线 来 表示 时 , 就 会 得 到 最 简单 的 极限 旋转 . 这 时 , M = Rp, o Re, 在 
地 图 上 是 关于 平行 直线 的 两 个 欧 氏 反射 的 复合 . 这 样 M 就 是 上 半 平 面 的 欧 氏 平移 
zr (z+a), 不 变 曲线 是 水 平 直线 , 也 就 是 图 6-28b 上 的 那 种 极限 圆 . 不 过 这 个 欧 
氏 平 移 不 是 h 平移 . 只 要 看 一 看 M 在 伪 球 面 上 的 效果 就 清楚 了 , 在 伪 球 面 上 它 是 
伪 球 面 绕 轴 旋 转 a. 

6-30 画 出 了 第 三 种 也 就 是 最 后 一 种 运动 : h 平移 〈 双 曲 型 默 比 乌 斯 变换 ) ， 
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它 是 由 对 两 个 超 平行 的 bh 直线 的 反射 生成 的 . 首先 要 注意 , 能 够 同时 正 交 于 Ly 和 
L Kh 直线 只 有 一 条 . 与 欧 氏 平移 不 同 , 这 个 h 直线 是 唯一 被 映 为 自身 的 h 直线， 
称 为 h 平移 的 轴 . 尽管 有 这 一 点 差别 , “b 平移 ”这 个 名 词 还 是 恰当 的 , 因为 h 直线 
L 上 每 一 点 都 被 治 着 工 移动 了 相同 距离 〈 记 为 5) . 如 果 在 L 上 再 赋 以 一 个 方向 ， 
则 可 以 无 歧义 地 记 此 h 平移 为 TÌ. 

























































































在 欧 氏 几何 中 , 平移 的 不 变 曲线 是 平移 方向 的 平行 线 . 然而 图 6-30 KH, Ty, 
的 不 变 曲线 并 非 h 直线 , 而 是 连接 L 两 端 el 和 es KRAI. 它们 称 为 L 的 等 
距 曲线 , 因为 在 这 样 一 条 欧 氏 圆 弧 上 , 每 一 点 距 h 直线 工 都 有 相同 的 h 距离 . 请 自 
















































































用 地 图 来 解释 , 当 超 平 行 h 直线 Ly 和 Lo 用 同心 欧 氏 半圆 周 来 表示 时 会 生成 
最 简单 的 h 平移 . 为 方便 计 , 设 圆心 为 原点 . 这 里 , 两 个 h 有 反射 ( 即 反 演 ) 给 出 一 
个 中 心 伸缩 : z kz, AE k 是 一 个 实数 伸缩 因子 . 这 个 h 平移 的 轴 是 过 原点 的 铬 
HA (Cy HD , 而 其 他 的 经 过 原点 的 〈 欧 氏 ) 直线 都 是 等 距 曲 线 〈 参 看 图 6-20 和 
图 6-21). 注意 , 在 地 图 上 这 个 欧 氏 伸缩 是 一 个 相似 变换 , 而 在 双 曲 平面 上 则 不 是 
相似 变换 在 双 曲 平面 上 根本 就 没有 相似 变换 . 

现在 我 们 已 完成 了 对 于 这 3 类 保 向 运动 的 概述 , 值得 注意 的 是 , 它们 不 仅 在 地 

上 的 效果 很 不 相同 , 而 且 从 内 蔓 的 双 曲 几何 来 说 , 它们 也 各 自 有 独特 的 指纹 . 换 
话说 , 庞 加 莱 生 物 能 够 区 分 这 些 运动 . 例如 , 在 3 类 之 中 只 有 h 旋转 有 不 变 的 h 
fl, RA bh 平移 有 一 条 不 变 h 直线. 
6.3.8 ”把 任意 保 向 运动 分 解 为 两 个 反射 

我 们 现在 要 证 明 双 曲 平 面 上 的 保 向 运动 仅 有 h 旋转 、 极 限 旋转 与 h 平移 . 也 
就 是 说 , 任 一 个 保 向 运动 M 可 写 为 两 个 h 反射 的 复合 : M = Rr, o Rr. 
证 明 的 第 一 步 是 一 个 熟知 的 引 理 : 任意 双 曲 运动 M (不 一 定 是 保 向 的 ) 可 由 它 
对 3 个 非 共 线 点 上 的 效果 而 唯一 确定 . 和 在 欧 氏 几何 中 一 样 , 要 证 明 这 一 点 只 需 证 
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明 
图 





到 


所 述 , 只 要 知道 任 一 个 不 寿 
地 决定 了 . 现在 以 a 和 六 


如 
为 


点 p 的 位 置 可 以 1 


分 别 做 以 a, b, c 为 中 心 而 














它 到 任意 3 个 非 共 线 点 a, b, c 的 bh 距离 唯一 决定 . 看 一 看 

















6-31a, 其 中 我 们 (为 简单 计 ) CRN a, b 的 h 直线 工 由 地 图 上 的 铅 直 直线 表示 . 






































AAW p 点 的 bh 圆周. 因为 由 假设 ec 不 在 L E, RNE 























p 就 是 这 3 个 圆周 的 唯一 交点 . 证 毕 . 





la] : 














图 6-31 


现在 设 已 有 一 个 运动 将 a, b 两 点 分 别 送 到 图 6-31b 中 的 a! 点 和 以 点 . 由 以 上 




















图 6-31b Pras, 我 们 知道 





FE 过 a Alb Wh 直线 工 上 的 p 点 的 象 , 这 个 运动 就 唯 
Ah 圆心 ,7{fa p} Ml H{b, p} Ah 半径 做 两 个 h 圆周 
只 有 它们 的 两 个 交点 p 与 六 才 可 能 是 p 的 象 . 此 外 , 因 



























































过 w 和 bw 的 bh 直线 工 

















定 与 以 这 两 点 为 中 心 的 nh 圆周 正 交 , RIIE p 与 方 




















关于 L 对称, BY p= Tr (p) = Re (p). 这 样 我 们 证 明了 : 


恰好 有 一 个 保 向 运动 M (以 及 恰好 一 个 反 向 运动 M ) 把 一 已 
Ziy h ERF ab 映 为 另 一 已 知 的 具有 同样 h 长 度 的 h ARR ab. (6.40) 


此 外 , M = (Rr 0 M), 


我 们 将 要 给 出 把 任 一 保 向 运动 M 分 解 为 两 个 h 反射 的 显 式 的 几何 做 法 . 首 











L' 是 过 a 和 WW 的 直线 . 


























先 注意 , 由 (6.40) 得 知 M 可 由 它 在 任意 两 点 上 的 效果 所 决定 , 不 论 这 两 点 多 么 接 
近 . 虽然 这 并 不 是 本 质 的 , 但 若 令 这 两 点 间隔 为 无 穷 小 , 下 面 的 做 法 就 特别 清楚 了 . 


w+dw = M(z + dz). 











所 以 , 我 们 取 这 两 点 为 > 和 (z 十 dz), 它们 在 M 下 的 象 为 w = M(2) 
图 6-32 是 为 了 说 明 这 里 的 思想 . 我 们 的 工作 是 要 找 出 两 个 
h 反射 使 得 同时 能 把 > 变 为 w,dz 变 为 dw. [附带 说 一 下 , 因为 M 必 为 共 形 的 , 它 
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就 可 以 看 成 一 个 解析 函数 , 而 有 dw = M’(z)dz.] 

先 用 一 个 了 平移 T? 把 > RE w, 其 中 56 = Xf{z,w), 工 是 由 z 到 ww 的 唯一 
h 直线 . 因为 T 是 共 形 的 ， 
dz 相同 的 无 穷 小 向 量 dz, 而 且 dz 与 工 的 角度 等 于 dz 与 工 的 角度 . S dz 到 dw 


的 角度 为 0, F 


























它 必 保持 长 度 与 角度 , 所 以 它 把 dz 映 为 一 个 h 长 度 与 

































































有 做 一 次 旋转 RE, 则 w 位 置 未 动 , 而 dz 转 成 了 dw. 这 样 两 次 运 
i 是 既 把 > E w, 又 把 dz 变 为 dw, 所 以 它 就 是 我 们 需要 的 M: 
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M=R! oTÈ. 


其 实 这 里 已 把 M 分 解 为 4 个 h 反射 , 因为 7? 与 Ro 各 可 分 解 为 两 个 h 反 
Sh. 然而 , 图 6-32 表明 , 我 们 总 能 安排 得 使 4 个 h 反射 中 有 两 个 互相 抵消 . 令 m 
Ah 直线 段 zw 的 bh 中 点 , 做 两 条 nh 直线 4 和 B 分 别 过 m 与 w ARS LE 
20. 这 样 , TP = (Rg o Ra). WA w 再 做 一 条 了 直线 C HES B 成 角 (0/2), 则 

= (Roo Rp). 这 样 我 们 就 会 得 到 开始 时 想 要 证 明 的 : 每 个 保 向 运动 M 可 以 分 
解 为 两 个 h 反射 : 




























































































M = (Rc o Rp)o (RgoRa)=Rco R4. 





图 6-32 
在 我 们 画 出 的 例子 中 , 4 和 C 这 两 条 h 直线 恰好 交 于 一 点 a, 设 交 角 为 (0/2), 


























则 上 面 求 出 的 M 恰好 是 一 个 旋转: M = R? . 然而 也 很 清楚 , 这 样 的 做 法 也 很 
容易 给 出 渐 近 的 或 超 平行 的 4 与 C, 这 时 M 就 会 是 极限 旋转 或 h 平移 . 
总 结 我 们 已 经 证 明 的 , 并 且 回 忆 (6.39), BUA: 















































双 曲 平面 上 的 每 个 保 向 运动 都 是 两 个 h 反射 的 复合 , 因此 是 h 旋转 ， 
或 极限 旋转 , A h 平移 . 在 庞 加 莱 上 半 平 面 中 , 所 有 这 些 运动 都 可 以 用 以 


下 形状 的 默 比 乌 斯 变换 表示 : 
M(2) = — 其 中 a, b, c, d 为 实数 , H (ad — be) > 0. 





























Boa, 再 回 到 图 6-32, 并 且 借 助 于 (6.40), 即 知 唯一 地 同时 把 > 和 dz WRAY w 和 
dw 的 反 向 运动 M 必 由 3 hh RAH: 
M = Rp ofc oR, . 

这 里 LV 就 是 图 上 画 的 经 过 uw 与 (w+dw) Hh 直线 , 也 就 是 按 dw WHA w 的 
h 直线 . 然而 这 个 分 解 并 没有 给 出 M 的 最 简单 的 几何 解释 . 习题 24 中 就 有 这 种 几 
何 解 释 以 及 描述 一 般 反 向 运动 的 公式 . 
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6.3.9 MH=AKRHAB 
在 双 曲 平面 上 用 h 直线 段 把 3 个 点 连接 起 来 就 给 出 一 个 双 曲 三 角形 (这 就 是 
其 定义 ) . 我 们 的 目标 是 要 证 明 , 这 样 一 个 双 曲 三 角形 T PA ET) 是 
E(T) = (-1)A(T). (6.41) 


我 们 在 引言 中 已 经 指出 , 这 个 式 子 表明 T 的 内 角 和 恒 小 于 x, 而 最 大 的 T 的 面积 
也 不 会 超过 n (当然 还 有 其 他 的 事 ) .参照 微分 几何 中 的 结果 ( 即 前 面 的 (6.6)) , 我 
们 还 看 见 这 个 公式 的 证 明 过 程 , 还 能 对 双 上 曲 平面 具有 常 什 负 曲率 k 二 _1 给 出 一 
个 内 蕴 的 证 明 .? 

我 们 还 曾 指出 , 惠 更 斯 早 在 1693 年 就 研究 过 伪 球 面 , 在 我 们 熟悉 了 双 曲 面积 以 
后 , 现在 就 可 以 证 实 他 的 一 个 惊人 结果 : 伪 球 面具 有 有 限 面积 . 图 6-20 表明 , 伪 球 
面 可 以 用 上 半 平面 中 的 有 阴影 的 区 域 {0 <a < 2n,y > 1} KER, (6.32) 表明 , 这 
个 欧 氏 面积 为 无 穷 大 的 区 域 , 其 双 曲 面积 其 实 是 有 限 的 : 

i 2m poo dzdy _ Qn dy 
A( 伪 球面 ) =|a4=| | =| _ a = 


2 Hie 
x=0 Jy=1 y y=1 y 















































































































































而 惠 更 斯 已 经 发 现 了 它 . 

6-33a 上 男 了 一 个 伪 球 面 上 的 三 角形 (白色 三 角形 ). 如 果 它 的 最 上 面 的 顶 
点 沿 伪 球面 无 限 地 向 上 运动 , 则 在 此 顶点 处 的 角 趋 向 零 , 相交 于 这 个 顶点 的 两 边 趋 
向 渐 近 的 直线 , 即 伪 球 面 的 两 条 虚 物 母线 , 它们 相交 于 无 穷 远 点 . 这 样 一 个 两 边 为 
渐 近 的 极限 三 角形 称 为 渐 近 三 角形 . 为 了 对 通常 的 三 角形 证 明 (6.41), 我 们 先 对 浙 
近 三 角形 来 证 明 此 式 . 图 6-33b 在 上 半 平 面 画 出 了 这 样 一 个 三 角形 , 两 条 虚 物 母线 
的 边 变 成 了 铅 直 半 射线 . 由 惠 更 斯 的 结果 , T 很 清楚 具有 有 限 面 积 A(T), 因为 渐 近 
NWA A, 我 们 想 要 证 明 的 结果 就 是 A(T) = (a - a — p). 
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O 请 回忆 一 下 , 我 们 前 面 曾 用 伪 球 面 给 出 了 一 个 外 在 的 证 明 . 








Pea 
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为 了 简化 这 个 结果 的 导出 , 图 6-33b 假设 了 7T 的 有 限 边 是 一 段 单位 圆 弧 . 这 并 
不 导致 形 失 一 般 性 , 因为 一 个 以 x = X 为 中 心 、r 为 半径 的 圆 弧 , 只 要 先 做 极限 旋 
转 (前 面 说 了 , 它 在 复 平面 上 就 是 > (2- X), 再 继 以 一 个 h 平移 (在 复 平 面 上 
就 是 z (z/r)) , 就 可 以 变 成 单位 圆 弧 . 由 图 6-33b, 我 们 现在 可 导出 


cos 8 co d cos 3 d 
y x 
( ) cos(n—a) V1 一 Z2 y? cos(m—«a) V1 — x? 
4 x= cosh, 就 给 出 所 求证 的 结果 















































— sin 





B 
A(T) = | a ee 


sin 0 

















图 6-34 的 左 图 是 一 个 一 般 三 角形 (白色 三 角形 ) , 设 其 面积 为 A. 对 它 的 一 个 
顶点 〈 现 在 是 a) 做 一 个 适当 的 了 旋转 RE, 就 可 以 把 它 的 一 边 (现在 是 由 a 到 顶 角 
为 7 的 顶点 的 边 ) 变 到 铅 直 位 置 , 如 图 6-34 右 图 所 示 . 这 就 很 清楚 了 , 面积 4 是 
两 个 渐 近 三 角形 面积 之 差 : 其 一 具有 项 角 a 和 (8 十 9); 另 一 个 〈 深 色 阴 影 ) 具有 项 
fa (x —r) 和 0. 最 后 再 应 用 上 面 关于 渐 近 三 角形 的 结果 , 即 得 (6.41): 


A= [x-a - (8+ 8)] - [x - (x-7) - 8] 

















































































































=i a= py 
= —-€. 





图 6-34 


6.3.10 FEMA 

贝尔 特 拉 米 除了 上 述 半 平面 模型 外 , 还 在 Beltrami [1868] 中 构造 了 双 曲 平面 

的 另 一 个 极 有 用 的 共 形 地 图 , 这 一 次 是 做 在 单位 圆 盘 内 . 14 年 后 , 庞 加 莱 重 新 发 现 
了 这 个 地 图 , 所 以 现在 普遍 地 把 它 叫 作 庞 加 莱 圆 盘 . 

图 6-35a 画 出 了 这 个 构造 过 程 的 第 一 步 , 即 用 反 演 


z= Z= Tg(z) 
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映 整 个 上 半 和 平面 到 单位 圆 盘 内 , K 就 是 图 上 画 的 以 -i 为 中 心 并 经 过 士 1 的 圆周 . 









































为 了 使 这 个 圆 盘 能 代表 双 曲 平面 , 它 的 度量 必须 是 从 上 半 平 面 继承 而 来 的 . 这 就 是 
说 , 我 们 必须 定义 圆 盘 内 两 点 和 的 上 间隔 a,b} 为 它们 在 上 半 平 面 中 的 原 


















































Ga Ab Wh 间隔 H{a, b}. 注意 , 这 就 意味 着 [练习 ] 圆 盘 中 的 h 直线 应 定义 ” 








为 上 半 平 面 中 的 b 直线 之 象 . 





























图 6-35 








在 往 下 读 之 前 请 先 仔细 考虑 图 6-35a, 直到 把 以 下 细节 都 弄 清楚 为 止 : (i) 土 1 为 























不 动 点 , i 被 映 到 0; (ii) 上 半 平 面 的 整个 有 阴影 的 区 域 被 映 为 有 阴影 的 下 半 单 位 区 
盘 ; (iii) 上 半 平 面 的 其 余部 分 ( 即 白色 的 上 半 单 位 圆 盘 ) 被 映 为 其 自身 ; (iv) 圆 盘 内 





















































































































































Wh 直线 是 上 半 平 面 的 bh 直线 之 象 , 它们 是 与 单位 圆周 正 交 的 圆 弧 ; (v) 双 曲 平面 























的 整个 天 际 线 用 单位 圆周 代表 ,上 半 平 面 的 铅 直 h 直线 在 无 穷 远 处 的 公共 点 现在 


用 -i 表示 . 








至 此 我 们 已 经 得 到 了 双 曲 平面 在 单位 圆 盘 内 的 地 图 . 然而 , 因为 Trl) 是 反共 




















形 的 , 所 以 这 个 地 图 也 是 反共 形 的 : 上 半 平 面 












































中 的 角 现 在 用 圆 盘 内 相等 但 是 反 号 的 























角 来 表示 . 如 果 我 们 再 做 z 情 达 把 圆 盘 对 实 轴 反 射 为 其 自身 , 则 角 的 符号 将 再 反 转 


一 次 , 我 们 就 得 到 了 共 形 的 庞 加 莱 圆 盘 . 























这 样 , 从 庞 加 莱 半 平面 到 庞 加 莱 圆 盘 的 净 变 换 就 是 xm TK(z) M z z 的 复 











合 , 这 就 是 一 个 默 比 乌 斯 变换 , 记 为 D(z). Bl 





A D(z) 把 i 映 到 0 而 把 -i 上映 到 oo, 





























很 显然 D(z) 应 该 与 (z 一 i)/(z 十 i) 成 比例 . 最 后 再 回忆 一 下 , 默 比 乌 斯 变换 应 由 其 







































































在 3 个 点 上 的 效果 决定 , 再 注意 到 41 是 不 动 点 , 我 们 就 得 到 了 [练习 ] 


(6.42) 


用 另 一 种 办 法 , 即 用 3.2.1 节 的 反射 公式 (3.4) WERE, 也 会 得 到 这 个 结果 [练习 ]. 





因为 D(z) 保持 角度 和 圆周 , 很 容易 把 双 


























曲 平面 上 的 基本 的 曲线 类 型 从 庞 加 莱 






































上 半 平 面 转移 到 庞 加 莱 圆 租 上 来 . 图 6-35b 表明 , 庞 加 莱 圆 盘 中 的 h 直线 现在 用 正 



































@“ 应 定义 ”这 儿 个 字 是 译 者 加 的 , 似乎 有 助 于 读者 理解 . 事实 上 后 文 讲 到 了 这 一 点 . 一 一 译 者 注 
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交 于 单位 圆周 的 圆 弧 ( 诸 如 L, A, U) 来 表示 , 其 


























附带 说 一 下 , 因为 天 际 线 是 
也 叫 作 无 穷 远 圆周 . 





RY h 直线 的 一 些 术语 仍 与 以 前 








行 , 连接 L 的 两 个 端点 的 
于 单位 圆 盘 内 的 欧 氏 





= 
VAJ 













































































用 单位 








= 
VAJ 











周 C 表示 一 个 h 








样 : I5 L4 





WILE AI E 是 工 的 等 距 























也 包括 单位 圆 盘 的 直径 例如 T. 
周 来 表示 , 所 以 你 就 可 以 理解 , 为 




















十 么 天 际 线 


区 





A 渐 近 于 L, U 与 也 超 3 


AN 
OL, 








日 











| 线 . 很 容易 看 到 , 严格 位 

















圆周 , 但 是 其 bh 圆心 与 














欧 氏 圆心 并 不 重 














盘 内 是 | 


























H 那样 的 切 于 单位 





























合 . 最 后 , 图 6-28a 与 图 6-28b 中 的 极限 圆 在 庞 加 莱克 
到 周 的 圆周 来 表示 的 . 

我 们 现在 来 求 庞 加 莱 圆 盘 中 的 度量 . 习题 19 说 
面 的 几何 方法 ”更 有 启 
(6.33): 若 ds 是 由 zz 发 出 的 水 平 直 线 元 素 , 它 
之 角 就 是 其 双 曲 长 度 ds = [ds/Im(z)]. 

注意 , 若 用 纯粹 的 双 曲 几何 的 语言 来 说 , 工 就 是 




















具有 无 穷 小 欧 几 里 




















明 怎 样 把 它 硬 算出 来 , 但 是 下 
发 性 , 也 省 力 得 多 . 首先 , 图 6-36a 使 我 们 想起 了 前 面 得 到 的 









































得 长 度 , WL SE 














EZF ds HJ h 直线 , M E 是 











L 的 一 条 等 距 曲 线 , 若 做 h 旋转 RY, 则 工 变 成 了 男 一 条 bh AL’, ERRI L 
的 一 条 等 距 曲 线 BY, 而 5 5 E TAR ASR DS BZA AE. 这 样 我 们 就 








得 到 了 以 下 的 一 般 的 做 法 : 


过 ds 之 一 端 做 正 交 于 ds hh 直线 1, 过 其 另 一 端 做 等 距 曲 线 
e. 这 时 ds 的 KÈ dê 就 是 1 与 e( 在 天 际 线 上 ) 的 交角 . 


9 ,其 美丽 之 处 在 于 把 复 平 面 映 到 庞 加 莱 圆 盘 的 默 比 乌 








这 样 把 ds 解释 成 


A 

















换 D 是 共 形 的 , 所 以 在 庞 加 





= 
Dat 
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KI 


y TL 











(6.43) 

















新 变 








中 上 述 构造 ds 的 方法 也 适用 ! 














图 6-36b 画 出 了 一 个 中 心 在 庞 加 莱 圆 盘 的 z = rel? 处, 且 有 半径 ds 的 无 穷 小 








F} 


L 











= 
VAJ 














. 因为 映射 是 共 形 的 , 所 以 





ds HJ h KEE ds 与 ds 的 方向 无 关 , 我 们 1 


ds 正 交 于 过 > 点 的 直径 1, 从 而 简化 构造 (6.43)， 等 




















= 
VAJ 


两 端的 欧 氏 圆 弧 . 











为 把 这 一 个 关于 ds 的 图 形 转 变 为 公式 , 我 们 先 要 注意 到 , F p 是 包 
的 圆周 的 半径 , 则 (请 画 一 个 








图 DD 





然后 , 请 回忆 一 下 (或 重新 i 











质 : 对 于 所 有 过 一 固定 内 点 














的 AB = 4'B', 把 这 个 结果 














© 我 们 相信 这 个 方法 来 
少 有 别 于 Thurston [1997]. 

















Thurston [1997], KAMARA AS 


pds =1. 





6-36d CEH KEE 
r)(14 





r)=1 











此 可 取 
EE 曲线 e 就 是 在 图 上 画 的 过 1/ 

















Zz 


EA 


FIIR e 





E 明 一 下 ) 图 6-360 rm H A SF al A BS 7S AS E 
的 弦 , 此 内 点 把 弦 所 分 痢 成 的 两 部 分 乘积 相等 , 即 图 
用 于 图 
2pds = (1 


alle: 
6-36b 的 放大 ) , 即 有 [练习 ] 




















lz 


EPA Se. 但 我 们 对 此 方法 的 应 
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所 以 , 庞 加 莱 圆 盘 中 的 度量 是 








(6.44) 























图 6-36 
因为 连接 0 到 > 的 欧 氏 直线 段 也 是 一 条 h 直线 段 , 治 它 积分 就 可 以 得 出 这 两 


点 的 hn 间隔 : 
zl 2dr If 1 1 
es =| a=] tle, 


H{0, a} =m (7E) (6.45) 


此 公式 有 一 个 简单 的 验证 法 , 当 z 趋向 单位 圆周 (天 际 线 ) 时 , H{0, 2} 趋向 无 穷 
大 , 而 它 本 来 就 应 该 如 此 . 
6.3.11 ” 庞 加 莱 圆 盘 中 的 运动 
在 上 半 平 面 中 我 们 发 现 了 : 每 个 保 向 运动 都 是 两 个 h 反射 的 复合 , 而 每 个 反问 
运动 则 是 3 个 h 反射 的 复合 . 因为 庞 加 莱 圆 盘 的 内 看 几何 与 上 半 和 平面 的 内 绰 几 何 
完全 相同 , 这 个 结果 必定 仍旧 成 立 , 余下 的 只 是 要 找 出 在 庞 加 莱 圆 盘 中 , h 反射 是 什 
么 意思 . 在 上 半 平 面 中 我 们 已 经 看 到 , 对 于 h 直线 K 的 h 反射 就 是 对 K 的 几何 
反 演 , 在 庞 加 莱 圆 盘 中 也 是 这 样 ! 
这 是 很 容易 理解 的 , 在 上 半 平 面 中 , 说 q 是 p AXW K 的 hn BON, 就 是 说 p 与 
q FERRE MP) 关于 K 对 称 . 为 使 庞 加 莱 圆 盘 等 距 于 上 半 平 面 , 我 们 一 直 坚 持 






































所 以 
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BER 


默 比 乌 斯 变换 , 所 以 对 称 原 到 





是 我 们 要 证 明 的 . 





E 


这 样 , 庞 加 莱 圆 盘 中 的 每 个 保 向 运动 M 都 可 写 为 
M = Rr, O Rr, = 1r; OL ris 




















这 里 Lı Al L 是 h 




















直线 , BM 
运动 都 是 一 个 非 斜 驶 型 默 比 乌 




















向 
| 类 六 

















久别 如 果 用 








区 分 的 双 型 , 而 其 
个 旋转 , 渐 近 时 可 得 











极限 旋转 , j 


E 交 于 单位 
斯 变换 . 我 们 已 经 看 到 保 向 运动 恰好 有 3 种 可 以 
Ly 和 Ls 来 讲 , 和 前 面 是 一 检 
F 行 时 为 h 平移 . 我 们 马上 就 来 讨论 这 些 默 比 


EAA] 





EI. 和 在 上 半 


平面 中 





圆周 的 


























乌 斯 变换 的 公式 , 但 是 我 们 先 来 画 一 下 图 . 





6-37a 是 一 个 典型 的 h 旋转 , ANG 












































































































































H z Z= D(z) 保持 双 曲 距离 . 特别 是 , g Æ pM K 的 反射 , 但 是 , D(z) 是 
3.5.1 节 的 第 三 条 ] AMA p AG RT K 对 称 , 这 就 





一 样 ,每 个 保 





lL 的 : 相交 时 可 得 一 


FE 意 其 中 出 现 了 有 公共 h 圆心 的 h 圆周 . 














图 6-37b 画 出 了 一 个 令 人 愉快 的 事实 : 若 Ly 和 Lo 在 原点 相交 (这 时 它们 都 是 欧 
REH), 则 所 得 的 上 旋转 看 起 来 和 欧 氏 旋转 一 样 . 

在 这 一 点 上 , 要 给 出 几 句 警告 . 我 们 作为 欧 几 里 得 族 生 物 , 总 受到 一 种 不 可 抑 
制 的 诱惑 ,以 为 庞 加 莱 圆 盘 的 圆心 有 什么 特殊 之 外 . 所 以 必须 时 时 提醒 自己 : 对 于 
住 在 这 个 圆 盘 中 的 庞 加 莱 族 生物 , 每 一 点 与 其 他 的 点 都 无 区 别 . 特别 是 , 庞 加 莱 族 
生物 看 不 出 图 6-37a 和 图 6-37b 有 什么 不 同 . 















































EJT 
点 处 渐 近 的 Lo 生成 的 
所 有 在 A 点 渐 近 的 h 直线 都 


6-38a mj H 














最 后 , 图 6-38 画 了 一 个 典型 







































































个 典型 的 极限 旋转 , 它 是 由 a 以 及 一 个 与 它 在 天 际 线 上 A 
. 请 再 次 注意 , 不 变 曲线 都 是 切 于 4 点 的 极限 圆 , 而 它们 与 








EZX 
区 



































直线 [ 即 图 上 的 粗 黑 线 





| 不 变 的 等 











E HH ER E E E AS i AA AS LA. 





从 我 们 在 上 半 平 面 的 
仅 有 的 保 问 运动 , 现在 我 们 就 转 来 寻找 描述 它们 的 公式 . 我 们 知 
自身 的 默 比 马 斯 变换 , 在 第 3 ERK, 我 们 曾 以 一 种 令 人 厌 





=I 


都 是 一 个 映 单位 








六 




















作 中 可 以 知道 , 上 面 画 的 3 类 运动 就 是 庞 加 莱 圆 稻 





的 FE. 再 一 次 请 注意 , 这 时 恰好 有 一 条 不 变 h 














中 

















个 保 癌 运动 
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烦 的 先 见 之 明 研究 过 单位 圆 盘 的 这 些 “ 默 比 乌 斯 自 同 构 *， 我们 还 看 到 了 [3.9.2 节 
(3.51)], 其 最 一 般 的 一 个 M$(z) 是 








M3 (z) = e'*Ma(z), 其 中 Ma(z) = 





这 样 , M 就 是 Ma 与 绕 原点 旋转 o 的 复合 . 
































注意 , Ma 把 a 和 0 对 换 : Mala) = 0, M,(0) = a. 更 一 般 地 说 , Ma 把 每 一 对 
点 zz 和 Malz) 都 对 换 : 这 个 变换 是 对 合 的 . 这 可 由 图 6-39a 来 解释 , 此 图 让 我 们 回 
忆 起 3.9.3 节 的 图 3-39 所 表示 的 结 





Ma = Tp oTa, 


其 中 B 是 过 a 的 直径 , A 是 以 (1/0) 为 中 心 且 正 交 于 单位 圆周 的 圆周 . 

双 曲 几何 为 这 个 结果 提供 了 一 个 新 的 视角 : A 和 B 的 交点 m 就 是 0 与 a 的 
h 中 点 , 4 Æ h HA 0a 的 了 垂直 平分 线 . 此 外 , 对 A 和 B 的 反 演 都 是 h 反射 . 
这 样 , Ma 就 是 对 两 条 过 m 是 互相 正 交 的 h 直线 的 bh 反射 的 复合 , 所 以 



































































































































将 a 与 0 对 换 的 唯一 默 比 乌 斯 自 同 构 就 是 绕 直线 段 0a 的 中 点 
IREE n A h 旋转 RE. 








这 种 新 的 洞察 的 直接 好 处 就 是 , 我 们 现在 可 以 很 容易 地 找到 任意 两 点 a 与 z 
的 了 间隔 的 公式 . h 旋转 Ma 把 a 带 到 原点 , 而 我 们 早已 知道 由 一 点 到 原点 的 h EE 
离 的 公式 (6.45): 


















































H{a, 2} =H (Mala); Ma(z)} =H{0, Ma(z)} =In (ae) . 


1—|M,(z)| 


所 以 
(6.46) 





H{a e} = m (Betka, 


jaz — 1| — |z — a| 
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现在 我 们 再 继续 关于 M4 的 讨论 并 把 它 完 成 . 正如 图 6-37b 所 示 , 欧 氏 旋转 
z etz 就 是 h 旋转 RE. 所 以 , 圆 盘 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 可 以 解释 为 两 个 
h 旋转 的 复合 : 


























M$ = RE o RZ. 
6-39b 说 明 这 两 个 h 旋转 的 复合 法 , 用 的 正 是 欧 氏 几何 和 球面 几何 中 同样 的 
思想 . h 旋转 RO 是 对 任意 两 条 经 过 0 而 且 交 角 为 (8/2) 的 两 条 h 直线 ( 即 直径 ) 
所 做 bh 反射 的 复合 . 如 果 取 第 一 条 h 直线 为 B, 第 二 条 记 为 C, 我 们 得 到 

























































































M$ = (Ro o Rg) o (Rg o Ra) = Roo R4. 


所 以 ME 是 旋转、 极限 旋转 或 平移, 视 4 与 C 为 相交 、 渐 近 或 超 平行 而 定 . 

如 果 视 a 为 固定 的 而 6 变动 , 则 6 有 一 个 临界 值 6 = 5 把 bh 旋转 与 平移 分 
FF, 在 这 个 临界 值 处 , C 的 位 置 成 为 C [图 6-39b 上 的 虚线 ], ES AE p 点 渐 近 . 
不 难看 到 , 三 角形 pad 是 直角 三 角形 [练习 ], 故 cos(®/2) = jaj, 亦 即 










































































® = 2 arccos |a| . 











这 就 解释 了 3.9.3 节 的 结果 (3.53), 这 个 结果 已 在 第 3 章 的 习题 27 中 用 代数 方法 证 
明 过 了 . 总 结 起 来 , 我 们 有 














圆 盘 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 自 同 构 M9 是 一 个 保 向 双 曲 运动 ， 且 : 
(i) 当 加 < 下 时 , 它 是 一 个 h 旋转 ; (ii) 当 VB = 5 时 为 极限 旋转 ; (ii) 当 
p> A h 平移 . 





图 6-39 
最 后 , 回想 一 下 , 第 3 章 的 习题 20 告诉 我 们 , 形 如 Me 的 默 比 乌 斯 变换 的 集合 
































即 是 以 下 形式 的 M(z) 之 集合 : 


Az+B 
=>, Ht JA] > |B]. 
BztA 





M(z) 
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将 此 式 与 (6.20) 比较 , 即 知 : 在 球面 
保 向 运动 的 默 比 乌 斯 变换 的 形状 , 都 有 令 人 注目 

















6.3.12 ”半球 面 模型 与 双 曲 空间 





6-40 画 出 了 我 们 怎样 得 出 双 曲 











庞 加 莱 圆 盘 从 歼 曼 


点 , 定义 其 h 间 


双 曲 平面 的 一 个 























球面 的 南极 5 





SAN h 直线 的 象 ， 

















AREF WE? 








i 





与 双 曲 平面 之 间 , 不 仅 其 度量 的 形状 , 还 有 








Ny 


>| 





的 相似 性 . 

















F 面 的 两 个 新 模型 . 按照 Be 
球 极 射影 投影 到 北半球 面 . 对 北半球 面 
隔 就 是 它们 的 原 象 在 庞 加 莱 圆 盘 中 的 h 间隔 
新 的 共 形 地 图 , 称 为 其 半球 面 模型 . 这 个 模型 
因为 球 极 射影 保持 圆周 和 角 
中 的 bh 直线 就 是 半球 面 上 的 铅 直 (半圆 ) 截 口 [练习 ]. 等 距 曲 





ltrami [1868’], 把 
上 的 两 
, 这 样 , 我 们 就 得 出 了 
中 的 了 直线 就 是 庞 加 
, 我 们 可 以 导出 : 半球 面 模型 
线 和 极限 圆 现在 是 什 






















































































上 述 的 球 极 射影 , 他 才 得 到 了 庞 加 莱 圆 盘 . 事实 上 , 贝尔 特 拉 米 
半球 面 做 投影 , 他 束 ( 以 一 种 统 
列 如 , 他 把 此 半球 面 垂直 投影 到 复 平 下 














Don 

















HOSE, 半球 面 才 是 贝尔 特 拉 米 的 双 


图 6-40 




















平面 的 原始 的 模型 , 再 对 这 个 半球 面 施 以 






































用 不 同 的 方法 对 此 





















































了 双 曲 平面 的 
到 周 清楚 地 被 投影 大 
缺点 , 但 是 由 了 





个 新 模型 . 现在 称 之 为 克 莱 因 模型 或 投影 模型 . 
盘 中 的 椭圆, 所 以 克 莱 因 模型 不 是 共 形 的 . 这 是 一 个 严重 的 








=I 
Dal 

















半球 





























的 垂直 部 分 都 投影 为 〈《 欧 氏 ) E 


的 方式 ) 得 到 了 几乎 所 有 的 现在 使 用 的 模型 . 








上 ( 见 图 6-40a) ,就 在 单位 圆 盘 内 得 出 
因为 半球 面 上 的 小 



































线 这 个 事实 , 这 一 点 也 得 到 了 

















补偿 : ARARA Piy h 直线 是 单位 圆周 内 的 直 的 欧 氏 弦 . 请 注意 此 事 与 图 6-12 


的 类 比 , 在 那个 图 















































FP 球 面 上 的 测 地 线 是 由 地 图 上 的 直线 来 表示 的 , 习题 14 将 会 揭 





示 出 这 个 类 比 并 非 表 面 的 
克 莱 因 模型 的 其 他 性 质 将 在 习题 中 探讨 , 此 刻 我 们 已 经 钓 上 了 一 条 大 鱼 ! 迄今 





为 止 我 们 都 是 专注 于 发 











展 双 曲 平面 上 的 几何 学 , 这 个 平面 乃 是 欧 氏 平面 的 负 向 这 
〈 意 指 为 负 曲率 ) 的 对 应 物 . 而 欧 氏 平面 的 几何 又 可 以 认为 是 | 














何 学 继承 而 来 的 . 这 就 是 说 , 若 (X,Y, Z) 


两 个 无 穷 小 间隔 的 点 之 


i 


A 








iO 





ds 是 















































三 维 欧 氏 空间 的 几 
笛 卡 儿 坐 标 , 则 此 空间 中 




















是 这 个 空间 的 
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把 这 个 公式 限制 在 通常 平 





H 




















ds = VdX2 + dY? + d22, 








的 点 





E, 就 得 到 二 维 





WER LAT, 











所 以 这 就 产生 了 一 个 问 











题 : 是 否 也 存在 一 个 负 向 要 曲 〈 先 不 管 这 话 是 什么 意 








思 ) 的 三 维 欧 氏 空间 的 对 应 物 , 使 得 由 此 对 应 物 在 它 的 “平面 ”上 诱导 出 来 的 几何 


学 自动 地 就 是 双 曲 平面 
为 此 , 我 们 先 来 求 半 球面 








的 几何 学 呢 ? 我 们 








要 证 明 , 这 种 三 台 






































模型 的 度量 , 因为 | 


























AE 












































LBA, 可 知 ds 又 一 次 可 
无 关 , 我 们 可 以 通过 为 ds 选 一 











构造 (6.43) 给 出 , 又 因 da 与 半 








A 











全 双 曲 空间 确实 是 存在 的 . 
庞 加 莱 圆 盘 到 半球 面 











的 球 极 射影 
球面 上 的 ds 的 方向 











| 的 方向 来 简化 我 们 的 构造 . 对 于 庞 加 莱 圆 盘 ， 




























































































ds 的 方向 最 好 是 选取 正 交 于 过 所 研究 的 点 的 直径 , 所 以 在 半球 面 上 的 最 佳 选择 就 
是 这 个 构 形 的 球 极 射影 . 

这 样 , 在 图 6-40b 中 我 们 选 h 直线 1 为 半球 面 的 铅 直 截 口 , 此 截 口 要 通过 N 点 
与 ds 的 出 发 点 . 这 样 一 来 , ! 与 e 都 成 了 半 个 大 圆 : ! 的 平面 是 铅 直 的 , e 的 平面 与 
铅 直 平面 的 倾角 是 ds, 这 两 个 平面 的 交 线 就 是 图 上 所 画 的 在 1 正 下 方 的 单位 圆周 
的 直径 . 

现在 令 我 们 画 的 ds 的 出 发 点 坐标 是 (X, Y, Z), 其 中 X 和 YY 的 方向 恰好 是 


C 的 实 轴 与 虚 轴 方向 , 所 以 Z A 














S 








面 又 正 交 于 半球 面 , 所 以 ds 是 水 平 的 . 而 ds ZEIE FAH 











就 是 (ds/2). 但 是 这 个 角 就 是 1 与 e 的 夹 人 


维 区 域 Z > 0 4 
在 有 了 (6.47) 所 定义 的 了 加 





知 ， 


论 


似乎 就 只 不 过 是 同 义 语 的 反复 而 
我 们 先 从 考虑 双 曲 空间 中 的 一 些 简单 的 运动 开始 . 
平移 而 改变 , 所 以 这 是 一 个 运动 . 它 也 不 会 




















CL 表示 一 点 离 C 的 高 度 . 
































于 ds 正 交 于 4, 1 的 铬 直 
9 (X, Y, 0) 点 所 张 的 角 








这 个 公式 只 描述 了 半球 面 


al 这 样 , 半球 面 














模型 的 度量 就 是 





_ ds 


ds z` 


(6.47) 

















上 的 点 的 h 间隔 , 但 

















C 中 的 点 距 严 格 位 于 C 





是 我 们 完全 可 以 








用 它 来 定义 三 








FP 任意 两 个 无 穷 小 间隔 的 点 的 b 间隔 . 这 个 位 于 C 之 
E 离 后 , 就 称 为 三 维 双 曲 空间 的 半空 间 模 型 . 
E 离 是 无 穷 大 , 对 此 我 











MW EAI hE 








总 之 , C 就 表示 双 曲 空 | 
至 此 为 止 , 说 由 (6.47) 





Az 
诱导 出 


司 的 二 维 天 际 面 或 称 为 其 无 穷 远 球面 . 








上 方 的 区 域 ， 
由 (6.47) 即 
门 不 来 详细 讨 



































VIZ. 





来 的 半球 面 





























dê 很 明显 











上 的 几何 学 就 是 双 曲 
ST. 为 了 进而 看 到 这 个 思想 


因 以 原点 为 中 心 的 








看 的 几何 学 ， 
里 还 真正 有 点 东西 ， 
不 会 因 平行 于 C 的 
Éi (X, Y, Z) => 



























































(KX, KY, kZ) 而 改变 . 更 为 一 般 地 说 , 以 C 之 任意 点 为 中 心 的 伸缩 都 会 保持 ds, 所 
以 这 也 是 一 个 运动 . 











把 这 两 种 运动 都 用 于 我 们 正在 





在 半空 间 模 型 中 , 每 个 正 交 于 C 的 半球 面 都 是 双 曲 平面 . 














究 的 以 原点 为 中 心 的 半球 面 , 就 会 看 到 : 


(6.48) 
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在 欧 氏 几何 中 两 个 平面 的 交 线 都 是 直线 , 这 就 暗示 我 们 , 一 条 h 直线 应 该 是 两 个 双 


























| Z. 









































知 的 事 是 一 致 的 : 半球 面 模型 中 的 h 直线 就 是 正 交 于 C 的 半圆 周 . 




















平面 的 交 线 . 这 样 , 我 们 就 能 预期 到 , 每 个 正 交 于 C 的 半圆 周 都 是 h 直线 , 这 是 
因为 每 个 这 样 的 半圆 周 都 是 两 个 正 交 于 C 的 半球 面 的 交 线 . 注意 , 这 与 一 件 我 们 已 


让 我 们 暂时 加 到 三 维 几 何 . 图 6-41 画 出 了 贝尔 特 拉 米 是 怎样 从 他 的 半球 面 模 
型 得 到 上 半 平 面 模型 的 . 令 9 为 半球 面 边缘 上 的 一 点 , 用 球 极 射影 把 这 个 半球 面 投 

































































E 意 切 平面 都 可 





影 到 它 在 q 之 对 径 点 (图 6-41 上 的 黑 点 ) 处 的 切 平面 上 一 一 其 实 外 






































以 . 因为 球 极 射影 保持 圆周 和 角 , 所 以 半球 面 上 一 个 典型 的 h 直线 被 映 为 此 切 平面 






































的 上 半 平 面 的 正 交 于 底 边 的 半圆 周 , 而 过 g 的 h 直线 被 映 为 铅 直 直 















































图 6-41 























线 . 


因为 这 些 象 都 是 h 直线 , 所 以 看 起 来 我 们 已 得 出 了 庞 加 莱 的 上 半 和 平面 , 但 是 






































为 了 确定 这 一 点 , 我 们 还 要 检验 一 下 这 个 半 平 面 上 是 否 因此 而 真正 赋 有 了 由 (6.31) 




















给 出 的 度量 . 因为 球 极 射影 是 共 形 的 , 我 们 可 以 再 用 一 次 (6.43). 取 ! 为 一 过 4 的 

















h 直线 之 象 , 从 图 上 立即 可 以 看 到 ds = (ds/2). 其 实 这 就 是 (6.31), 
同 而 已 . 

















出 | 


我 们 就 这 样 回 到 了 我 们 的 出 发 点 半 和 平面 , 但 是 重 回 故地 时 我 们 已 经 比 出 





























只 不 过 记号 不 














发 时 聪明 多 了 . 再 看 一 下 (6.47), 我 们 认 出 了 这 个 正 交 于 C 的 半 平 面 就 是 双 曲 空间 











里 的 双 曲 平面 . 这 也 揭露 出 了 球 极 射影 在 图 6-41 中 的 真正 作用 . 

















我 们 知道 , 由 g 出 发 的 球 极 射 影 就 是 对 于 以 q 为 中 心 的 球面 K 之 反 演 Tr 在 




















此 半球 面 上 的 限制 . 用 与 平面 情况 相同 的 论证 〈 见 图 6-22b) ,我们 看 到 Te 保持 度 























量 (6.47), 所 以 它 是 双 曲 空间 的 一 个 运动 , 而 将 h 直线 变 为 bh 直线 ， 



































将 了 平面 变 为 

















h 平面 . 此 外 , (6.48) 还 告诉 我 们 K 也 是 这 个 双 曲 空间 中 的 双 曲 平面 , 因此 我 们 怀 
疑 Zk 就 是 对 这 个 上 平面 的 反射 . 只 要 推广 图 6-23b 的 论证 就 可 以 证 实 这 一 点 [ 练 
































习 ]. 所 以 我 们 就 有 了 (6.38) 的 如 下 推广 : 





对 于 正 交 于 天 际 面 的 半球 面 K 的 反 演 就 是 双 曲 空间 对 上 平面 K 
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探讨 双 曲 空间 中 的 运动 已 经 超过 了 本 书 的 范围 然而 , 让 我 们 至 少 描述 一 下 
个 特别 美丽 的 结果 . 
正如 一 个 h 平面 上 的 任意 保 向 运动 都 是 对 其 中 两 条 h 直线 的 反射 的 复合 , 双 

































































| 空间 中 的 任意 保 向 运动 也 是 对 其 中 的 b 平面 的 四 个 反射 的 复合 . 这 样 在 以 C 为 
天 际 面 的 上 半空 间 模型 中 , 这 样 一 个 运动 就 是 对 球 心 在 C 上 的 球面 做 的 四 个 反 演 









































的 复合 . 如 果 我 们 


BE i 




















| 在 C 上 之 点 , 则 对 这 样 一 个 球面 的 反 演 就 成 了 C 上 对 于 




















个 圆周 的 二 维 反 演 , 这 个 圆周 就 是 K 与 C 相交 而 成 的 亦 道 圆 周 . 反之 , C 上 对 









































一 个 圆周 的 反 演 也 一 定 可 以 唯一 地 拓展 为 空间 的 反 演 : 只 要 做 一 个 球面 以 大 为 


赤道 就 行 了 


























这 样 , 双 曲 空间 的 每 一 个 保 向 运动 最 终 都 可 以 用 天 际 面 ( 即 C) 上 的 东西 表示 




















为 对 四 个 圆周 反 演 的 复合 , 而 这 正 是 复 平面 C 上 的 最 一 般 的 默 比 乌 斯 变换 


庞 加 莱 在 1883 年 发 现 了 这 个 奇特 的 事实 . 





az+b, 
cz+d 





z= M(z) = 

















我 们 已 经 看 见 : 双 曲 平面 、 欧 氏 平 面 和 球面 上 的 保 向 运动 之 群 , 都 是 这 个 一 般 
的 默 比 乌 斯 变换 的 群 之 子 群 . 我 们 马上 就 会 看 到 , 这 个 事实 有 一 个 十 分 引 人 注 目的 

















几何 解释 . 






































希 尔 伯 特 关于 常 值 负 曲率 曲面 的 结果 表明 , 三 维 欧 氏 几何 不 可 能 为 双 曲 平面 提 








供 一 个 模型 . 然而 ， 






































令 人 惊奇 的 是 , 三 维 双 曲 空间 确实 包含 了 一 些 曲 面 , 其 内 区 几何 



































正 是 欧 氏 几何 ! 事实 上 , 极限 球面 (它们 是 极限 圆 的 推广 ) 就 是 这 种 曲面. 与 图 6-28 
相 类 似 , 切 于 C 的 欧 氏 球面 以 及 平行 于 C 的 平面 Z = 常数 都 是 极限 球面 . 

































































在 我 们 的 双 曲 














空间 模型 中 , 正 交 于 C 的 铅 直 平面 看 起 来 是 平坦 的 , 而 其 实 是 内 






































草地 为 弯曲 的 双 曲 平面 . 但 是 , 一 个 极限 球面 2 = 常数 不 仅 看 起 来 是 平坦 的 , 而 且 



































真 的 是 平坦 的 . 因为 它 从 围绕 着 它 的 空间 的 度量 (6.47) 继承 来 的 度量 是 


而 这 就 是 欧 氏 平面 的 度量 ! 
于 是 , 欧 氏 平面 几何 中 的 运动 现在 可 以 看 作 双 曲 空间 中 那些 把 这 个 内 绽 地 平坦 





ds = (常数 )dqs， 






























































的 极限 球面 映 为 其 自身 的 运动 . 很 清楚 , 这 些 运动 就 是 对 铬 直 平 面 的 反射 〈 也 就 是 
对 正 交 于 这 些 极限 球面 的 h 平面 的 h 反射 ) 的 复合 . 这 样 , 欧 氏 平面 的 保 向 运动 群 ， 



























































在 天 际 面 C 上 就 表现 为 默 比 乌 斯 变换 的 子 群 . 

















至 于 球面 几何 











, 我 们 是 从 把 h 球面 定义 为 到 一 个 定点 CB h RU AE h 距 












































离 的 点 的 集合 . 不 难 
然 它 们 的 bh 球 心 不 




















E 看 到 , 这 些 h 球面 , 在 半空 间 模型 中 是 由 欧 氏 球面 来 表示 的 , R 





























定 就 是 欧 几 里 得 球 心 . 








© Thurston [1997 























是 关于 这 些 运 动 的 极 佳 的 信息 来 源 . 
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虽然 在 这 个 模型 中 














何 , 就 是 欧 氏 名 








E 间 中 的 通 












































不 是 马上 就 可 以 明显 地 看 到 , 这 样 一 个 h ETAT A ZL 












































双 








显然 ， 





























一 样 , 可 以 看 作 双 曲 空 | 


常 的 球面 (但 半径 不 同 ) 的 内 强 儿 何 , 但 是 这 是 可 以 证 
的 [见习 题 27]. 这 个 球面 的 运动 , 和 极限 球面 
球面 为 其 自身 的 运动 . 它们 也 是 对 正 交 于 此 h 球面 的 h 平面 的 h 反射 之 复合 ， 
我 们 又 一 次 达到 默 比 马 斯 变换 的 一 个 子 群 . 
| 平面 的 运动 也 可 以 这 样 来 看 , 所 以 现在 我 们 就 可 以 用 一 个 合适 的 高 
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EJP ERE h 


潮 来 结束 本 章 : 二 维 的 双 曲 几何 、 欧 氏 几 何 和 球面 几何 都 被 包括 在 三 维 的 双 曲 几何 
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进一步 阅读 的 材料 。Penrose [1978] IT tat JLT RIAI 











PSC; 关于 微 


分 几何 的 具体 材料 , 可 见 McCleary [1994], do Carmo [1994] 或 O’Neill [1996]， 如 




















果 想 知道 更 多 关于 双 














[1997] 这 些 杰 出 的 著作 . 


1. 在 一 个 适当 的 瓜 果 表面 上 画 
测 地 线 . 这 就 把 A 分 成 了 两 个 测 地 三 
即 €(A) = E(A,) +E 
2. 推广 3.4.3 节 中 得 出 特例 
的 平面 TL 的 反射 
Tr 在 球面 
Sa HEll 











空间 中 





3. 令 C 为 C 
出 Zo BRAK 





























i=} 
xe M, 


A 





以 自 














图 6-14 的 论证 
是 说 , F w= Tolz), W ô 
HFE (6.18) 如 
4. 用 3.7.3 节 的 


则 








5. 证 明 默 





比 乌 











6.4 
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题 



































个 测 地 三 























42) . 把 这 个 分 














(3.17) 的 论证 ， 
RAG, 如 6.2.2 THA 


É 和 ,从 它 的 一 个 顶点 到 





1 几何 的 材料 , 可 见 Stillwell [1989, 1992, 1996] 以 及 Thurston 


对 边 的 任 一 点 连 一 条 














WB, 记 为 A 和 As. 证 























剖 过 程 继续 下 去 ， 




































































上 的 限制 , 这 里 K AED. 
上 一 点 , 考虑 Ix 对 村 
上 一 个 圆 
也 诱导 出 





























3.41) 来 证 明 , ARES 



































以 解释 (6.18). 就 是 说 , 把 对 球面 的 反射 
6-8 那样 ,又 把 球 极 射影 看 成 三 维 








Fara E 是 可 加 的 ， 
此 导出 : (6.5) Ai (6.6). 

















对 






































过 北极 为 中 心 、V2 为 半径 的 球面 ( 见 图 6-13b) , I 
Fa, IL 和 Rula) 的 效果 . 


fl, Ô 是 它 在 E 上 的 球 极 射影 象 . 若 C 是 一 个 大 圆 , 则 (6.18) 指 





D 上 对 Ô 的 反射 , 但 车 C 是 任意 圆周 , 又 会 诱导 出 什么 变换 ? HE 
来 证 明 Io 变 成 由 的 射影 , 这 里 v 是 沿 C 与 习 相 切 的 圆锥 顶点 . 也 就 
是 一 空间 直线 与 D 的 第 二 个 交点 ,出 
何 可 以 看 作 这 个 更 一 般 结果 的 极限 状况 . 

其 变换 M(z) 有 不 动 点 E+, 而 

















1 
pa=| 

















二 全 | 
一 <_ 

&é,=a,m=e%",€ =—(1/a), 导出 6.2.4 节 的 (6.19). [提示 : 对 于 默 比 乌 
也 以 一 个 常数 去 乘 .] 
斯 变换 (6.20) 确实 适合 微分 方程 (6.17). 











Vm 0 
0 1/vm 


| 


一 上 _ 














ws 











直线 经 过 顶点 v 和 点 2. 


5 E+ 相关 的 乘 子 

















斯 矩阵 可 


6. (i) 定义 四 元 数 V = v 十 Y MSE V AA Ee Se V. 证 明 V=V* =wv 一 V， 


























此 导出 当 且 仅 当 立 = 一 V 时 , V 才 是 一 个 纯 四 元 数 ( 纯 虚数 的 类 比 物 ). 




































































6.4 J 题 293 
(ii) 类 比 于 复数 的 长 度 , EX V ZEA |V| X [V]? = VV. WE [V]? = o2+IVP2 = 网 ?. 
(iit) 车 |V| = 1, 则 称 V 为 单位 四 元 数 . 验证 RY [I (6.28)] 是 一 个 单位 四 元 数 且 R = 
[RY]” =R”? 
(iv) 证 明 : VW = W Y, 并 导出 [VW] = [Vw]. 这 样 , 例如 , 两 个 单位 四 元 数 之 积 仍 是 一 
个 单位 四 元 数 . 
(v) 证 明 ; 当 且 仅 当 A? = -1 时 , A 才 是 一 个 纯 的 单位 四 元 数 
(vi) 证明: 对 于 任意 四 元 数 Q 都 可 以 找到 vw A y JE O 表示 为 Q = |QIRY. 





















































































































































































































































(vii) 设 将 变换 (6.29) HE A P P= QPE , 其 中 Q 是 任意 四 元 数 . 在 此 解释 下 , 导出 
Q 表示 空间 中 的 伸缩 旋转 , 两 个 四 元 数 乘积 表示 相应 伸缩 旋转 之 复合 . [这 与 第 1 章 
末尾 所 说 的 视 四 元 数 为 四 维 向 量 一 致 :] 

7. [做 此 题 前 需 先 做 上 题 ]. (6.29) 的 以 下 证 明 是 基于 柯 克 斯 特 的 一 篇 论文 : H. S. M. Coxter 

[1946]. 

(i) 用 (6.27) 来 证 明 纯 四 元 数 PG A 正 交 当 且 仅 当 PA+ AP = 0. 
(ii) 若 信 有 单位 长 , 使 得 A? = 一 1, 证 明 以 上 方程 可 写 为 卫 = APA. 

(iii) 现 将 纯 的 单位 四 元 数 A 固定 , 但 令 P 表示 任意 的 纯 四 元 数 . S Ta 表示 以 A 为 法 

向 量 而 且 过 原点 的 平面 ( 它 的 方程 为 也. 4 = 0) , 考虑 变换 

P > P’ = APA. (6.49) 
WH: (a) P 自动 地 为 纯 四 元 数 , A IP’) = |P|, 这 样 (6.49) 表示 空间 中 的 运动 ; 
(b) Ha 上 的 每 点 均 不 动 ; (c) 每 个 正 交 于 Tha 的 向 量 均 被 反 向 . 由 此 导出 : (6.49) 表 











示 空 间 对 Ma 的 反射 Roy. 














































































































人 ES: AH HA 到 第 二 个 平面 Is 之 角 为 (%/2), 而 沿 此 两 平面 的 交 线 之 单位 向 量 
AV, 则 旋转 RY = (Ro, o Roz) 可 写 为 
P + P = (BA)P(AB) = (—BA)P(—BA). 
(v) 用 (6.27) 证 明 : 一 BA = cos(w/2) + V sin(w/2), 由 此 同时 证 明 (6.29) 与 (6.28). 

















. 下 面 是 (6.29) 之 另 证 . 如 正文 中 所 设 , P 是 端点 为 单位 球面 上 一 点 方 的 单位 向 量 ， 

















大 把 p 






































与 方 的 球 极 射影 象 p 与 六 
P 的 旋转 可 以 表示 为 

















FE 2x2 FERE. 








这 里 RY 


] 齐 次 坐标 向 量 即 C? 中 的 p 4G p 来 表示 , 则 我 们 知道 





p 到 














pm p= Ryp. 


(i) 证 明 在 章 次 坐标 下 , 3.4.5 节 的 (3.20) 成 为 


2p1P2 


_ |pil? p2? 





X +iY = 








O 这 里 增加 一 个 提示 : RY 中 的 V 适合 [V|? = 1. 一 一 译 者 注 





[pa]? + |pz|2 


[pa]? + [p22 ` 
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(ii) 为 了 简化 此 式 , 记 住 p 的 倍数 仍 表示 C 上 的 同一 点 p, 因此 可 选 p 之“ 长度” 恰好 
为 V2: 





(p,p) = |pil? + [p2]? = 2. 
这 样 选 定 p 后 , (i) 中 的 式 子 可 以 写 为 


T sl AETA 
pop, P2P2 p2 a 








1 十 和 X +iY 



































X-iY 1-Z 
(iti) 验证 
1+Z X+iY 
T ee i 
X-iY 1-Z 
Gv) 由 此 导出 
1- iP = RyY(1 — iP) [r] = 1 -iRY PRS”, 


(6.29) 也 就 立即 得 出 
9. (i) 图 6-40a 画 的 是 把 庞 加 































































































释 为 什么 由 圆 盘 到 其 自身 的 净 映 射 > 2! 可 用 下 面 的 图 6-42a 来 表示 , 其 中 C 是 
经 过 z 点 而 且 与 单位 圆周 U 正 交 的 任意 圆周 . 
(ii) 下面 的 图 6-42b 则 是 图 6-40a 的 过 2 与 z 的 垂直 截面 . 由 此 导出 
lz‘) 1 a 2 
a b’ |z b’ 























KRA — A z ENKARA z 的 两 步 过程 , 解 


























En 






























































将 此 二 式 相 乘 , 导出 z = Tz. 
[这 样 我 们 又 得 出 3.4.5 节 (3.20) 的 一 个 几何 解释 .] 
(iii) 这 个 公式 也 可 由 图 6-42a 直接 导出 , 而 不 需 半 球面 之 助 . 重 画 此 图 而 使 C 与 0z i 
交 . 用 几何 解释 为 什么 C 的 中 心 既 可 认为 是 Zu(z), 又 可 认为 是 z 与 Zr(z) 的 
点 . 由 此 得 出 












































a Th 















































1/97 = Tole!) = 5 [2 + Dol] = 5 l+ (1/2) , 
此 立即 可 得 (ii) 中 的 结果 . 



































6-42 























10. 把 球面 看 作 由 半圆 周旋 转 而 成 的 旋转 曲面 . 严格 类 比 于 图 6-20 中 做 伪 球 面 的 地 图 的 方法 
做 出 球面 的 共 形 地 图 . 证 明 这 就 是 在 第 5 章 习 题 14 中 得 到 的 麦 卡 托 地 图 . 
































STP 

















11. (i) 证 明 双 曲 平面 上 以 p 为 h 半径 的 h 圆周 的 周 长 是 2rsinhp . [提示 : 把 h 圆周 表 
示 为 庞 加 莱 圆 盘 中 以 原点 为 中 心 的 欧 氏 圆周 .] 
(ii) 让 半径 为 R 的 球面 上 的 居民 画 一 个 以 p 为 〈 内 看 ) 半径 的 加 
周 长 为 2xRsin(p/R). 证 明 : 若 取 此 球面 的 半径 为 R= i, B 
题 14 比较 .] 
12. $ L5 M 为 单位 圆周 的 两 条 相交 的 弦 , ! 与 m 分 别 为 工 M 两 端的 一 对 切线 之 交点 ， 
见 图 6-43a. 在 克 莱 因 模型 中 , 证 明 : HANA 在 M (之 延长 线 ) 上 , mm TEL (之 延长 
线 ) EIN, L5 M 才 是 正 交 的 h 直线 . 


























Bad. 用 初等 几何 证 明 其 
3 0 中 的 公式 ! [与 习 
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图 6-43 








13. $ z= r’ 为 双 曲 平面 的 克 莱 因 模型 的 一 点 . 

(i) 在 位 于 克 莱 因 模型 上 方 的 半球 面 上 画 出 一 些 圆周 > = 常数 与 一 些 射线 = 常数 的 
铅 直 向 上 的 投影 . 虽然 一 般 来 说 在 元 莱 因 模型 中 角 会 被 改变 , 证 明 这 些 圆周 和 射线 却 
是 正 交 的 , 与 它们 看 起 来 也 正 交 是 一 致 的 . 也 请 注意 欧 氏 圆周 7 = 常数 也 是 h 圆周 . 
(ii) 图 6-43b 画 出 了 半球 面 模型 与 克 莱 因 模 型 过 射线 9 = 常数 的 铅 直 截 口 . 若 点 z 沿 此 
射线 向 外 移动 dr, 用 ds 记 其 在 半球 面 上 的 铅 直 射影 的 运动 , 解释 为 什么 图 上 两 个 阴 
影 三 角形 相似 , 并 导出 ds = (dr/2). 
Gii) 用 半球 面 上 的 度量 (6.47) 证 明 : 克 莱 因 模型 中 极 坐 标 为 (r,0) 和 (r+ dr, 0) 的 两 点 
的 间隔 dêr, 由 下 式 给 出 : 


















































































































































































































































、 d 
dêr = e 
值得 注意 的 是 , 这 表示 H {0, 2} WARA EKRA (6.45) 只 相差 一 个 医 
T 2!) 
(iv) 用 同样 方法 〈 即 向 半球 面 做 投影 ) 证 明 : 点 (7,0) 与 (0 二 db) 的 bh 间隔 dse 为 
dé = rd 
°= JI rE. 
(v) 由 此 导出 点 (r,0) 5 (r+dr,0+d0) 的 h 间隔 ds 由 以 下 公式 ( 见 Beltrami [1868]) 
给 出 : 
gue: dr? r?dé? (6.50) 





G-A tae 
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14. (i) 图 6-44 是 把 单位 球面 上 一 个 大 圆 的 球 极 射影 象 与 射影 象 [ 见 图 6-12] 和 登 合 而 成 的 . 
令 zs 与 zp HERMES (¢, 0) 之 点 的 球 极 射影 象 与 射影 象 . 由 第 3 EEK) (3.21), zs = 


cot($/2)e”. 证 明 zp = [—tan dle, 并 由 此 导出 
22s 





















































请 与 习题 9 比较 ! 








W A 


Kl 6-44 
(在 半球 面 上 做 如 下 曲线 的 草图 ,使 它们 被 中 心 投 影 为 圆周 |zo| = 常数 ， 以 及 射线 
rg Zp 二 常数 . 虽然 在 射影 模型 中 , 角度 一 般 都 会 被 改变 , 但 这 些 圆周 和 射线 确实 是 
E 交 的 , 与 它们 的 表 观 形象 相同 . 
(iii) 现在 令 球 面 半径 为 R, 而 把 点 (6,0) 的 射影 象 写 为 zp = r. 于 是 7 = 一 Rtan 
证 明 : 若 zp 沿 射线 0 = 常数 移动 dr, 则 球面 上 的 相应 点 移动 的 距离 da 是 
= dr 

1+ (r/R 


(iv) 与 此 类 似 , 证 明 球 面 上 相应 于 地 图 上 的 (r,0) 与 (r, 0 + d0) 的 两 点 的 间隔 dse 为 












































Ee; S 











dêr 














= rdé 
— V1 + C/R 
(v) 导出 球面 上 相应 于 (7,0) 和 (r + dr, 0 + d0) 的 两 点 的 球面 间隔 ds 为 


dég 

















de? = dr? 7 7r2d02 | 
(1+ (r/R)?)? 1+(7/R)? 
(vi) 下 面 是 一 个 “狂想 ?: 说 不 定 只 要 许可 球面 的 半径 R 取 虚 值 iR, 就 可 以 得 到 具有 常 
值 负 曲率 k= —(1/R?) = 十 1/(iR)? 的 曲面 . 请 验证 , 若 在 上 式 中 令 R =i, 就 会 得 
到 双 曲 平面 的 贝尔 特 拉 米 度量 (6.50)! [要 想 这 个 狂想 真正 有 意义 ,就 必须 转 到 爱 医 
折 坦 的 相对 论 ; JL Thurston [1997].] 
15. WA 10 张 纸 , 并 且 沿 着 其 三 个 边 用 订 书 机 钉 好 . 用 圆规 在 最 上 面 一 张 纸 上 画 一 个 能 帘 
松 地 容纳 于 纸 内 的 圆 . 在 圆心 把 10 张 纸 穿孔 订 透 . 用 剪刀 把 它们 剪 下 来 成 10 个 完全 一 
样 的 半径 为 R 的 圆 盘 . 然后 再 用 20 张 纸 这 样 做 , 使 圆 盘 数 加 倍 . 
(i) CES a BE BY SS I, 把 它 的 两 边 连 起 来 做 成 一 个 圆锥 , 对 其 他 圆 盘 也 这 样 
i, 但 剪 去 的 扇形 顶 角 越 来 越 大 , 于 是 得 到 的 圆锥 越 来 越 尖 越 高 . 请 保证 做 到 最 后 一 























































































































































































































































































































16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 
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圆锥 时 ， 








只 留 下 不 到 2 KA 
定点 处 . 


























同一 个 医 
(ii) 把 这 些 区 

















a FE 








家 次 套 在 一 起 使 它们 丰 
一 个 半径 为 R 的 伪 球 面 的 部 分 模型 . 抓 伯 你 做 的 这 杂 纸 花 的 项 舞动 ,这样 





6.4 J 题 297 
盘 . 这 样 做 出 一 个 很 尖 的 锥 , 把 所 有 的 锥 的 锥 顶 都 放 在 
KERJA, 好 像 一 条 纸 花 一 样 . 解释 如 何 做 出 了 



































就 可 以 造 







































































































































































































































































出 新 的 奇形怪状 (外 观 上 不 对 称 ) 的 常 值 负 曲率 曲面 ! 
Gii) 按 同 样 的 思想 做 一 个 像 圆 盘 形 状 的 “ 双 曲 纸 ”, 例如 , 只 要 从 你 的 伪 球 面 上 切 下 一 个 
圆 盘 就 行 , 验证 一 下 , 总 可 以 把 它 贴 在 伪 球 面 上 而 让 它 自由 滑动 或 旋转 . 
一 根 相 当 短 的 线 , 在 上 题 的 玩具 伪 球 面 上 拉 紧 , 画 出 一 个 典型 的 测 地 线段 . 把 它 从 两 端 
名 两 个 方向 延长 , 但 每 次 都 用 原来 那 一 段 线 来 延长 ， 请 注意 测 地 线 围 绕 伪 球面 的 奇特 方 
w: ME RSET ABE, 它 就 会 癌 下 环绕 . 
i) 用 上 半 平 面 来 从 数学 上 验证 , 上 忠 物 母线 是 仅 有 的 可 以 延伸 到 顶 的 测 地 线 . 
(ii) 令 工 为 一 典型 的 测 地 线 , 在 工人 碰 到 边缘 o = 0 Ab, L 与 忠 物 母线 所 成 的 角 记 为 a. 
证 明 : L 可 以 沿 伪 球 面 上 行 的 最 大 距离 为 cmax = |lnsinal. 
设 在 zy 平面 上 有 一 曲面 的 共 形 地 图 , 其 度量 是 由 (6.15) 给 出 的 : 




















ds = Ads = 











微分 几何 中 有 
































A(x, y) dr? + dy?. 


个 漂亮 的 结果 说 , 此 曲面 上 任 一 点 的 高 斯 曲率 为 


A= (82 +02) 为 拉 普 拉 斯 算 子 





are ee 


A2 























球面 的 球 极 射影 地 图 























面 的 半 平 面 模型 





和 








= 
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盘 模型 的 度 引 






































为 导出 度量 (6.44)， 考 
点 发 出 的 一 个 无 穷 小 向 
义 ) dw 的 长度 ds 就 是 dz 的 长度 


j 庞 加 莱 圆 盘 重 新 导出 


E (6.31) 和 (6.44) 来 试验 一 下 这 个 结果 . 
F 行 角 公 式 tan(II2) = eP. [提示 : 令 一 条 h 直线 为 





的 度量 





(6.16) 以 及 双 曲 平 
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eth 








上 半 和 平面 到 庞 加 莱 





圆 盘 的 映射 (6.42): z> w = D(z). 由 > 

















dz 被 伸 扭 为 


E: 
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发 出 的 无 穷 小 向 量 dw = D'(z)dz, 而 ( 




















2|dw 











.证 明 下 式 , 从 而 验证 (6.44): 





= Jde] ag 





1—|w 












































|2 Imz 





























42 HEISE SII A SR 2 w = M34(z)， 用 上 题 通过 计算 的 方法 来 证 明 
z= w 是 一 个 双 曲 运动 , 即 保持 度量 : 

2ldqwl _,,_ 2ļdz| 

I= = E 
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le 


te 








F 面 , 绕 点 i 旋转 
































R?(2) = ; 








cz +s 


IRE o H h 旋转 RE 

















PVP ER EG WRA Hh: 
































—szte’ 


JUPAS 3 种 方法 证 明 此 式 . 


中 c= cos($/2), s =sin(¢/2). 


AE 
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(i) 证 明 RPG) =i, WA {R?G)} O =e. 为 什么 这 样 就 证 明了 所 需 的 结果 ? 

(ii) 用 反 演 公式 [IL 3.2.1 节 (3.4)] 计算 出 R? = (Rp o Ra), 这 里 A AM B ÆN i 而 且 成 
fi (6/2) Wh 直线. [提示 : 取 4 为 虚 轴 , 画 个 草图 来 说 明 半 圆周 B 的 中 心 是 c/s, 
径 是 1/s.| 

(iii) 描述 并 解释 (Do RÊ o D-!) 对 于 庞 加 莱 圆 盘 的 效果 , 这 里 D 是 由 上 半 平 面 到 庞 加 
昼 盘 的 映射 (6.42). 证 明 






































































































































J: 
as 








am 











(Do RÝ oD 1)(z) = ez. 























把 它 用 默 比 乌 斯 矩阵 之 积 表示 出 来 , 并 解 出 矩阵 keak 
22. (i) 对 图 6-44a, 证 明 上 半 平 面 两 点 的 h 间隔 可 以 用 交 比 来 表示 ; 





















































H{a, b} = lnla, B, b, A]. 























[提示 : 做 一 个 以 a 为 中 心 的 h 旋转 把 b 映 到 在 a 正 上 方 的 位 置 .] 
(ii) 证 明 此 公式 也 可 以 用 于 图 6-45b 中 的 庞 加 莱 圆 盘 . 



























































6-45 


23. (i) SaM Æ EWKA, aM z 是 它们 在 C 上 的 球 极 射影 象 . Æ S{a,z} 是 a 和 
2 (在 球面 上 ) 的 距离 , 证 明 








S{a, z} = 2arctan 





Sh 
02z 十 1| 








[提示 : 用 (6.20) 把 a 映 到 原点 .] 
(ii) THEOL DEINE LALLA h 距离 公式 (6.46) 可 以 重 写 为 

















z—a 


Hf{a,z} = 2arctanh | — ; 
az— 1 





























一 个 简单 的 草图 证 明 z f(z) = -Z EER EAR E). 
(i) 令 MA 为 任意 反 向 运动 通过 构造 (f o M) 来 证 明 





























Ae 7 b etsy: 
M(z) = a, 其 中 a, b, c, d 为 实数 , 而 且 (ad — be) > 0. 













































































(iii) 用 此 公式 证 明 M ERRE ( 即 实 轴 ) 上 有 两 个 不 动 点 . 车工 是 以 这 两 点 为 端点 的 
直线 , 解释 为 什么 LEM 下 不 变 . 





Be 

















(iv) 证 明 M 恒 为 滑动 反射 : 即 沿 L 做 一 个 bh 平移 , 再 继 以 对 工 之 h 反射 (或 者 先 做 h 
反射 ) . 
. 已 知 一 点 p 不 在 直线 LE, 做 一 个 以 p 为 中 心 、p 为 h 半径 的 h 圆周 C. 再 过 p 做 
EXF LH h 直线 , 使 之 与 艺 相交 于 q 再 以 q 为 中 心 、p 为 h 半径 做 一 hh A 
d 为 它 与 工 的 一 个 交点 . 过 9' 再 做 一 正 交 于 工 AN hh 直线 , 交 C F a Alb. 证 明 : 
到 a All b 的 两 条 h 直线 是 互相 渐 近 的 ! [提示 : 取 荆 为 上 半 平 面 中 的 铅 直 直 线 .] 如 果 在 欧 
氏 平面 上 做 此 图 , 会 发 生 什 么 事 ? 
.做 一 双 曲 三 角形 A 的 草图 , 使 其 顶点 ( 逆 时 针 方 向 ) 为 a, b, c © € 是 由 a 发 出 的 ,方向 
为 边 ab 的 无 穷 小 向 量 . 用 沿 此 边 方向 的 h 平移 把 移 到 b, 再 沿 方向 bc 把 它 移 到 c 最 
后 又 沿 ca 方向 把 它 移 回 到 a. 在 欧 氏 几何 中 , 这 3 个 平移 会 互相 抵消 , E 会 原样 不 动 . 用 
你 的 草图 证 明 , 在 双 曲 几何 中 , 这 3 个 h 平移 的 复合 是 绕 顶 点 a 旋转 E(A) 的 旋转 . 
[ 设 A 是 一 个 任意 的 变 曲 率 曲 面 $ 上 的 测 地 三 角形 . 如 果 S 上 的 一 个 居民 想 沿 “ 直 
线 ”( 即 测 地 线 ) 平移 E, 他 就 只 需 保 持 E 的 长 度 及 其 与 “直线 ”的 交角 不 变 . 这 在 微分 几 
何 中 称 为 平行 移动 . 这 时 , 上 面 的 论证 仍 成 立 , 所 以 当 € 被 平行 移动 绕 过 A 时 , 回 到 原 处 
就 旋转 了 一 个 角 E(A). 由 (6.6), 这 个 旋转 角 就 是 A 内 部 的 总 曲率 .] 
和 平面 到 庞 加 莱 圆 盘 的 变换 以 得 出 双 曲 空间 在 单位 球面 内 的 一 个 模型 ， 描述 h 
直线 , h 平面 、h 球面 以 及 极限 球面 在 此 模型 中 的 模样 , 并 解释 为 什么 一 个 h 球面 内 列 地 
与 一 个 不 同 半径 的 欧 氏 球面 相同 . 
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第 7 章 ”环绕 数 与 拓扑 学 


在 本 章 中 我 们 将 要 研究 一 个 简单 但 非常 强大 的 概念 , 即 一 个 环 路 绕 一 个 点 的 次 
数 . 我 们 在 第 2 章 里 已 经 看 到 , 在 理解 多 值 函数 时 需要 这 个 概念 , 下 一 章 中 我 们 还 
会 看 见 , 它 在 理解 复 积分 时 也 会 起 同样 关键 的 作用 . 然而 , 只 有 前 两 节 (到 (7.2) 为 
止 ) 才 真正 是 研究 复 积分 的 前 提 条 件 , 其 余部 分 什么 时 候 读 都 可 以 . 如 果 急 于 要 学 
积分 学 , 完全 可 以 跳 过 本 章 其 余部 分 , 以 后 再 回来 学 习 .” 




























































































71 环 绕 数 


7.1.1 EX 


顾名思义 , 环绕 数 v(L,0) 就 是 当 点 z 治 一 闭环 路 OL, 按照 其 上 已 给 定 的 方向 ， 
绕 过 原点 一 周 时 , 由 0 到 z 的 向 量 旋 转 的 总 次 数 . 螺 柱 上 的 螺母 可 以 很 好 地 说 明 
“ 净 旋 转 ” 的 含义 : 把 螺母 向 这 边 拧 几 圈 又 反 过 来 拧 几 圈 , 螺母 最 终 离 出 发 点 的 距 
离 就 可 以 度量 它们 的 “ 净 旋 转 ”. 

7-1 画 了 6 个 闭环 , 并 且 写 出 了 相应 的 环绕 数 . 可 以 从 每 条 曲线 上 的 随意 一 
点 开始 , 并 用 手指 沿 着 曲线 移动 : 先 把 环绕 的 圈 数 定 为 0, 当 此 向 量 沿 正 向 ( 逆 时 针 
方向 ) 转 了 一 圈 就 加 1, 沿 负 向 ( 顺 时 针 方向 ) 转 了 一 圈 就 减 1. 回 到 起 点 时 的 最 终 
读数 就 是 此 环 路 的 环绕 数 . 



























































考虑 环 路 绕 一 点 p 而 不 是 原点 旋转 的 环绕 数 时 常 是 有 用 的 , 此 数 相应 地 记 作 























@ 但 这 不 等 于 说 前 两 节 以 后 的 材料 不 属于 复 分 析 的 基本 内 容 , 而 只 是 说 它们 对 于 理解 积分 理论 并 非 不 
可 少 的 前 提 , 本 书 前 言 中 “怎样 教 这 本 书 ”里 讲 得 很 清楚 : 它们 仍然 是 传统 复 分 析 课程 不 可 少 的 部 
分 VERE 



































7.1 环绕 数 301 











z( 工 ,2 四 .这 时 不 考虑 z 的 旋转 周 数 而 对 (2 — p) 计算 旋转 周 数 . 例如 , 图 7-1 下 排 中 
图 的 阴影 区 域 就 是 使 (LL, p) A 0 的 p 点 所 成 的 区 域 . 请 画 出 图 中 其 他 环 路 的 阴影 
区 域 . 

7.1.2 “内 ”是 什么 意思 ? 

如 果 一 环 路 不 自 交 ， 例如 圆周 、 椭 圆 和 三 角形 都 是 简单 环 路 . 
然而 简单 环 路 实际 上 可 以 非常 复杂 [见习 题 1]. 简单 环 路 把 平面 分 成 两 个 集合 , 即 
其 内 部 和 外 部 ， Ee hase 证 明 却 很 难 . 然而 当 环 路 并 非 简单 时 ， 例如 
图 7-2 那样 , 哪些 点 在 其 内 , 哪些 在 其 外 , 却 不 是 很 明显 的 . 环绕 数 的 概念 使 我 们 能 
清晰 地 进行 期 望 的 区 分 . 





















































































































































Ds 
n=2 
2 一 0 
v= 1 
v, 0 
L 
图 7-2 








一 个 典型 的 环 路 , 如 图 7-2 上 的 L, 把 平面 分 成 好 几 个 集合 D; (图 上 是 4 个 ). 
如 果 一 点 p 在 某 一 个 集合 中 游荡 , 则 认为 环绕 数 v(L,p) 恒 为 常数 似乎 是 合情合理 
的 . 现在 来 验证 一 下 . 

集中 注意 于 工 的 一 小 段 . 当 z 沿 它 运行 时 , (2 p) 的 旋转 是 连续 依赖 于 p 的 
除非 p FIE LO. 换 名 话说 , 当 p 稍微 移动 一 点 时 , 旋转 角 也 只 有 少许 变动 . 因为 L 
的 环绕 数 就 是 在 所 有 各 段 上 的 旋转 角 之 和 除 以 Oo, 所 以 它 也 连续 依赖 于 p 的 位 置 : 
A p 稍微 移动 一 下 到 p, 则 环绕 数 只 会 有 微小 的 变动 VL, p) — v(L,p)|. 但 是 环绕 
数 的 变动 又 一 所 以 它 就 必须 为 0. 证 毕 . 
因为 工 绕 Di 中 的 每 一 点 的 周 数 都 相同 , 所 以 对 整个 集合 D; 就 可 以 指定 一 个 
环绕 数 v;. 请 验证 图 7-2 中 给 出 的 vj 值 是 否 正确 . 

这 样 我 们 就 可 以 定义 所 谓 “ 内 ”就 是 那些 使 vy; AO 的 D;, 而 其 余 的 D; 则 构 
成 “外 ”. 在 图 7-2 E, Di U Ds 是 内 , Da U Da 是 外 . 

这 个 定义 的 “正确 性 ”在 下 一 章 就 可 以 看 得 很 清楚 . 
7.1.3 ”快速 地 求 出 环绕 数 
在 图 7-2 中 我 们 是 直接 由 定义 来 求 出 环绕 数 的 : 费劲 地 用 手指 (或 眼睛 ) 沿 着 
| 线 来 计算 旋转 的 周 数 . 对 于 一 个 真正 复杂 的 环 路 , 这 确实 令 人 头疼 , 我 们 现在 要 
















































































































































































































































































@ ZEH p 穿 过 工 的 一 小 段 时 旋转 的 性 态 . 
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导出 一 个 更 快速 更 漂亮 的 方法 来 可 视 化 地 算出 环绕 数 . 

如 果 一 个 点 r 在 移动 但 不 穿 过 环 路 K, 则 (K, r) 为 常数 , 但 当 此 点 确实 穿 过 
K 时 会 发 生 什么 事 ? 请 看 图 7-3. 最 左 方 是 一 个 点 r, 它 靠 近 环 路 K, K 还 有 一 部 
分 在 图 外 没有 画 出 来 , 设 它 绕 过 7 的 次 数 是 v(K,7). 图 7-3 是 一 串 分 时 赂 形 , ER 
明 r 在 接近 K, 而 K 则 变形 以 使 点 7 不 穿 过 自己 , 最 后 7 走 到 了 s, 而 K 继续 变 
形 把 左 方 的 缺口 又 封 了 起 来 . 


T p PR 


因为 这 个 动 点 一 直 没 有 穿 过 KK 环 路 , 环绕 数 在 整个 过 程 中 不 会 变化 . 但 在 最 
ATT, 重新 封口 的 新 环 路 可 以 看 成 环 路 KK 和 一 个 新 的 圆周 工 之 并 , 二 上 的 方向 也 
如 图 7-3 所 示 . 于 是 

v(K,r) =v(K, s)+v(L, s) =v(K, s)-1 
=> v(K, s)=v(K, r)+1. 















































































































































假想 我 们 在 > 处 , 而 且 在 接近 K 时 一 直 看 着 K, 可 以 把 这 个 结果 表述 为 非常 有 用 
的 穿越 法 则 . 
当 我 们 即将 穿越 氏 时 ,如 果 开 的 方向 是 从 我 们 的 左 侧 指向 我 们 

的 右 侧 (从 我 们 的 右 侧 指向 我 们 的 左 侧 ), 则 环绕 数 增 加 1 (减少 1). 

利用 这 个 结果 , 哪怕 是 对 最 复杂 的 环 路 , 要 找 出 v; 也 变 得 难以 置信 地 快捷 、 容 

Sy. 请 用 图 7-2 试 一 下 . 从 明显 为 工 外 的 地 方 开始 , 然后 利用 (7.1), 每 穿 过 工 一 次 
就 加 1 ERYR 1. 














(7.1) 




































































这 个 思想 有 一 个 直接 的 推论 ， 即 
n=vV(K,p) FH p 发 出 的 射线 与 的 
交点 的 数目 之 间 有 一 种 联系 . 设 射线 位 
于 一 般 位 置 ， 即 它 不 经 过 K 的 自 交 点 ， 
也 不 切 于 K. 如 果 射 线 上 的 gg 点 离 p 
RAL, M K 显然 不 会 绕 过 g， 当 我 们 
沿 射线 由 p 走 到 gq, 环绕 数 应 改变 n. 但 环 
绕 数 只 有 在 穿 过 K 时 才 会 变化 ; 每 穿 过 一 次 就 变 一 个 单位 ( 即 +1 或 -1) . 所 以 
射线 与 至 少 相交 n| 次 . 然而 除了 必然 会 有 的 In| 次 穿越 外 , 还 可 能 有 成 对 的 穿 
越 被 抵消 了 . 所 以 交点 数 一 般 应 为 |r|, |n| 十 2, |n| 十 4, 等 等 . 图 7-4 EX n = 2 的 



























































































































































情形 画 出 了 种 种 可 能 性 , 每 一 个 交点 上 画 了 一 个 小 圆圈 @ 或 OO, 视 环绕 数 为 增 或 减 
而 定 . 














7.2 BARRE 


7.2.1 ”结果 


我 们 讨论 了 这 样 一 个 事实 , 固定 一 个 环 路 而 让 点 连续 运动 , 则 只 在 点 穿越 环 路 
时 环绕 数 才 会 改变 . 其 实 很 清楚 , 对 于 固定 的 点 和 连续 运动 的 环 路 同样 的 结果 也 必 
为 真 : 具有 在 演变 中 的 环 路 穿 过 此 点 时 环绕 数 才 会 变 , 而 且 仍 按 同 样 的 穿越 法 则 
+1. 这 样 , 如 果 环 路 到 连续 变形 为 另 一 环 路 工 而 不 穿 过 点 p, W K 和 工 绕 p 的 环 
绕 数 必 相 等 . 

很 自然 地 会 问 , 其 逆 是 否 也 为 真 : 若 K 和 工 绕 p 相同 多 次 , 是 否 一 定 能 把 K 
变形 为 工 而 不 穿 过 p? 这 肯定 是 一 个 更 微妙 的 问题 , 但 是 画 一 画图 , 你 就 会 被 引导 
着 相信 和 它 是 真 的 . 我 们 在 本 节 中 将 要 证 实 这 一 猜测 , 即 证 明 以 下 结论 : 

环 路 K 可 以 连续 变形 为 另 一 环 路 工 而 不 穿 过 点 p, 当 且 仅 当 K 

与 到 有 同样 的 绕 p 的 环绕 数 . 


FE PHAR, 这 将 是 理解 复 分 析 的 中 心 结 果 之 一 的 关键 . 

(7.2) 中 的 结果 是 一 个 了 不 起 的 拓扑 学 事实 的 最 简单 的 例子 , 这 个 事实 称 为 堆 
普 夫 " 映 射 度 定理 , 它 对 任意 维 数 空间 都 成 立 . 在 二 维 复 平面 上 , 点 可 以 用 封闭 的 一 
维 曲线 ( 即 环 路 ) 来 包围 . 在 三 维 空间 中 , 点 可 以 用 封闭 的 二 维 曲面 来 包围 . 正如 平 
面 上 的 圆周 只 围绕 圆心 一 次 , 空间 中 的 球面 也 只 围绕 球 心 一 次 . 比较 一 般 的 情况 是 ， 
平面 上 的 自 交 环 路 可 以 围绕 某 一 点 若干 次 , v 就 是 用 来 计算 这 个 次 数 的 ， 类 似 地 ， 
可 以 定义 一 个 一 般 的 概念 〈 度 或 映射 度 ) 来 计算 曲面 围绕 空间 中 某 点 的 次 数 . 霍 普 
夫 定 理 指出 , 当 且 仅 当 两 个 封闭 曲面 围绕 p 点 同样 多 次 时 , 一 个 封闭 的 曲面 可 以 连 
续 变 形 为 另 一 个 封闭 的 曲面 , 而 不 穿越 点 p. 事实 上 , 霍 普 夫 定理 更 进一步 指出 , 对 
于 封闭 的 n 维 曲 面 围绕 (n +1) 维 空间 中 的 点 , 这 也 是 成 立 的 ! 
7.2.2 ” 环 路 作为 圆周 的 映射 * 

作为 理解 (7.2) 的 第 一 步 , 我 们 用 一 个 新 方法 来 看 待 环 路 . 令 C 为 一 个 单位 
周 形状 的 橡皮 圈 . 现在 把 C 变形 为 我 们 希望 的 任意 形状 的 环 路 L 在 变形 过 程 终 
结 后 , C 上 每 点 z 都 变 成 工 上 对 应 的 象 点 w, 所 以 工 就 可 以 看 作 C 在 一 连续 映射 
w=L(z) 下 的 象 . 见 图 7-5. 












































































































































(7.2) 
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® Heinz Hopf, 1894—1971, 瑞士 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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图 7-5 
当 0 由 0 变 到 2r 时 , z= el 在 C 上 转 了 一 周 , wE L LRT HA, w 





























RR 和 和 角度 6 都 随 9 连续 变动 , 写作 


w = Le!) = Re? 


的 长 度 


其 中 R(9) 与 5(0) 是 0 的 连续 函数 . 如 有 必要 , 可 以 将 工 旋转 一 下 , 以 保证 Clei0) 
是 一 个 正 实数 , 所 以 可 以 设 8(0) = 0. w 在 回 到 出 发 点 (> = ei ZA) 时 经 过 的 总 

















旋转 8(27) = 2nv. 




















很 清楚 , w 的 长 度 虽 然 在 变动 , 但 对 于 理解 环绕 数 是 不 相干 的 , 所 以 我 们 把 L 
上 的 每 一 点 w 都 径 向 移 到 单位 圆周 上 的 ® = w/w| 点 , 这 样 摆脱 了 w 的 长 度 , 而 
得 到 工 的 标准 表示 L 我 们 甚至 可 以 把 L 逐渐 变形 为 上 上 的 目的 地 化 的 过 程 明 












































显 地 表示 出 来 . 见 图 7-6a. 因为 (ô —w) 是 由 工 上 的 点 w 到 其 在 地 LB 
的 复数 , 取 分 数 s, 则 此 路 径 上 相当 于 总 行程 的 s (0 < s <1) 处 的 点 为 














Ls(z) = w + sw — w). 

































































接近 于 1 的 一 个 s 值 画 出 了 C。(C). 最 后 还 要 注意 一 件 显 然 的 事实 : 在 把 
地 径 向 拉 到 È 的 过 程 中 并 未 穿 过 原点 w = 0. 


[al 单位 Aya 


图 7-6 


IŽP Tow 的 长 度 , 我 们 就 来 处 理由 单位 圆周 到 标准 化 了 的 环 路 过 
£ 如 下 : 
















































































的 地 w 


(7.3) 





当 s 由 0 变 到 1 时 , LC) 就 逐渐 地 (而 且 可 道 地 ) DART L. 图 7-6b 上 对 


L ZH 


(7.4) 

















T. 单个 实 函数 5(0) 就 完全 地 





























接 读 出 £ 的 度 Cv). 请 费 一 点 儿 劲 ,而 
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z 以 单位 速度 绕 C 运行 时 , 图 


Pa 




















7.2.3 ”解释 * 











在 此 背景 下 , 通常 就 去 讨论 产生 上 的 映射 £ 的 度 , 而 不 去 说 虐 (或 二) 的 “环绕 数 ” 
述 了 映射 A, 而 图 7-7 KHER 





由 (0) 的 图 像 直 
己 已 经 很 明白 此 图 的 意思 . 例如 , 当 
包括 符号 ) 代表 什么 ? 








TAz) = 2” 是 度 为 v 的 映射 的 原型 , 这 时 5(9) = v0. 它 的 图 像 就 是 图 7-7 上 
的 直线 . 当 > 以 单位 速度 绕 C 一 周 时 , o 也 以 速率 |v| 绕 过 .( 即 绕 过 H(z) 之 
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A) 整数 圈 , 即 绕 单 位 


























周 |v| 次 [v > 0 时 为 逆 时 针 方 向 ,wv < OF 


为 顺 时 针 方 向 ]. 


为 了 要 和 弄 清 一 个 典型 的 环绕 数 为 v 的 标准 环 路 È 如 何 与 原型 环 路 .1 相 联系 ， 

















回 到 图 7-6b, 那 条 环 路 的 环绕 数 v = 2. 把 单位 圆周 设想 为 立体 
想 一 下 , 环 路 其 实 是 一 条 会 自动 收 紧 的 橡皮 
FE? 松弛 的 地 方 会 被 拉 紧 而 L 会 被 





























al, 那么 如 果 把 让 工 放 

















动 地 收缩 为 原型 环 路 有 hs. 可 





力 的 想象 的 橡皮 圈 收 缩 为 记 的 过 程 形式 化 , 而 证 明 




















柱 的 边缘 , 再 回 





























时 , 它 会 怎么 





以 把 这 个 有 说 服 


任意 的 环绕 数 为 的 上 都 可 以 连续 变形 为 原型 环 路 SI, 反 过 来 也 对 . 











“ 拉 紧 松弛 ”的 过 程 可 以 故 


到 1 时 ， 


























述 亏 的 更 的 图 像 来 显 式 地 加 以 


$i(0) = B(0) + t[v0 — &()] 





























4 ¢ 由 0 变 到 1 时 £,(C) 连续 而 









































述 . “4¢ Ho 变 

















的 图 像 会 连续 而 且 可 逆 地 由 一 般 的 更 之 图 像 演变 为 原型 的 直线 图 像 . 图 7-7 中 的 





虚线 就 是 对 某 个 接近 于 1 HI tE D, 之 图 像 . 定义 


Li (ci?) = eb? (4) 

















上 面 给 出 的 显 式 的 两 步 变形 [CA 
BOA v 的 环 路 变形 为 原型 环 路 Jo, 而 


) 
BAS 








可逆 地 由 过 演变 为 Jy. 
再 做 (7.5)] 就 使 我 们 能 把 任意 的 环绕 
过 原点 . 反 过 来 , 把 这 内 























(7.5) 





JE EDK, 也 
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可 把 J, 变形 为 任意 的 环绕 数 为 v 的 环 路 . 这 就 证 明了 (7.2), 因为 如 果 天 GLA 
相同 环绕 数 v, 我 们 可 以 把 K 变形 为 JL, 再 把 JL 变形 为 区 














7.3 ”多 项 式 与 辐 角 原理 


S A,B, CAME a, b, c 到 动 点 z 的 复数 . 图 78 画 了 一 个 圆周 工 及 其 在 
三 次 映射 














f(z) = (z — a)(z — b)(z -—c) = ABC 


下 的 象 f(T). 注意 , 包围 了 映射 的 三 个 零点 中 的 两 个 , 而 f(T) 关于 0 的 环绕 数 
也 是 2. 这 并 非 偶然 . 因为 当 我 们 把 复数 相 乘 时 , 其 角度 会 相 加 , 所 以 ABC 所 转 过 
的 周 数 等 于 A, B5 C 分 别 转 过 的 周 数 之 和 . 但 当 2 绕 工 一周 后 , AA B 都 各 自 
转 了 一 整 周 , 而 C 的 方向 只 是 摆动 了 一 下 , 而 没有 转 整 周 , 这 样 v[f(T),0] = 2. 
















































































图 7-8 
如 果 我 们 把 工 放大 , 使 得 也 把 ec 点 围 起 来 , 则 C 也 会 转 一 整 周 , 所 以 环绕 数 会 
增加 到 3. 从 而 下 之 内 被 映 到 0 的 点 数 再 次 等 于 象 绕 过 0 的 环绕 数 . 
显然 这 个 结果 与 是 一 个 圆周 并 无 关系 ,而 且 它 可 以 推广 到 任意 次 多 项 式 
P(z), MA: 车 一 个 简单 环 路 工 一 次 包围 了 P(z) 的 m 个 根 , 则 zx[P(T),0] =m 
根 只 不 过 是 0 的 原 象 , 而 从 几何 观点 看 来 , 0 作为 特定 的 象 点 也 没有 特殊 之 处 . 
所 以 我 们 以 下 会 关注 一 般 点 p 的 原 象 , 而 称 之 为 此 映射 的 六 点 . 
辐 角 原理 是 以 上 结果 的 一 个 极为 广泛 的 推广 , 它 不 仅 可 以 用 于 一 般 的 解析 映 
射 , 而 且 还 包含 了 环绕 数 可 以 给 出 原 象 点 的 数目 这 样 的 逆 命 题 : 
E f(z) 在 一 个 简单 环 路 工 的 内 域 和 在 工 上 均 为 解析 , 而 N 为 
T 内 域 中 的 p- 点 数目 [ 按 重 数 计 ], 则 N = [f(T), pl. 


“ 按 重 数 计 ” 的 意思 在 下 一 市 解释 . 
我 们 想 要 强调 的 是 : 这 个 结果 与 本 书 前 面 的 思考 中 起 中 心 作用 的 共 形 性 , 只 是 
在 外 表 上 有 关 . 事实 上 , 辐 角 原理 是 一 个 更 广泛 的 拓扑 学 事实 的 推论 , 而 这 个 事实 











































































































(7.6) 
















































































只 要 是 连续 的 映射 都 可 以 应 用 . 
(归功 于 庞 加 莱 ) , HFA ER 








精力 将 用 于 理解 这 个 一 般 的 结果 
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一 个 拓扑 辐 角 原理 
7.4.1 ”用 代数 方法 来 数 原 象 个 数 


甚至 在 图 7-8 那 种 最 简单 的 情况 我 们 就 已 看 到 , 在 计算 原 象 个 数 时 需要 小 心 . 





如 果 我 们 把 根 " 移动 趋向 根 a 时 , 0 在 工 之 内 仍 有 两 个 原 象 ,T 之 象 仍然 绕 0 两 周 . 


然而 , “4 b 到 达 a 时 





|, 看 起 来 就 只 有 一 个 0 点 在 工 之 内 了 ( 即 a 点 ), 尽管 f(T) 仍 





RR 0 两 周 . 所 以 , 如 果 和 希望 (7.6) 仍 成 立 , a 就 必须 算 两 次 . 


从 代数 上 说 , 解决 
f(z) = ABC = 42C GA 4 = (z-a) 的 平方 . 更 
含有 A” (但 
(7.6) 中 a 要 按 此 重 数 算 作 n 个 0 点 . 

当 n > 1 时 , a 还 有 进 
ABC #, $ a,b,c 为 实数 , 从 而 f(z) 在 实 轴 






































的 方法 在 于 : 现在 a 是 一 个 “二 重 根 ”, f(z) 的 因 式 分 解 形式 



































ti 说 a 是 代数 重 数 为 n 的 根 , 而 在 























般 地 , 若 一 多 项 式 的 因 式 分 解 








步 的 含义 , 即 它 为 多 项 式 的 临界 点 . 在 三 次 映射 f(z) = 


























实 值 . 图 7-9 的 左 图 就 是 这 时 f 的 











通常 的 图 像 . 4 b 趋向 a 时 , a 处 的 斜率 被 迫 减 少 , 而 最 后 当 b 到 达 a 时 变 为 零 . 


一 般 来 说 , 当 多 项 式 有 两 个 或 多 个 根 避 











a 
a ef, 














定 会 发 生 . 再 














| 7-9, 若 f'(a) 40, 图 





点 会 被 映 到 0; 





















































穷 小 圆 盘 将 被 








会 被 映 到 0. 





























a aie ae 























E 合 时 , 导数 (现在 是 伸 捏 ) 为 零 的 情况 
E a 处 不 是 平坦 的 , 而 a 附近 没有 其 他 
于 a 的 时 候 , 我 们 仍然 坚持 这 一 点 . 当 我 们 进 到 复 
平面 C 以 后 , 仍然 会 有 基本 上 相同 的 事 发 生 , 因为 若 f(a) £0, 则 以 a 为 中 心 的 无 
P 心 的 无 穷 小 圆 盘 , 使 得 接近 于 a 的 所 有 其 他 点 都 不 
























































这 个 结论 可 以 加 以 精确 化 . 若 多 项 式 P(z) 的 根 a 之 重 数 为 ww 则 P 可 以 因 式 


分 解 为 A" Q(z), 而 Ra) £0. 1 
2, {A n 阶 导数 不 然 [练习 ], 所 以 a 














数 确 为 (n 



































简单 的 计算 可 知 P 的 前 (n — 1) 阶 导数 均 在 a 为 
(n—1) 阶 临界 点 . 我 们 马上 就 会 看 到 阶 








我 们 下 一 步 要 设法 把 “ 按 代 数 重 数 ” 来 计算 原 象 个 数 的 想法 推广 到 一 般 的 解析 

















映射 . 设 a 为 解析 映射 f(z) SA p- MA f(z) 一 p 的 一 个 0 点 , 那么 a 这 个 


“ 根 ”的 代数 














什么 ? f(z) 恒 可 在 





个 非 奇 异 点 的 邻 域 用 收敛 的 泰勒 级 数 来 表 
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W, 正 是 因为 这 个 事实 , 这 个 问题 完全 可 以 回答 . 故 若 A = (z 一 a) 是 由 a 到 一 个 
邻近 的 z 点 的 复数 , 可 以 写 出 


























1 

右 方 第 一 个 非 零 项 就 是 决定 f(e) -p 的 局 部 性 态 的 一 项 , 同时 也 就 决定 了 a 的 重 
数 应 该 是 什么 . 下 型 的 情况 是 若 a 不 是 临界 点 (la) #0), 这 时 f(z) — p 的 局 部 
性 态 应 与 A 的 一 次 圭一 样 , 这 时 我 们 就 说 a 是 7(2) — p 的 单 根 (简单 0 点 或 Ce) 
的 简单 点 ) ,其 重 数 为 1 

现在 考虑 a 为 临界 点 这 个 比较 少见 的 情况 , 如 果 临界 点 的 阶 数 为 om 一 1), 则 
O 是 第 一 个 在 a 点 不 为 零 的 导数 , 这 时 起 决定 作用 的 第 1 项 与 An 成 比例 ,我们 
就 相应 地 定义 a 的 代数 重 数 ?为 a. 当 70 (a) 是 第 一 个 在 a 点 不 为 0 的 导数 时 ,如 


果 记 
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A Da, FO? B 
© onl (n+1)! (n+ 2)! f 

这 个 定义 与 对 于 多 项 式 的 代数 重 数 的 定义 之 类 比 就 跳 到 台面 上 来 了 .前 面 的 等 式 
现在 可 以 写 为 “已 分 解 为 因 式 ”的 形式 : 


Q(z) 





















































f(z) -p= 22)", (7.7) 


其 中 O(a) #0. 从 这 个 观点 来 看 , 一 个 一 般 的 解析 映射 和 多 项 式 之 间 仅 有 的 区 别 就 
EF, 后 者 有 一 个 “处 处 管用 ”的 分 解 , 而 前 者 则 在 每 一 个 > 点 的 邻 域 中 各 有 互 不 
相同 的 (7.7) 那样 的 因 式 分 解 
7.4.2 ”用 几何 方法 来 数 原 象 个 数 
回想 一 下 , 我 们 希望 把 (7.6) 解释 为 一 个 一 般 结果 的 特例 , 而 这 个 结果 讨论 的 
仅 为 连续 的 映射 但 是 因为 代数 重 数 概念 本 身 对 这 种 一 般 映射 没有 意义 , 哪怕 只 
给 出 (7.6) 那 种 类 型 命题 的 框架 , 又 怎么 能 做 到 呢 ? 
现在 需要 的 是 一 种 计数 原 象 点 数 的 几何 途径 , 而 且 在 限于 解析 映射 时 要 与 前 而 
的 代数 定义 一 致 .所 以 要 想 找到 一 个 适当 的 定义 ,就 需要 回 到 解析 映射 去 ， 而 且 问 
问 : “一 个 具有 已 给 代数 重 数 的 点 的 几何 指纹 是 什么 ?” 
考虑 解析 的 /在 一 个 以 简单 p 点 a 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 C。 上 的 效果 . 因为 
F(a) #0, Ca 就 被 伸 所 为 以 p 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 . 我 们 看 到 , 这 时 象 点 绕 p 的 环 
绕 数 (+1) 正 是 a 的 代数 重 数 . 其 实 ,一 般 地 有 : 车 代 数 重 数 为 n, 则 象 点 的 环绕 数 
也 是 n. 环绕 数 就 是 我 们 想 要 的 几何 指纹 . 


译 者 注 



























































































































































O 这 是 9.2.2 节 的 主要 结论 . 
@ 也 称 为 a 的 阶 或 价 . 
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为 了 证 明 这 个 命题 , 请 记 住 f 在 a 附近 的 局 部 性 态 是 由 (7.7) 给 出 的 : 


f(z) = f(a + A) = p + Qz)A", 











这 里 Q(a) #0. 因此 基本 的 解释 就 在 于 , 当 A 沿 Cu 转 一 周 时 , A” 的 旋转 要 快 到 
n 倍 , 所 以 f(z) R p eT n 周 . 如 果 2 是 一 常数 , 这样 处 理 自然 无 可 指责 , 而 现在 
只 要 稍 做 计算 就 可 证 明 , 即使 令 2 是 变动 的 , 也 不 会 干扰 这 个 结论 : 
vl f (Ca), p] = v[f (Ca) — p,0| = y[A"2(Ca), 0] 
= nv[A, 0] + v[2(Ca), 0]. 



















































































(7.8) 





当 把 Cu 向 a 压缩 时 (Ca) 也 向 Q(a) 压缩 , 但 因 Ra) 4 0, 这 就 意味 着 一 个 充分 
小 的 Cu 的 象 总 不 会 绕 着 0 转 : v[Q(C,),0]) = 0. 因为 v[A,0] = 1, 我 们 就 可 以 得 出 
v[f(Ca),p] =n. 证 毕 . 

现在 我 们 可 以 扩大 视野 并 用 上 面 的 想法 来 定义 映射 h(z) 的 “ 重 数 ”, 现在 的 
h(z) 不 一 定 是 解析 的 , 但 至 少 是 连续 的 . 如 车 A(z) 是 连续 的 , 而 且 其 p- 点 是 孤立 
的 , 则 以 下 的 做 法 是 成 立 的 .” 令 Tu。 是 绕 过 a 的 简单 环 路 , 但 其 内 没有 其 他 p- 点 . 
图 7-10 画 出 了 这 样 一 个 环 路 以 及 其 他 的 pp 点 , 如 b,c 等 . 如 果 我 们 让 T, 连续 变形 
H Ta (而 且 在 此 过 程 中 不 越过 a 和 其 他 pp 点) , 则 h(T。) 也 会 连续 变形 为 h(T。) 而 
且 不 越过 p 点 , 这 样 



































































































































v[h(Ta), p] = z[P(To) ,可 
于 是 我 们 不 需 进一步 弄 清 T。 是 什么 而 可 以 无 疑义 地 定义 a 的 拓扑 重 数 "为 
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对 于 图 7-10 上 的 映射 , 我 们 看 到 v(a) = -2. 如 果 恰好 又 是 解析 的 , a 就 应 该 还 有 
代数 重 数 n, 但 是 通过 把 了。 变形 为 无 穷 小 圆周 Ca, 这 两 种 重 数 是 相同 的 : v(a) = n. 
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fe dt 
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7-10 











O 这 一 段 与 原 书 有 区 别 . 实际 上 ， 若 仅 要 求 h(z) 连续 则 下 面 讲 的 To 与 Ta 都 可 能 做 不 出 来 例如， 
& h(z)=22 — 1, pH, 它 当 然 是 连续 的 , 但 它 的 0 点 集合 是 圆周 |z|=1. z=1 是 它 的 一 个 0 点 ， 
是 不 是 孤立 的 . 容易 看 到 , 这 时 To 和 To 只 要 比较 小 , 一 定 与 某 个 0 点 相遇 , 因而 下 面 的 做 法 不 能 用 ， 
作者 也 意识 到 这 一 点 , 因此 在 讨论 下 面 的 (7.10) 时 规定 了 工 内 只 有 有 限 个 p- 点 . 一 一 译 者 注 
© 也 称 为 h 在 a 点 的 局 部 拓扑 度 . 
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7.4.3 ”解析 函数 在 拓扑 上 有 何 特殊 
从 几何 观点 来 看 , 共 形 映射 《解析 映射 ) 比 起 仅 为 连续 的 映射 , 在 构造 上 要 无 
KEE. 然而 从 拓扑 重 数 的 观点 来 看 , 则 只 有 很 少 的 区 别 , 下 面 是 最 引 人 注 目的 区 
































对 于 解析 函数 , v(a) 恒 正 , 而 对 非 解析 函数 , 它 还 可 能 为 负 . 








例如 图 7-10 中 的 映射 就 不 可 能 是 解析 的 . 对 于 解析 函数 v(a) 为 正 已 经 得 证 , 所 以 
我 们 只 需要 仔细 地 看 一 下 非 解 析 函 数 具 有 负重 数 的 可 能 性 . 
因为 一 般 的 连续 映射 的 性 态 可 以 非常 狂 野 , 所 以 我 们 仅 限 于 在 实意 义 下 可 微 的 
非 解 析 函 数 . 例如 , 考虑 h(z) = zZ, p 的 唯一 原 象 是 a = p, 而 任 一 个 绕 a 的 简单 环 
路 Ta 都 被 h 反射 为 按 反 方向 绕 p 一 周 的 环 路 , 所 以 vla) = 一 1. 

一 般 地 说 , 回忆 一 下 , 我 们 已 说 过 [ 见 4.8.2 节 ] 包含 这 样 一 个 可 微 的 非 解 析 映 
射 在 内 的 线性 映射 在 p- 点 a 的 附近 的 性 态 : (在 经 平移 到 yp 后 ) 是 在 某 个 方向 上 按 
因子 & 伸缩 , 再 在 与 此 方向 垂直 的 方向 上 按 因子 n 伸缩 , 最 后 再 旋转 一 个 角 ba. 
侈 如 , XT ERIE MCB, Ea = +1 (第 一 个 方向 取 为 水 平方 向 ) , no = -1, 各 二 0. 4 
然 , 只 是 因为 h(a + iy) = xiy 是 线性 映射 , 所 以 这 些 值 才 与 a 无关, 对 于 绝 大 多 
数 映射 , 它们 都 依赖 于 a. 

一 个 以 a 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 一 般 地 被 变形 为 一 个 以 p 为 中 心 的 无 穷 小 顶风 
Ep, 如 果 两 个 伸缩 因子 & 与 na 符号 相同 , 这 个 映射 将 要 保持 方向 , 象 点 走 过 B, 的 
方向 与 原 象 点 走 过 Ca 的 方向 相同 , vla) = +1. 但 车 & 与 加 符号 相反 , 则 此 映射 
反 转 方向 , v(a) = -1. 前 面 的 共 思 映 射 即 属 此 种 类 型 . 总 之 , 我 们 有 
(a) = (ana) 的 符号 . 

在 a 点 的 局 部 线性 变换 是 由 雅 可 比 矩 阵 J (a) 来 记录 其 信息 的 , 我 们 可 以 用 它 
的 行列 式 det[J(a)] 来 给 拓扑 重 数 一 个 更 实用 的 公式 ， 从 线性 代数 我 们 知道 , 一 个 
常数 元 的 2 x 2 算 阵 的 行列 式 给 出 了 被 伸缩 的 图 形 的 面积 伸缩 的 因子 (其 符号 表示 
方向 是 否 改变 ). 与 此 相似 , det[J(a)] 则 表示 在 a 点 的 面积 的 局 部 伸缩 因子 , 而 且 
EIE (Eana), 这 样 
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v(a) = det [J(a)] 的 符号 . (7.9) 

当然 , Fi det [J(a)] = 0, 这 个 公式 就 是 “ 空 的 ”. 在 几何 上 这 表示 在 a 点 有 局 部 

PSNR, 和 在 解析 映射 情况 一 样 , 这 个 地 方 称 为 临界 点 . 然而 , 一 个 解析 函数 在 临界 

点 上 的 局 部 南 缩 在 各 个 方 辐 上 都 是 对 称 的 , 对 于 现在 考虑 的 更 一 般 的 映射 就 不 一 样 

T. 例如 , 4 f(a +iy) = x —iy?, W det [J] = 一 3y? [练习 ], 所 以 , 虽然 f 把 点 在 水 

平方 向 上 的 间隔 保留 不 动 , 由 于 垂直 方向 的 坊 缩 的 结果 , 却 使 实 轴 上 的 所 有 点 都 是 
临界 点 . 
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还 可 以 用 这 个 例子 来 说 明 另 一 个 区 别 : 





一 个 解析 映射 的 临界 点 可 以 纯粹 用 其 拓扑 重 数 为 基础 而 加 以 区 别 , 非 
解析 映射 的 临界 点 则 不 可 能 这 样 做 . 


对 于 解析 函数 我 们 已 看 到 v(a) = +1 当 且 仅 当 a 不 是 临界 点 . 对 于 非 解析 情况 , 当 
a 非 临 界 点 时 v(a) = +1, 但 当 a 是 临界 点 时 , 仍然 可 能 v(a) = +1 或 -1. FKE, 
可 以 用 上 例 来 验证 , 对 于 临界 点 或 非 临界 点 都 有 vla) = 一 1 [练习 ]. 

最 后 还 有 一 个 区 别 : 


























对 于 解析 映射 , vla) ATAR, 但 对 于 非 解析 映射 , ET VAR, 








我 们 将 在 下 一 小 节 给 出 一 个 具有 零 拓 扑 重 数 的 非 解析 映射 之 例 . 你 能 自己 想 出 一 
个 例子 吗 ? 


7.4.4 ”拓扑 辐 角 原理 
令 工 为 一 简单 环 路 , h(z) 为 一 连续 映射 且 在 工 之 内 域 仅 有 有 限 多 个 p 点 . 我 
们 要 证 明 
ET 的 内 域 的 p 点 的 总 数 (每 个 p 点 均 按 其 拓扑 重 数 计算 ) 等 
F hT) 绕 p 的 环绕 数 . 


WR h 是 解析 的 , (7.10) WERT (7.6), 本 章 其 余部 分 就 致力 于 挖掘 并 且 拓 展 这 个 
简单 然而 很 深刻 的 结果 .” 

在 解释 (7.10) 的 意义 之 前 , 我 们 先 来 介绍 它 的 一 个 直接 推论 . 正如 图 7-2 所 示 ， 
hT) 一 般 会 把 w 平面 分 成 几 个 集合 , 而 (7.10) 指出 , D; 中 各 个 点 的 位 于 工 内 的 原 
象 点 的 数目 都 是 相同 的 , 记 为 vy. 比方 说 , 如 果 h(T) 是 一 简单 环 路 , 则 它 把 w 平面 
恰好 分 成 两 个 集合 , 即 其 “内 ”与 “外 ”. 如 果 p 在 “内 ” 则 此 结果 指出 , Ær 内 的 
p 点 的 数目 为 1. 但 若是 解析 的 , 这 些 p- 点 必 有 严格 为 正 的 重 数 , 所 以 hT) 之 每 
个 内 点 , BA 1 个 原 象 , 换言之 , 我 们 证 明了 所 谓 达 布 "定理 : 



































(7.10) 






























































































































































若 一 解析 函数 h(z) 把 工 一 一 地 映 为 AT), 则 它 也 把 工 的 内 域 一 一 
地 映 到 AT) 的 整个 内 域 中 . 











为 了 解释 (7.10), 请 看 图 7-11. 其 上 画 出 了 位 于 z 平面 的 环 路 工 之 内 的 三 个 
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若 用 向 量 场 来 解释 (参见 第 10 章 ), 这 个 结果 是 理解 一 个 非常 惊人 非常 美丽 的 结果 的 关键 , 这 个 结 
An HENNE HEE A EE, 
@ Jean Gaston Darboux, 1842—1917, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 




















312 ATE 环绕 数 与 拓扑 学 











六 点 a,b,c. 其 余 产 点 分 散在 工 的 外 域 中 . 基本 思想 是 , 可 以 逐渐 地 把 T 变形 为 在 
B,7Y 两 点 连接 起 来 的 环 路 a86y6yBa (图 7-11 上 用 虚线 表示 , 请 注意 其 箭头 ), BAN 
称 此 环 路 为 工 因为 在 变形 过 程 中 没有 碰 到 任何 一 个 产 点 , 所 以 转 到 p 所 在 的 w 
平面 上 , AT) Bt p 的 次 数 和 hT) 绕 过 p 的 次 数 一 样 . 余下 要 做 的 事 就 几乎 是 显 
然 的 了 : 工 是 由 TFT。 = aba, Ty = 676 和 To。 = ?767 构成 的 , 它们 的 象 绕 p 的 次 数 按 
定义 正 是 a,b,c 的 拓扑 重 数 . 
















































































图 7-11 
我 们 还 是 把 这 个 细节 像 念经 似 地 念 上 一 番 , 尽 
K 

















这 可 能 是 不 必要 的 : & KY 
一 路 径 , 它 可 能 不 是 闭 的 , 用 RK) 来 记 当 > 沿 一 圈 时 h(z) SE p 旋转 的 总 角 
度 . 举例 来 说 , WR K 是 封闭 的 , 则 RU) = 2nv [h(K), pl. 于 是 
27w [h (T) , p] = 27v [h (È) ; P| = R (abyoyBa) 
=R (af) + R (By) + R (78) + R (57) + R (7B) + R (Bar) 
=R (apa) + R (B76) + R (767) 
=R (Ta) +R Tb) +R (Te) 
= 27 [v (a) +v (b) +v (c)]. 
这 个 思想 显然 可 以 推广 到 工 内 有 任意 多 个 py 点 a1,a2 等 的 情况 : 
vih), =Y v(a), OT ANS pak aj RAD. (7.11) 
7.4.5 ”两 个 例子 
我 们 立刻 就 用 两 个 具体 例子 来 说 明 以 上 的 结果 : 
h(x +iy) = x + iļyl . 
Fra) Fr FR Er PRE [ 见 4.8.1 节 ] 来 说 , 这 个 映射 就 相当 于 把 一 张 面皮 沿 实 轴 打 
折 , 把 下 半 张 翻 过 来 放 到 上 半 张 的 上 面 , £ Im(p) > 0, 这 个 p 就 有 两 个 原 象 : al = 
Daa = P. K| 7-12 表明 v(a1) = +1,v(a2) = -1, WAT ART a 和 az, WI 
v(h(T), p) = 0, 均 与 (7.11) 一 致 . 
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7.4 一 个 拓扑 辐 角 原理 #* 
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旦 它们 的 重 数 互相 抵 





一 般 说 来 , v[h(T),p 











很 确定 的 , 只 有 一 个 可 能 


图 
] = 0 只 不 过 表示 , 或 者 ÆT 内 没有 原 象 , 或 者 虽 有 原 象 














7-12 






































面 已 经 指出 , 只 有 对 非 解析 映射 , 才 会 有 这 种 为 零 的 重 数 . 
7-13 是 一 个 更 精巧 的 例子 : 对 



































TB, RKE) 竖 起 来 成 








E FED. 

















使 其 边缘 工 ( 单 位 圆周 ) 不 变 : A(T) = 工 . 三 个 阶段 如 下 : (A) 把 位 于 左上 图 
用 虚线 圆周 画 出 的 浅 灰 色 一 片 拉 起 来 成 一 项 “帽子 ”的 帽 项 , 虚线 外 取 一 部 





圆柱 形 的 帽 治 〈 右 上 图 ) ; (B) 把 “ 帽 ” 顶 部 分 径 向 拉 








个 半径 大 于 1 ASAE COPD ; (C) 把 它 压 平 , 即 把 每 一 点 都 导 
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如 本 例 就 是 . 然而 , A f 为 解析 的 且 v[f(T),p| = 0, 结论 是 
性 : ET 内 没有 原 象 . 我 们 以 后 还 要 回 到 很 重要 的 这 一 点 . 
回 到 本 例 , 注意 , E p = X 为 实 , 则 只 有 一 个 原 象 , 即 X, MA v(X) = 0. 我 
们 可 以 用 一 个 巧妙 的 方法 来 看 待 它 : 当 我 们 把 p 移动 向 X 时 , 它 的 两 个 原 象 a 和 


ay WEH X, SENATE X 处 融合 时 , 它们 的 反 号 的 重 数 就 抵消 了 . 我 们 在 前 





单位 圆 盘 的 面 片 做 三 阶段 的 变换 H, 而 总 
圆 盘 中 
分 〈 环 
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如 果 在 左下 图 的 象 平面 上 取 一 点 , ME RA AS 





图 





7-13 























不 加 修饰 地 看 ) ,就 是 在 p 的 上 方面 片 





示 层 数 : 浅 灰色 即 帽 顶 靠 内 的 一 部 分 是 一 层 ; VR EB 
层 (有 一 层 来 自 帽 沿 ), 黑 环 是 三 层 (分别 来 自 























的 层 数 , 并 在 左下 图 用 深浅 不 同 的 颜 























E 直 投影 到 平面 上 











FP 的 原 象 点 的 个 数 (质朴 而 


色 来 表 





Nits THe ABE 1 的 部 分 是 二 
帽 项 、 帽 治 和 原来 没有 被 竖 起 来 的 
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部 分 ) . 务必 把 这 一 点 看 清楚 . 








现在 来 验证 (7.11). 例如 , F p 在 深 灰色 的 外 环 中 , VHT), p] = v[T,p] = 0, 可 























以 看 到 这 些 点 的 原 象 点 之 重 数 之 和 为 0. 在 左上 平面 上 围 着 这 两 个 原 象 点 各 
小 环 路 , 看 一 下 在 映射 之 下 这 两 个 小 环 路 方向 是 否 变化 就 能 证 实 : 一 个 原 象 
BUA 1, 另 一 个 则 为 —1. 






































做 一 个 
点 之 重 





对 于 位 于 内 部 浅 灰 色 圆 盘 与 中 间 黑 色 圆 环 中 的 p 点 , 请 自行 验证 (7.11) 仍 成 
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7.5.1 R 
假想 你 在 公园 围绕 一 棵 树 杀 狗 , 你 和 狗 最 后 都 回 到 了 原 地 . 再 想象 你 用 
狗 绳 拉 着 狗 , 而 这 根系 狗 绳 的 长 度 可 以 改变 〈 好 像 一 个 有 弹 答 的 钢 卷 尺 那 相 
果 在 这 样 一 次 罗 狗 时 , 你 把 系 狗 绳 弄 短 一 点 , 让 狗 紧 跟着 你 , 这 时 很 清楚 , 你 
了 多 少 圈 , 狗 一 定 也 绕 树 走 那 么 多 圈 . 下 一 次 还 狗 时 , 你 把 系 狗 绳 放 长 一 点 ， 


































































































一 根系 
ED. tu 
绕 树 走 
狗 就 可 





以 又 跑 又 跳 , 甚至 绕 着 你 打转 . 然而 只 要 系 狗 绳 仍然 够 短 , 使 狗 走 不 到 树 跟 前 , 狗 绕 





树 的 圈 数 仍然 和 你 绕 树 的 圈 数 一 样 . 























令 树 为 C 的 原点 , 并 令 你 走 的 路 径 是 当 > 绕 一 闭环 路 T 时 的 某 个 映射 了 的 








Z f(T), 所 以 你 的 位 置 就 是 f(z). FE, 由 你 到 狗 的 复数 〈 即 向 量 ) 也 
























































2 决定 


而 为 z 在 另 一 映射 g 下 之 象 g(z). 这 样 , 狗 的 位 置 《 即 由 原点 到 狗 的 向 量 ) 应 为 




















f(z) + 9(2). 系 狗 绳 的 长 度 让 狗 走 不 到 树 跟前 这 个 要 求 就 是 : 在 上 
19(z)| < IF. 
在 这 些 条 件 下 , 由 前 一 段 的 结果 有 





























vi(f+g)(P),0] =v [f ，0， 








mfa RENA 


























若 在 荆 上 |g(z)| < |f(z)|, MELA (f +g) 与 f REDS. 


ESR EE. 
请 注意 |g(z)| < |f(z)| 是 f+g 与 f 有 相同 个 数 的 根 的 充分 条 件 , 但 不 
条 件 . 考虑 g(z) = 2f(z) 就 得 到 一 个 例子 . 























© Eugene Rouché, 1832—1910, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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7.5.2 ”代数 基本 定理 
代数 基 定 本 定理 是 鲁 软 定理 的 一 个 经 典 例证 . 该 定理 指出 ”次 多 项 式 
P(z) =z” 十 Az? 14 Bz 274..-4E 


EA n 个 根 . 基本 的 解释 很 简单 : 若 |z| 很 大 , P(z) 的 第 一 项 在 决定 P(z) 的 性 态 
上 占 优 , 因此 一 个 充分 大 的 以 原点 为 中 心 的 圆周 C 之 象 必定 绕 原点 n 周 . 由 辐 角 
原理 即 知 P(z) 在 C ZARDA n 个 根 . 

鲁 软 定理 只 不 过 精确 化 了 上 述 的 基本 解释 . 记 P(z) 的 首 项 为 f(z) = 2”, P(z) 
的 其 余 各 项 之 和 为 g(z), 于 是 f+g =P. 令 C ABSA j| =1+|A]+|Bl]+---+|E]. 
利用 在 C 上 有 |z| > 1 这 一 事实 , 不 难 证 明 在 C 上 有 |g(z)| < |f(z)| [练习 ], 又 因 
f(z) 在 C AA n 个 根 (全 在 原点 处 ) , 鲁 葡 定理 说 PP 在 C 内 也 有 n 个 根 . 

TER, 我 们 不 仅 是 证 实 了 有 n 个 根 存在 , 而 且 也 把 它们 的 位 置 范围 圈定 了 : 它 
们 一 定 都 在 C 内 , 在 习题 中 还 会 看 到 和 鲁 葡 定理 是 如 何 常用 于 获取 方程 的 根 的 位 置 
的 更 精确 的 信息 . 
7.5.3 ” 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 * 

在 一 杯 咖啡 上 面 酒 一 些 滑石 粉 然后 轻 轻 搅动 , 滑石 粉 的 小 白 点 就 会 旋转 起 来 而 
RAUF TK, 原来 在 2 处 的 一 小 粒 滑 石粉 停 下 来 的 位 置 记 作 g(z). 如 果 用 一 种 很 
匀称 的 方式 轻 轻 搅动 咖啡 , 那么 , 位 于 杯子 中 心 的 滑石 粉 颗粒 是 不 动 的 , 它 的 最 终 







































































































































































































































































































































































现在 用 一 种 真正 很 复杂 的 方式 去 搅动 咖啡 , 然后 又 让 它 停 下 , 有 一 件 事 看 来 令 
人 难以 相信 , 那 就 是 至 少 有 一 个 小 颗粒 恰好 停 在 它 出 发 的 位 置 ! 这 就 是 布 劳 威 尔 " 不 
动 点 定理 的 一 个 例子 , 该 定理 断言 , 由 一 个 圆 盘 到 其 自身 的 连续 映射 必 有 不 动 点 . 习 
题 15 中 将 要 证 明 它 成 立 , 而 当前 我 们 只 证 明 一 个 稍 有 不 同 的 、 条 件 稍 强 的 结果 : 
一 个 圆 盘 被 连续 映射 g 映 入 其 内 域 , 则 必 有 不 动 点 , 而 且 最 多 有 有 限 多 个 不 动 点 . 
SHARA D: |e <1, MR MARAR” 这 个 条 件 就 是 , 对 D 中 一 切 z 点 ， 
lg(z)| <1, & m(z) 表示 z 点 在 此 映射 下 的 运动 , 即 连接 2 到 g(z) 的 复数 : 













































































































































































m(z) = g(z) — z. 
不 动 点 就 是 “没有 运动 ?: m(z)=0. & f(z) = -z E D 的 边缘 ( 即 单 位 圆周 ) 上 ， 
有 








lg(2)| <1 = |F), 
ACE BETA, m(z) = g(z) + f(z) 在 DD 之 内 域 的 根 的 数目 与 f 在 D 内 的 根 的 数 
目 一 样 , 即 只 有 一 个 . 


® Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881—1996, 荷兰 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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WR g 仅 为 连续 的 , 其 实 可 以 有 几 个 不 动 点 , 其 中 有 一 些 重 数 必定 为 负 . 若 g 
为 解析 的 , 则 容易 确定 根 的 数目 : 只 有 一 个 . 























7.6 ”最 大 值 与 最 小 值 


7.6.1 最 大 模 原 理 
再 看 一 下 图 7-13 中 的 非 解 析 映 射 五 , 并 请 注意 圆 盘 的 象 “ 洲 出 ”了 边缘 之 象 : 
即 原来 在 工 内 域 的 点 停止 在 HT) 外 域 的 深 灰 色 环 中 . 本 小 节 的 关注 点 是 : 在 解析 
映射 情况 下 , 这 种 溢出 是 不 可 能 的 . 
若 f 在 一 简单 环 路 上 为 解析 的 , 则 f(T) 之 外 的 点 均 不 可 能 

在 工 内 域 有 原 象 . 


现在 来 问 为 什么 辐 角 原理 告诉 我 们 , 位 于 工 内 的 z 点 的 重 数 v(a) 的 和 是 
vif) pl. Æ p 在 f(T) 之 外 , 则 由 定义 v[f(T),p] = 0. 因为 对 于 解析 函数 vlaj) 严 
格 为 正 , 由 此 可 知 f(T) 之 外 的 点 不 可 能 在 工 内 有 原 象 . 男 一 方面 , 若 p 位 于 f(T) 
ZA, W wv[f(T),p] 关 0, 所 以 在 Tf 内 至 少 有 一 个 原 象 . [与 (7.12) 只 讲解 析 映 射 不 同 ， 
这 一 点 对 于 非 解析 映射 也 成 立 .] 

图 7-14 画 出 了 一 个 解析 的 f 把 Tf 内 的 有 阴影 的 内 域 严 格 地 映 到 f(T) 的 有 阴 
影 的 内 域 中 , 因为 f(D) 绕 颜 色 较 深 的 区 域 2 次 , 其 中 之 点 必 在 工 内 域 有 两 个 原 象 ， 
我 们 可 以 设想 这 是 由 于 两 个 浅 色 阴影 区 域 (每 个 浅 色 阴影 区 域 中 各 有 一 个 原 象 ) 互 
AA ELA TOK. 















































(7.12) 
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=é 6 . 
min u 0 max ifl 
MINU e 





图 7-14 
由 图 7-13 中 映射 五 造成 的 “溢出 ”现象 还 有 一 个 方面 , 即 被 映 到 离 原 点 最 远 
处 的 z( 即 使 模 | 五 (z)| 最 大 的 z 点 ) 位 于 工 内 , 反 过 来 说 , 对 于 解析 的 f 不 发 生 洲 
出 就 意味 着 
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E f 在 一 区 域内 解析 “, N |f(z)| 之 最 大 值 ” 必 在 区 域 的 边界 点 上 达 
到 , 而 不 可 能 在 内 点 达到 . 








这 就 是 最 大 模 原理 , 在 图 7-14 PMET E: |f(z)| 的 最 大 值 IT| = Al 这 里 t+ 在 
| ae ce 

这 个 结果 说 明了 , 唯一 的 “例外 ”情况 是 平凡 的 解析 映射 > 常数 , 因为 它 把 
所 有 点 都 映 到 同样 的 单一 象 点 . 把 这 件 事 用 比较 正面 的 话 来 说 就 是 : 若 我 们 知道 解 
析 映 射 的 | f| 在 一 内 点 达到 最 大 值 , 则 f(z) = 常数 . 
作为 一 个 简单 例子 , 考虑 以 下 问题 . 令 B(z) 为 由 z 到 某 个 正方 形 的 4 个 顶点 
a,b,c,d 的 距离 之 积 . 4 z 在 正方 形 内 部 或 边 上 , B(z) 在 何 处 达到 最 大 值 ? 如 果 猜 
想 在 正方 形 中 心 达 到 最 大 值 , 这 个 想法 肯定 是 诱 人 的 , 但 是 错 了 , 这 是 因为 B(z) = 
|(z 一 a)(z — b)(z 一 co)(z 一 qd)| 是 一 个 解析 映射 的 模 , 其 最 大 值 必 在 正方 形 边 上 某 点 
达到 . 其 确切 的 位 置 只 需 用 一 点 普通 的 微 积 分 即 可 求 出 [练习 ]. 

回 到 理论 问题 上 , 回忆 一 下 第 2 章 的 知识 , 只 要 把 z 点 从 复 平 面 铅 直 向 上 提升 
到 高 度 |f(z)| 处 就 可 以 得 到 f 的 “ 模 曲 面 了. 看 一 看 这 个 曲面 在 了 及 其 内 域 的 
上 方 的 那 一 部 分 , 上 面 的 结果 说 的 就 是 : 最 高 点 总 在 边界 上 方 而 不 会 在 工 的 内 域 某 
点 的 上 方 . 
虽然 高 度 的 绝对 最 大 值 总 是 在 边界 上 出 现 , 但 是 在 内 点 a 处 , | 月 会 不 会 有 局 
部 的 最 大 值 ( 即 通常 微 积分 教材 中 讲 的 极 大 值 ), 就 是 说 模 曲 面 会 不 会 在 a 点 有 一 
个 山峰 ? 不 会 ! 因为 如 果 我 们 围绕 着 a 点 做 一 个 小 的 环 路 >, 并 且 把 模 曲 面 在 7 内 
域 上 方 的 那 一 部 分 切 下 来 , 则 最 高 点 就 不 在 这 一 部 分 的 边界 7 上 了 . 这 样 , 模 曲 面 
连 山 峰 也 不 会 有 . 在 习题 中 还 研究 了 模 曲 面 的 其 他 方面 . 

可 以 用 图 7-14 来 重新 解释 局 部 极 大 也 不 会 出 现 . 辐 角 原理 告诉 我 们 , y 既然 
包围 了 a 点 , f(y) 至 少 要 绕 过 4 = fla) 一 次 . 这 就 使 我 们 清楚 地 看 到 y 上 一 定 
有 这 样 的 点 , 其 象 点 (在 f(y) 上 ) 离 原点 比 4 离 原点 更 远 . 更 加 形式 地 说 (参见 
图 7-4) ,由 4 点 ( 即 图 74 上 的 p 点 ) 发 出 的 任意 射线 , 必 与 f(y) 相交 . 我 们 就 
选 由 4 点 发 出 的 直接 背离 原点 的 射线 , 它 与 f(y) 的 交点 可 以 保证 离 原点 比 4 离 
原点 更 远 . 所 以 |f| 也 不 会 有 局 部 最 大 值 . 


7.6.2 ”相关 的 结果 


正如 图 7-14 所 画 的 那样 , 最 大 模 原 理 是 可 以 由 (7.12) 得 出 的 几 个 结果 之 一 . 例 
如 , 如 果 在 工 内 域 没 有 0 点 , 即 没有 使 |f(z)| = 0 之 点 , 则 在 右 图 的 w 平面 上 离 原 
点 最 近 的 @ 点 ( 即 |f(z)| 取 最 小 值 的 点 ) 也 必定 是 边界 荆 上 某 点 q 之 象 . 这 很 自 








































































































































































































































































































































































































































































































































































































D 且 不 恒 为 一 常数 . 译 者 注 
@ 如 果 有 最 大 值 存在 的 话 . 一 一 译 者 注 
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然 地 称 为 最 小 模 定理 . 

所 以 , 如 果 我 们 把 模 曲 面 在 下 及 其 内 域 上 方 的 一 块 切 下 来 , 最 低 点 也 总 在 边界 
E, 除非 此 曲面 在 f 的 一 个 内 域 0 点 处 真正 触 到 了 复 平 面 . 用 同样 方法 , 此 曲面 除 
在 0 点 处 以 外 , PREAH [ 即 | 了 | 的 局 部 最 小 值 ]. 
和 前 面 一 样 , 所 有 这 些 事 的 唯一 “例外 ”是 映射 z A, 因为 这 时 每 一 点 都 
给 | f| 以 最 小 值 (其 实 是 它 的 唯一 值 ) . 这 样 , 如 果 我 们 知道 如 果 | 有 | 在 一 个 内 点 达 
到 了 正 的 最 小 值 , 则 f(z) = 常数 . 

WR f =utiv 是 解析 的 , 则 由 第 5 章 习 题 2 可 知 , w 和 w 自动 为 “调和 的 ”. 
我 们 将 在 第 11 章 看 到 , 这 意味 着 这 些 函 数 将 与 众多 物理 现象 有 密切 联系 : 稍微 举 
JLA, 如 热流 、 静 电学 和 流体 动力 学 等 . 所 以 , 非常 值得 注意 的 是 , 图 7-14 还 表明 : u 
Fay 也 服从 这 样 的 原理 , 即 它们 的 最 大 值 和 最 小 值 只 能 在 上 达到 , MARAE 
内 达到 . 和 前 面 一 样 , 如 果 一 个 调和 函数 在 一 内 点 处 达到 最 大 值 或 最 小 值 , 它 必定 
为 常数 . 
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7.7 ” 施 瓦 获 一 皮 克 引 理 * 


7.7.1 Fe ARSE 


想 一 下 非 欧 几 何 的 庞 加 莱 模 型 , 我 们 在 第 6 章 就 已 看 到 以 下 形式 的 默 比 乌 斯 
变换 





Bi — pig 7% aig 
M®(z) =e 二 Malz) (7.13) 


所 起 的 特殊 的 作用 , 这 里 a 是 单位 圆 盘 内 的 一 点 . 单位 圆 盘 的 这 些 一 一 映射 是 刚性 
运动 , 因为 它们 保持 非 欧 距离 . 

本 节 中 除了 给 出 刘 维 尔 " 定 理 的 一 个 插曲 以 外 , 还 将 把 第 6 章 里 开始 的 工作 继 
续 下 去 , 即 展示 在 非 欧 几 何 和 共 形 映射 之 间 先 天 存在 的 美丽 的 和 谐 性 . 这 两 个 学 科 
似乎 有 “灵犀 一 点 ”之 通 的 第 一 个 新 证 据 就 是 下 面 的 命题 : 


双 曲 平面 的 刚性 运动 仅 有 单位 圆 盘 到 其 自身 的 解析 映射 一 种 . (7.14) 


从 单位 圆 盘 到 其 自身 的 其 他 解析 映射 当然 有 许多 种 , 但 是 由 (7.14) 知 , 它们 都 
不 会 是 一 对 一 的 . 举例 来 说 , z 23 映 单 位 圆 盘 为 其 自身 但 是 它 是 三 对 一 的 . 

注意 , 这 个 结果 可 以 证 明 我 们 以 前 在 讲 到 黎 曼 映射 定理 〈 见 3.9.4 节 ) 时 宣布 
的 一 件 事 . 我 们 在 那里 说 , 单位 圆 盘 的 自 同 构 有 多 少 , 那么 , 由 一 个 区 域 到 另 一 个 区 
域 的 解析 映射 就 有 多 少 . 我 们 已 经 知道 , 单位 圆 盘 的 自 同 构 中 包含 了 默 比 乌 斯 映射 
的 一 个 3 参数 族 , 现在 (7.14) 告诉 我 们 , 除 此 以 外 再 也 没有 其 他 自 同 构 了 . 
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® Joseph Liouville, 1809—1882, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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为 了 验证 (7.14), 我 们 要 先 证 明 一 个 有 重要 意义 的 引 理 , 这 个 引 理 归功 于 施 瓦 
次 , 称 为 施 瓦 茨 引 理 . 











若 单位 圆 盘 到 其 自身 的 解析 映射 保持 中 心 不 动 , 则 或 者 每 个 内 点 都 
移 得 更 靠近 中 心 , 或 者 此 映射 就 是 简单 的 旋转 . 





f(z) = 27 这 个 例子 表明 , 即使 令 边界 点 到 圆心 的 距离 不 变 , 该 映射 也 不 一 定 是 旋 
转 . 但 是 对 此 映射 , 内 点 z, BN |z| <1, 使 |/ = Jel? < lal, 即 内 点 的 象 点 离 圆 心 
更 近 , 与 此 结果 相符 合 . 施 瓦 次 引 理 的 证 明 如 下 . 
S f 为 将 单位 圆 盘 映 到 其 自身 且 保 持 中 心 不 动 的 解析 映射 , 所 以 在 单位 圆 盘 

上 ,|f(2)| <1 A f(0) =0 .我们 希望 证 明 , 或 者 在 内 点 |z| <1 Ab | f(2)| < zl, 或 者 
f(z) = itz. 为 了 证 明 这 一 点 , 考虑 F(z) = {3., 我 们 已 经 在 5.5.2 节 中 指出 , RAA 
必定 是 可 微 的 , 因而 一 定 是 解析 的 . 反 过 来 , 那里 还 指出 , 解析 函数 一 定 可 以 展开 为 
FEL. 这 样 , 解析 性 与 可 以 展开 为 窜 级 数 是 等 价 的 . 虽然 最 后 这 一 步 将 在 9.2.2 节 
中 证 明 , 但 我 们 现在 就 先 来 应 用 它 , 并 且 知 道 f(z) 必 可 在 单位 圆 盘 |z| < 1 中 写成 
一 个 收敛 的 寡 级 数 f(z) = co tciz + coz? +--+, 而 由 f(0) =0 知道 co =0. 从 而 至 
DÆ 0 < |z| <1 Ab F(z) = c + c22 + c32? +--+, 但是, ARADENI- ANRA, 
其 收敛 半径 至 少 是 1. 所 以 从 表面 上 看 f(z)/z 似乎 在 z = 0 处 无 定义 , 实际 上 正如 
微 积分 中 的 “ 定 未 定式 ”一 样 , 可 以 用 此 窜 级 数 作 为 f(z)/z 在 整个 单位 圆 盘 上 的 定 
义 而 知 F(z) = f(z)/z 在 |z| <1 中 为 解析 函数 "而且 F0) = cl = f’(0). WE, 在 
IZ) 7<1 中 对 (z) 应 用 上 面 讲 的 最 大 模 原 理 , 即 有 
Pal< max IP) = max (HON) =, 


加 r 
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令 7 一 1 就 有 : 在 |z|<1 中 F(z)= f(z)/z 适合 
|F(z)| <1. 

















如 果 在 这 里 等 号 不 成 立 , 就 有 
|F(z)| < |z|, MRO < |z| <1; 
|F(0)| =|f'(0)| < 1. 

如 果 在 这 里 等 号 成 立 了 , 则 说 明 在 z 这 个 内 点 F(z) 达到 了 最 大 值 , 而 有 


O 这 里 需要 做 较 多 的 说 明 , 问题 在 于 , 正文 中 实际 上 是 在 z= 0 处 补充 定义 了 F(O) = f’(0) 后 得 到 

F(z) = f(z)/z 在 |z| < 1 中 为 解析 函数 ,从 形式 上 看 , 这 与 微 积分 中 常用 的 洛 比 达 法 则 一 样 , 但 
在 复 分 析 中 还 要 证 明 补 充 定义 所 得 的 F(z) 不 仅 连续 而 且 解析 , 这 是 一 个 十 分 重要 的 定理 : 可 去 奇 
点 定理 . 本 书 还 有 不 少 地 方 也 用 了 这 个 定理 . 所 以 我 们 将 在 9.4.2 节 的 第 一 个 译 者 注 中 详细 讨论 它 . 
这 一 部 分 译 者 做 了 较 大 改动 . 一 一 译 者 注 
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很 明显 |c| < 1. 








在 茶点 大 于 1, 





F(z)=c. 











因为 若 |c| > 1, WH z 40 时 有 f(z) 























cz 且 一 定 可 以 使 |f(z)| 


这 就 违背 了 了 映 单位 圆 盘 到 其 自身 的 假设 . Æ |c| < 1, 则 又 回 到 








了 上 面 的 情况 , 即 |F(z)| = 1, 而 |F| 在 z 达到 了 最 大 值 . 所 以 一 定 有 |c| = 1，, 即 





f(z) = ez. 总 之 我 们 有 两 个 可 能 性 : 




















(i) [f(D < lel, 如 果 0< |z| <1; |f’O| <1. 


(ii) f(z) = e?z. 


于 是 , 施 瓦 次 引 理 得 证 . 














7-15 是 对 这 个 结果 的 解释 . 如 果 f 不 是 一 个 旋转 , 则 像 K 这 样 的 圆周 上 的 
每 一 点 z 都 被 扭曲 到 严格 位 于 K 之 内 部 的 w = f(z) 点 ， 
44, 如 右 图 所 示 . 如 果 把 K 向 原点 压缩 , f 将 把 KK 伸 扭 为 男 一 个 较 小 的 以 原点 为 


中 心 的 无 穷 小 


Ly 

















才 会 等 于 1. 




















现在 可 以 


而 有 阴影 的 区 域 就 被 压 


圆周 . 所 以 了 在 原点 的 伸缩 比 必 小 于 1. 只 是 在 旋转 的 情况 下 , | 了 7(0)| 








本 到 命题 (7.14) 的 证 明 . 如 同 施 瓦 次 引 理 的 情况 一 样 , 先 设 f 使 圆心 


不 动 , 但 取 f 为 一 对 一 的 , 使 它 有 一 个 合理 定义 的 解析 逆 fo, 也 把 单位 圆 盘 映 为 





























自身 而 且 使 圆心 不 动 . HEEL SIE, f 把 内 点 p 映射 到 一 























AEE p 到 圆心 更 远 . 但 是 fo! 也 要 服从 施 瓦 欧 引 理 , 所 以 














离 不 比 gq 离 圆心 更 远 . 这 两 个 要 求 上 只 有 当 lal = |f) = lp 











须 是 一 个 旋转 ， 























这 是 (7.13) 类 型 的 刚性 运动 . 


图 7-15 











点 gq, 使 其 到 圆心 的 距离 
p= Ha) 离 圆心 的 距 
| 时 才能 相 容 . 这 样 f 必 








最 后 , 设 一 对 一 的 映射 了 并 不 使 圆心 不 动 , 而 把 它 变 为 c 我 们 现在 可 以 把 f 
器 到 0 的 刚性 运动 Me 复合 起 来 . 这 样 就 得 到 一 个 把 单位 圆 盘 映 为 





与 一 个 把 c HR 














意味 着 [练习 ] 





是 两 个 刚性 运动 的 复合 , 所 以 它 本 身 也 是 一 个 刚性 运动 . 训 














自身 而 且 保 持 圆 心 不 动 的 一 对 一 四 











f = Me o MÉ 














UF (Meo f), 它 一 定 是 一 个 旋转 M9. 但 是 这 就 


FEE 
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7.7.2 XERE 
RIN f(z) = ¢ 把 整个 平面 压缩 成 单个 象 点 c. 我 们 现在 要 问 , 有 无 可 能 一 


个 解析 映射 把 整个 平面 压 到 一 个 位 于 有 限 圆 内 的 区 域 ,而 不 那么 极端 地 完全 压 成 


ae 








i fy 




































































把 > 平面 
































希望 : BORE 
oP 





LEY 











外 域 的 映射 
解析 性 的 
FLA 








这 就 是 刘 维尔 定理 . 为 了 理解 它 , 我 们 必须 稍微 
Bw = f(z) 使 原点 不 动 而 








续 的 , 这 是 可 能 的 . 例如 


映射 , 我 们 注意 到 , 复 反 演 z w = (1/z) EE 
到 w 平面 的 单位 圆 盘 中 . 看 来 有 点 



































S| 















































的 区 域 , 那么 到 映射 余下 的 单位 
zee (1/z) 只 能 以 一 种 方式 
那个 “小 小 的 单位 加 








S| 











= 
























































有 待 于 映射 过 去 . 
CALA) EL, 就 是 完全 忘记 了 解析 映射 的 刚性 . 既 已 决定 用 复 反 演 来 映射 单位 
时 就 不 能 改 用 其 他 的 规则 来 做 映射 : 在 
8 析 延 拓 为 内 域 的 映射 即 仍 为 2 (1/2). 
AP 炸 开 来 产生 一 个 无 穷 大 的 象 
























































若 不 把 全 平面 压 成 一 个 点 ， 解 析 映 射 就 不 能 把 全 平面 压 成 位 于 一 个 
有 限 半径 的 圆 盘 内 的 区 域 . 








E 广 施 瓦 次 引 理 如 下 . 设 一 解析 函 



































仍 用 前 面 的 
K) 内 , 则 





所 以 









































但 若 f 把 整个 > FI 
N 取 多 么 大 都 应 成 立 . 

最 后 , 若 f FFAG 
[f(z) 一 dj. 这 个 函数 是 f 与 把 
f 下 的 象 位 于 w ib 
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S ZB 


成 了 






































次 令 N 趋向 无 穷 大 , 即 知 对 于 一 切 有 f(p) =e. 证 毕 . 








入 |z| << N 压 成 一 个 位 于 圆 盘 w| < M 内 的 区 域 . 
EH, S F(z) = f(z)/z, 即 知 , A p 位 于 原来 的 圆 盘 〈 其 边界 圆周 记 作 





F(p) < [max |F(2)I] = max (ON) < É. 











于 半径 为 MARZ AWEK, 则 上 式 不 论 
和 所 有 的 p 都 有 f(p) = 0. 证 毕 . 
MERA c, 我 们 可 以 把 前 面 的 论证 用 于 函数 
到 0 的 平移 -ce 之 复合 . 因为 z 平面 在 映射 
lat |w| < M ZA, -c= —f(0) 当然 也 在 此 圆 盘 内 , 所 以 
了 经 过 平移 -c 会 生成 一 个 位 于 |w| < 2M 之 内 的 区 域 . 上 面 的 不 等 式 就 变 












































< 2Mlpl 
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7.7.3 RAJAR 


我 们 现在 就 对 非 欧 几何 与 共 形 映射 有 紧密 联系 这 件 事 
诉 我 们 , 内 点 至 
个 结果 尚 有 两 个 瑕 疲 , 而 均 与 过 
只 证 明了 到 原点 的 
容忍 (i), 仍 设 此 解析 映射 让 原点 不 动 . 虽然 我 们 还 没有 证 明 








重新 考察 图 7-15. 施 瓦 茨 引 理 告 
变 小 (除非 此 映射 为 旋转 ) . 这 




















oF 


先 考 虑 (ii) 而 暂时 





GR: (i) 我 们 要 求 此 映射 让 原点 不 动 ; (ii) 























过 , 但 是 我 们 怀疑 , 是 
转 , 否则 该 映射 自动 地 让 

















否 可 能 还 有 一 个 更 加 对 称 的 结果 也 成 立 
任意 一 对 内 点 的 距离 也 变 小 ? 


I 原点 的 嚼 


Aih 
给 出 


E 离 在 山 


个 很 美丽 的 证 据 . 
解析 映射 之 下 将 会 
分 强调 原点 的 作用 
E 离 在 变 小 . 








a 























H 








除非 映射 是 旋 


很 遗憾 , AMT. 考虑 映射 f(z) = 22〈 它 保持 原点 不 动 ) 在 两 点 a = (3/4) 5 b= 
(1/2) 上 的 效果 . 两 点 原来 的 间隔 |a 一 0| = 0.25, 但 是 其 象 的 间隔 是 | f(a) — f(b)| = 








0.3125. 两 点 的 距离 不 减 反 增 . 
但 
如 何 . 当 他 们 测 
而 象 的 





=) 


Œ a, 


b 两 点 的 昌 




















减少 仍 是 一 个 普遍 现象 ; 





一 个 由 圆 盘 到 其 自身 的 解析 上 映射, 除非 是 一 刚性 运动 , 否则 必 使 


每 一 对 内 点 的 双 曲 距离 减 小 . 


因为 这 个 结果 包含 了 施 瓦 次 引 














的 实质 . 我 们 


只 需 问 一 个 问题 : 











称 它 为 施 瓦 茨 - 皮 克 引 理 . 尽管 这 个 





是 现在 从 庞 加 莱 族 "的 观点 来 看 , 同样 是 这 个 映射 对 同样 是 这 两 个 点 的 效 


E 离 是 和 {f(a), f(b)} = 0.7621. 双 曲 距离 确实 在 减 小 . i 
且 考 察 一 下 映射 > 2? 对 它们 的 双 曲 间隔 的 效果 . 








H 
N 





E 离 时 , 他 们 得 到 的 是 〈 见 (6.46)) H {a,b} = 0.8473, 











青 你 自己 选 两 个 点 并 














皮 殉 的 光辉 的 发 现在 于 , 甚至 当 我 们 抛弃 原点 为 不 动 点 的 要 求 时 , 双 





看 





























HH 


是 一 








f RSF RATA 





LJE 

















测量 于 





EAE 



































(re BCA 

















同 . 现在 还 要 回忆 起 庞 加 莱 模 型 有 














= 
VAJ 
































界 的 任意 其 他 点 根本 没 法 加 以 区 另 
图 7-16 把 这 个 解释 形式 化 了 . 


盘 的 中 心 , 但 是 对 于 居住 在 无 限 的 均匀 的 平 
| 


个 小 毛病 : 0 











距离 的 








(7.15) 


理 为 其 特例 [这 一 点 我 们 马上 就 会 讲 清楚 ], 所 以 有 时 
结果 的 本 性 惊人 , 我 们 却 可 以 很 简单 地 懂得 它 
“ 庞 加 莱 族 怎 相 
因为 庞 加 莱 族 对 角 的 观念 与 我 们 是 一 样 的 
1 对 于 他 们 都 是 
点 发 出 的 射线 就 是 我 们 可 以 沿 着 它 
A w tÉ z 更 靠近 0, 虽然 在 定量 性 地 在 











图 7-15? ” 

也 们 对 解析 函 
的 . 此 外 , 我 
线 . 所 以 庞 力 
近 了 多 少 上 面 , 他 们 与 我 们 大 不 相 


数 的 观念 也 就 与 我 们 
门 和 他 们 都 同意 , 由 原 
I 羔 族 也 心甘情愿 地 承 























对 于 我 们 是 很 特殊 的 , 因为 它 是 

















上 的 庞 加 莱 族 而 言 , 0 与 他 们 的 世 











在 左上 图 中 我 们 看 见 庞 加 莱 族 标定 了 一 个 任意 














= 
VAJ 


点 w 以 a 为 中 心 做 了 几 个 同心 

















们 (还 有 我 们 ) 现在 都 要 考虑 一 个 映 他 们 











a 


AD 





© 回忆 一 下 第 6 章 , 庞 加 莱 族 就 是 








居住 在 双 


b= 2 


上 又 标定 了 第 二 点 他 





周 , 而 在 最 外 


H 








的 








圆周 






































平面 的 庞 加 莱 模 型 上 的 生 


的 世界 为 其 自身 的 解析 映射 的 效果 . a 点 





物 . 








被 映 到 象 点 4 = 





映 成 以 A 为 中 心 的 圆周 , 但 圆周 的 双 曲 大 小 不 变 (用 刚性 运动 Ma oMa 即 可 ) . 
A, a 与 上 的 双 曲 间隔 将 因 而 减少 [或 增加 ], 视 B 在 这 些 圆周 的 最 外 一 个 的 内 域 
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f(a) (A EB], o 点 类 似 地 被 映 到 B= f(b). 为 了 把 AS B 的 间 
EM a 与 的 间隔 加 以 比较 , 庞 加 莱 族 要 做 一 个 刚性 运动 把 以 a 为 中 心 的 圆周 都 
























































ar 
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[或 外 域 ] 中 而 定 . 因为 我 们 期 待 着 皮 克 的 结果 , 所 以 把 B 被 画 在 内 域 , 从 而 双 曲 间 








间隔 是 在 增加 ， 


















































隔 会 减少 . 然而 , 由 前 面 的 数值 结果 , 通过 比较 Ja- ol 与 | f(a) — f(d)|, 却 发 现 这 个 


庞 加 莱 族 为 了 让 我 们 这 些 可 怜 的 欧 几 里 得 盲人 能 够 看 清 , 以 a 为 中 心 和 以 A 





为 中 心 的 圆周 确实 是 同心 的 而 且 是 一 样 大 的 〈 这 样 B 就 真正 更 接近 了 ) 


















































也 们 就 


分 别 做 了 图 上 所 画 的 刚性 运动 M。( 其 实 6.3.11 节 中 已 经 显 式 地 写 出 了 Mo(z) = 





2-4) 与 Ma, 分别 把 a 和 4 RIRA [这 就 是 左下 图 和 右 下 图 ], 于 是 这 些 圆 周 在 












































我 们 看 来 是 同心 的 , 而 在 庞 加 莱 族 看 来 , 如 左上 图 和 右上 图 所 示 , 本 来 就 是 同心 的 . 


Ma JE b RE) z = Ma(b), 而 Ma 则 把 BARA) [右上 图 到 右 下 图 ] 











[请 注意 Ma 是 自 






































‘dH 











=> 


但 是 下 是 把 单位 
里 . 这 样 , 除非 F 是 一 个 旋转 这 时 了 = (Myo Fo Ma) 也 是 刚性 运动 
A |w| = |F(z)| < lel, 这 就 是 图 上 画 的 . 证 毕 . 

















w= Ma(B) = (Mao f)(b) = (Mao fo Moa)(z). 


WA: Ma = Mz!) W (M4 o f o Ma) X F, WẸ w= F(z). 








图 7-16 
我 们 现在 可 以 看 到 , 以 下 诸 式 是 等 价 的 : 


H{A, B}<H{a,b} © H{0, w}<H{0,z} © |wl=|F(2)| <\el . 





























圆 盘 映 为 自身 的 解析 映射 , 而 且 使 原点 不 动 , 所 以 它 服从 施 瓦 茨 引 
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最 后 我 们 把 施 瓦 茨 - 皮 克 引 理 用 式 子 写 出 来 . 若 f 不 是 刚性 运动 , 则 E| < 
lz), 它 可 以 显 式 地 写 为 














(Ma 0 fo Ma)(z)| < a. 











上 式 又 可 写 为 
[Ma © f)(b)| < |Ma(b)|. 
所 以 
B-A b-a 
a | a —1|° 
如 果 我 们 让 b 越 来 越 靠 近 a, 而 da = (5 一 a) 变 为 一 个 由 a 发 出 的 无 穷 小 向 量 , 则 























它 在 f 下 的 象 是 一 个 由 4 发 出 的 无 穷 小 向 量 dA = (B 一 4). 上 面 的 不 等 式 这 时 就 
成 了 























ld4| |da] 
1- JAP ~ 1—[aP’ 
这 个 式 子 可 以 解释 为 : 只 要 f 不 是 一 个 刚性 运动 , d4 HR it) FIR da 
的 双 曲 长 度 [请 参照 第 6 章 中 庞 加 莱 圆 盘 的 度量 关系 (6.44)]. 这 就 是 命题 (7.15) 的 
无 穷 小 版 本 . 
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7.8 ”广义 辐 角 原理 


7.8.1 有理 函 数 


我 们 已 经 看 见 , 拓扑 辐 角 原理 在 限于 解析 函数 时 有 许多 强 有 力 的 惊人 的 推论 . 
题 中 还 讲 了 一 些 其 他 推论 . 然而 , 在 前 面 所 有 的 工作 中 , 我 们 只 考察 了 在 所 考虑 
o 奇 点 的 映射 . 我 们 现在 要 除去 这 个 限制 , 而 且 发 现 (7.6) 有 一 个 也 能 
适用 于 这 些 情况 的 推广 . 
我 们 原来 是 从 对 于 无 奇 点 的 解析 函数 的 原型 (多项式 ) 应 用 辐 角 原理 的 讨论 
始 的 . 为 了 理解 它 对 有 奇 点 的 解析 函数 的 推广 , 我 们 应 该 相应 地 从 有 理 函 数 开始 . 
正如 图 7-8 那样 , $ 4, B,C 为 由 固定 点 a,b,c 到 动 点 z 的 复数 . 图 7-17 We 
图 画 出 了 一 个 膨胀 着 的 圆周 在 其 膨胀 过 程 中 的 相继 的 三 个 阶段 : Ti1, To, Ts. 右 图 是 


该 圆周 下 在 有 理 映射 



































































































































































































































(7.16) 
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ce f ; f(s) 
2 © 3 mS 
pA ce 
as FT) 
7-17 





ST 膨胀 成 Ti 而 包围 了 a 点 时 ， 

















由 通常 的 辐 角 原理 有 vw[f(T1),0] = 1. 当 




















继续 膨胀 时 , 它 就 会 穿越 男 一 个 零点 b, 而 A(T) 环绕 数 变 成 v[f(T2),0] = 2. 然后 
就 出 现 了 一 个 新 现象 . 当 工 穿越 在 c 点 处 








v|f(Ts),0] = 1. 














解释 很 简单 . 当 > 绕 Ts 运动 时 , f(z) 的 环绕 数 是 A, BAM (1/C) 分 别 绕 行 的 图 












































数 之 和 . 前 面 两 个 函数 4 和 B 都 绕 了 
将 按 顺 时 针 方向 反 向 绕 行 , 最 后 绕 了 一 






































个 负 的 整 圈 ， 由 类 似 的 方法 可 知 , 如 果 f 


分 母 中 包含 了 因子 C”, (1/C™) 会 绕 —m 圈 , 而 环绕 数 成 为 


v[f (Ts) 


,0| = 2—m. 





的 奇 点 时 , 其 象 的 环绕 数 会 减少 1 而 有 


T 








fal, 但 是 当 C 依 逆 时 针 向 绕 一 圈 时 , (1/0) 


的 


和 计算 零点 的 个 数 一 样 , 这 时 我 们 就 说 c 是 一 个 重 数 为 m 的 奇 点 [以 后 将 称 c 这 


种 地 方 为 极点 ]. 
































前 面 的 式 子 是 下 述 的 广义 辐 角 原 理 的 一 个 例子 : 


令 了 在 一 简单 环 路 下 上 是 解析 的 , 而 且 在 工 的 内 域 除 有 限 个 极 
点 之 外 也 是 解析 的 . 若 N, M 分 别 为 内 域 中 的 了 点 与 极点 之 数目 ( 均 (7.17) 
按 其 重 数 计算 ) , M vif), p =N- M. 


























意 有 理 函数 S 都 成 立 . 















































只 要 允许 (7.16) 的 分 子 与 分 母 中 的 因子 可 以 为 任意 多 个 , 就 会 看 到 这 个 结果 对 任 


在 解释 何以 在 一 般 情况 下 也 可 以 使 用 它 之 前 , 我们 先 对 它 在 (7.16) 情况 下 如 


何 起 作用 获得 一 个 更 生动 的 理解 . 我 们 肯定 已 经 证 明了 , 当 工 穿越 c 时 , 环绕 数 从 
2 下 降 到 1, 但 是 这 种 解 开 环 绕 究竟 是 如 何 发 生 的 呢 ? 























的 变动 : 它 突然 跳 到 无 穷 远 处 然后 又 曙 





而 , 如 果 我 们 在 黎 曼 球面 上 看 f(T) 的 演化 , 就 会 对 此 过 程 得 到 一 种 新 的 、 令 人 愉快 





的 洞察 . 











如 果 我 们 只 是 盯 着 象 平 面 , WAT 穿越 c 点 时 , f(T) 的 形状 会 突然 发 生 剧 








回来, 但 是 这 样 说 并 不 使 我 们 更 加 明 





























图 7-18《〈 应 该 像 看 连环 画 一 样 一 眼 扫 过 去 ) 表明 了 这 一 点 . 在 第 一 幅 画 面 
E] 的 时 刻 , 已 经 包围 了 两 个 根 , 所 以 我 们 看 见 它 的 象 已 绕 原点 两 次 . 然后 f(T) 
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就 依次 演化 为 其 他 的 画面 . r 穿越 c 时 [右上 ], BEATA AN Ba 
f(T) 只 不 过 是 滑 过 了 北极 , 这 样 就 解 开 了 一 次 环绕 . 请 用 计算 机 对 你 所 选 的 有 理 函 
数 f, 做 一 个 当 工 膨胀 穿越 根 与 极点 时 , f(T) 在 黎 曼 球面 上 如 何 演化 的 动画 . 









































7.8.2 ”极点 与 本 性 奇 点 


在 推广 通常 的 辐 角 原理 时 , 我 们 需要 自问 , 对 于 一 般 的 解析 函数 应 该 怎样 计算 
p 点 的 个 数 . (7.7) 的 因子 分 解 显现 出 了 它 与 多 项 式 的 类 比 , 并 给 出 了 p 点 的 代数 重 
数 ( 与 拓扑 重 数 ) 的 令 人 满意 的 定义 . 

把 (7.17) 由 有 理 函 数 推广 到 具有 奇 点 的 解析 函数 , 其 方法 本 质 上 也 是 这 样 . 仅 
有 的 复杂 化 在 于 , 一 个 除 奇 点 外 均 为 解析 的 函数 , 事实 上 有 两 类 可 能 的 孤立 ” 奇 点 . 
第 一 类 奇 点 称 为 极点 . 在 复 分 析 的 应 用 中 , 极点 是 最 常见 的 类 型 , 而 (7.17) 也 
只 能 适用 于 这 种 类 型 . 下 面 是 它 的 定义 : 若 当 z 以 任意 方式 趋向 a 时 , f(z) 恒 趋 向 

a 就 是 f 的 一 个 极点 . 我 们 可 以 用 了 的 模 曲 面 来 理解 这 个 名 词 , 即 在 a 点 处 此 

模 曲 面 有 无 限 高 的 峰 或 者 “ 极 ”. 图 2-14 就 是 一 个 例子 . 
因为 f RE a 点 外 是 解析 的 , 故 F(z) = [1/f(z)] 也 是 这 样 . 而 在 > = a 处 可 
以 补充 定义 F(a) = 0 从 而 使 F(z) 在 a 点 也 是 解析 的 , 而 a 成 了 它 的 一 个 根 .” 若 
此 根 的 重 数 为 m, 则 对 于 ,因子 分 解 (7.7) 成 为 






























































































































































F(z) = (z — a)™ Q(z), (7.18) 





D “HE” 二 字 为 译 者 所 加 , 见 9.4.2 节 . 一 一 译 者 注 
© 注意 , 因为 f(z) 在 a 点 并 无 定义 , 所 以 F(z) 也 是 如 此 , 而 我 们 仅 知道 它 在 a 附近 (但 a 除外 ) 
解析 . 不 过 因为 lim f(z) = co, 所 以 F(z) 在 a 附近 还 是 有 界 的, 因此 可 以 用 可 去 奇 点 定理 ( 见 

9.4.2 节 的 译 者 注 ) 知道 F(2) 在 a 点 也 是 解析 的 而 且 F(a) = 0. 这 样 , 文中 的 推理 才 是 正确 的 . 
一 一 译 者 注 
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这 里 的 2 在 a 点 为 解析 的 而 且 不 为 0, 事实 上 我 们 知道 Q(a) = FO (a)/ml. 所 以 
f(z) 在 a 附近 的 性 质 将 | 























f(z) = (=a) (7.19) 


给 出 , 其 中 Q(z) = [1/2(2)] 在 a 点 解析 而 且 不 为 0 这 个 式 子 展 现 了 它 与 有 理 函 
数 的 类 比 , 而 且 使 我 们 能 够 确定 极点 a 的 代数 重 数 或 阶 数 m. 按照 m = 1,2,3 等 ， 
我 们 说 a 是 单 极点 、 二 阶 极 点 、 三 阶 极点 等 . 

注意 , 我 们 在 此 也 找到 了 一 个 计算 极点 的 阶 数 的 方法 : 它 就 是 (1/f) 的 第 一 个 
在 a 点 不 为 0 的 导数 的 阶 数 . 只 要 已 经 确定 了 极点 的 位 置 , 就 可 用 此 法 找 出 以 下 函 
数 的 极点 之 阶 数 [练习 ]: 



















































































1 COS z 1 
Q(z) = oe? R(z) = (ez 二 15 


你 会 看 到 P 在 n 的 每 个 整数 倍 处 有 单 极 点 , Q 在 0 处 有 二 阶 极点 , R 在 2ni 的 每 

个 整数 倍 处 有 三 阶 极点 . 
还 要 讲 一 个 名 词 . 如 果 一 个 函数 在 某 区 域 中 除 极点 外 均 为 解析 的 , 就 说 它 在 此 

区 域 中 是 亚 纯 函数 . 

除 极点 外 , 一 个 在 其 他 点 均 为 解析 的 函数 还 可 能 具有 所 谓 本 性 奇 点 . 对 于 这 种 
地 方 我 们 将 在 以 后 详细 讨论 (关于 极点 和 本 性 奇 点 , 将 在 9.4.2 节 中 详细 讨论 ) , 但 
是 很 清楚 , 函数 f 在 本 性 奇 点 s 附近 的 性 态 将 是 十 分 狂 野 不 匿 的 . 如 果 f 在 s 附 
、 则 s 根本 不 是 奇 点 .” 另 一 方面 , 当 > 以 任意 方式 趋 近 s 时 f(z) 也 不 
能 都 趋 于 oo, 因为 那样 一 来 s 就 成 为 一 个 极点 了 . 
考虑 一 个 标准 的 例子 g(z) = el/*, 它 显然 在 原点 有 某 种 类 型 的 奇 点 ， 若 写 出 


z= ref, JU] 


P(2) = 








: ’ 
sın 之 
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Io = e. 
图 7-19 上 画 的 就 是 它 的 模 曲 面 . 如 果 > 沿 虚 轴 趋 于 0, 则 gol = 1, 但 是 若 > 沿 
虚 轴 左 侧 ( 即 cos < 0) 的 一 条 路 径 〈 例 如 一 条 射线 ) 趋 于 0, 则 g(z) 可 能 趋 于 O, 
而 最 后 若 z 沿 虚 轴 右 侧 的 路 径 趋 于 0, 则 g(z) 可 能 趋 于 co. 事实 上 这 时 不 仅 |g(2)| 
会 趋向 无 穷 , 而 且 趋向 oo 的 速率 也 越 出 了 任意 极点 的 知识 范畴 . 























































































































© 这 里 涉及 可 去 奇 点 这 个 重要 概念 . 事实 上 , HF f(z) 在 a 的 某 个 邻 域 中 除 a 以 外 都 是 解析 的 (通常 
我 们 用 f(z) 在 0< |z—al < p 中 解析 , p 是 一 个 适当 的 正 数 , 来 表示 这 种 情况 ) , 而 且 f 在 包含 a 
点 的 某 个 圆 盘 (例如 |z — al < p) 中 是 有 界 的 , 则 必 可 找到 一 个 在 此 圆 盘 中 解析 的 函数 F(z), 使 当 
2 天 a 时 , f(z) = F(z). 如 果 我 们 修改 f(a) 之 定义 , 或 补充 其 定义 为 f(a) = F(a), W a 不 再 是 
A, 因此 a 称 为 可 去 奇 点 . 由 于 它 是 十 分 重要 且 有 用 的 , 我 们 将 在 9.4.2 节 中 再 来 证 明 这 个 结论 . 
一 一 译 者 注 
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图 7-19 
为 了 看 到 这 一 点 , 再 看 一 下 图 7-19. 极点 a WN m 越 高 , 当 > 趋向 ac 时 f(z) 














增长 得 越 快 . 然而 不 管 阶 数 有 多 大 , 我 们 知道 (z — a)” 都 会 衰减 得 足够 快 , 足够 抵 
消 这 个 增长 , 即 是 说 , 使 得 它 与 /的 乘积 为 有 界 . 其 实 , 极点 的 阶 就 可 以 定义 为 足 
以 这 样 消除 了 的 增长 性 的 (2 一 a) 的 最 低 次 震 . 

把 这 种 情况 与 当 > 趋向 0 这 种 奇 点 时 g(z) 的 增长 性 相 比 较 , 例如 让 2 沿 正 实 
轴 趋 向 0. 为 了 证 实 9 比 任意 亚 纯 函 数 都 增长 得 更 快 , 只 需 回 忆 一 下 , 由 通常 的 微 
积分 教材 即 知 , 不 论 m 有 多 大 
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| eò 
= lim — = œ. 
入 一 co 入 Im 


lim zmel/z 
Z 一 0 


7.8.3 ”解释 * 


为 了 解释 广义 辐 角 原理 (7.17), 我 们 先 回 到 对 (7.19) 的 解释 . 如 果 把 f 看 作 到 
SOK D 的 映射 , 则 oo 也 可 以 是 一 象 点 , 其 原 象 是 f 的 极点 . 如 果 你 愿意 , 也 可 
以 称 其 为 oo 点 . 我 们 现在 的 解释 将 是 , 以 上 所 述 意 味 着 oo 点 的 拓扑 重 数 也 可 以 用 
完全 同 于 任意 其 他 p 点 的 拓扑 重 数 的 方法 来 定义 , 即 定 义 为 绕 a 的 闭环 路 之 象 所 
绕 f(a) 的 次 数 . 

重新 考虑 (7.18) 中 的 F. (7.8) 我 们 知道 , 一 个 以 a 为 中 心 的 小 圆周 Ca 
将 被 映 为 一 个 小 环 路 F(Ca) 而 绕 原 点 m 次 ， 因 此 F(Ca) 的 球 极 射影 将 绕 南 极 
m UK, WHA E 的 内 部 来 看 是 依 逆 时 针 方 向 绕 行 ， 因 为 复 反 演 ( 它 映 F(C6) 为 
F(Ca) = 1/[F (Ca) 将 把 © SESH WEE n, 从 而 把 0 与 co 对 换 , 这 就 意味 着 (Ca) 
将 是 一 个 绕 ce 点 m 次 的 小 环 路 . KAM E 的 内 部 来 看 f (Ca) 依 逆 时 针 方向 绕 co 
点 , 它 在 复 平 面 上 的 球 极 射影 就 是 一 个 很 大 的 依 顺 时 针 方 向 绕 原 点 的 环 路 , 这 就 是 























































































































说 有 具有 环绕 数 —m. 
顺便 提 一 句 , 现在 把 (7.19) 重 写 为 

















F(z) = (z- a)" A(z). 


这 样 一 来 , 把 m 阶 极点 想 作 一 个 具有 负重 数 —m 的 根 也 就 有 意义 了 . 
现在 把 注意 力 从 原点 移 开 , 考虑 绕 黎 曼 球 面 上 的 任意 (有 限 远 ) 点 p 的 环绕 数 . 
把 Ca 取得 充分 小 , W f(Ca) 将 变 得 很 大 而 绕 p 点 -mm Jal. 但 是 , 如 果 我 们 把 Ca 
脱 胀 成 任 一 个 简单 环 路 Ta 而 不 磁 上 任意 点 或 其 他 极点 , 则 其 象 绕 p 的 环绕 数 不 
变 . 换言之 
若 a 是 一 个 m 阶 极点 而 I。 是 包含 a ARA p 点 与 任意 其 他 
极点 的 简单 环 路 , 则 v[f(Ta),p| = 一 m. 





















































(7.20) 



































最 后 , 重新 考虑 图 7-11, 你 很 容易 就 会 相信 , 如 果 有 一 些 oj 是 极点 而 不 是 p 点 ， 
导出 (7.11) 的 推理 仍 是 适用 的 . 把 这 些 奇 点 记 为 s;. 于 是 















































v|fT), p] = 5 v| f (Ta) p] + 5 v| f(T.) p]. 


p a 极点 














应 用 (7.20) 即 知 
Vif), p = (0 A p 点 的 数目 ]- 诺 内 极点 的 数目 ]， 





这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 


7.9 3 题 














1. 一 个 “简单 ” 环 路 其 实 可 以 很 复杂 ( 见 图 7-20) . 然而 , 如 果 我 们 想象 , 这 个 复杂 环 路 是 通 

过 把 一 个 圆周 逐步 变形 而 产生 的 , 则 它 绕 过 其 内 点 恰好 一 次 . 令 N(p) 为 这 个 简单 环 路 与 
FH p 发 出 的 射线 相交 的 次 数 ( 与 图 7-4 比较 ) . N (内 点 ) 可 能 取 的 值 与 N( 外 点 ) 可 能 
取 的 值 有 何 区 别 ? 现在 (对 于 简单 环 路 ) 有 一 个 快速 决定 一 点 为 内 或 外 的 规则 来 代替 “ 穿 
越 法 则 ”(7.1). 可 以 用 这 个 结果 和 朋友 F 玩 一 个 小 游戏 : (1) 为 了 不 让 他 疑心 你 在 造假 ， 
让 下 自己 画 一 个 折 转 多 次 的 复杂 的 简单 环 路 ; (2) 在 错综复杂 的 线条 之 间 随 机 地 选 一 个 
点 , 然后 问 下 此 点 在 环 内 还 是 环 外 ? 也 就 是 从 此 点 可 否 逃 到 迷宫 外 面 去 ? (3) 在 使 得 下 承 
认 要 问答 这 个 问题 既 费 时 又 费劲 以 后 , 让 下 取 一 个 点 由 你 来 做 ; (4) 你 在 心中 暗暗 画 一 条 
射线 , 沿 着 这 个 射线 心中 暗 数 交点 个 数 . 你 马上 就 可 以 求 出 解 来 , 让 FF 大 吃 一 惊 . 
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.重新 考虑 (7.4) 中 将 单位 











图 7-20 














HARIR AHRI £, 以 及 相关 的 图 7-7 中 的 函数 5B(9). 若 
GB'(a) > 0, 则 在 点 0 = a 上 方 , 图像 是 上 升 的 , z 的 小 小 的 运动 会 生成 w 的 相同 方向 的 
小 运动 . 这 时 就 说 6 在 a 点 保持 方向 , 而 z = ei* 作为 w = ei?*(%) 的 原 象 , 其 拓扑 重 











eS OF 


























v(a) = 1. 类 似 地 , Æ D(a) < 0, 则 此 映射 是 反 转 方向 的 且 v(a) = 一 1. 换言之 


v(a) = © (a) 的 符号 .” 


请 与 二 维 的 公式 (7.9) 比较 . 





(i) 在 图 7-7 中 , 说 
的 全 部 原 象 之 集合 . 



































(ii) 如 果 原 象 集合 是 
出 什么 ? 这 样 , 说 £ 的 映射 度 
映射 . [提示 : 在 图 7-4 中 , 把 射线 看 作 描述 w 的 位 置 的 工具 .] 
.对 以 下 每 个 函数 f(z), 求 出 其 在 指定 圆 盘 内 的 所 有 p 点 , 决定 其 
边缘 圆周 的 象 , 来 验证 辐 

(i) f(z) =", p =i, B 
(ii) f(z) =cosz,p=1, RK 
(iii) f(z) =sinz*,p = 0, 圆 盘 |z| 




















新 考虑 图 7-8. 


























明 怎 样 通过 画 





























族 水 平 直线 5 = A, A427, A 土 47 等 , 来 得 出 w = ei4 





! 型 的 ( 即 指 在 每 个 原 象 上 D A 0) ,把 这 些 拓 扑 重 数 加 起 来 会 得 














( 即 工 的 环绕 数 ) 为 v, 基本 上 就 是 指 £ 是 vv 对 1 的 




























































































































































































重 数 , 并 用 计算 机 画 出 其 
Jae 
blak |z| < (4/3). 
AR |z| < 5. 
<2. 




















(i) 用 计算 机 画 出 


个 膨胀 着 的 区 




















下 的 象 , 观察 当 工 穿越 根 w b,c 时 环绕 数 增加 的 方式 . 特别 是 请 注意 , 出 现 一 个 “<” 
































© 原 书 用 了 “sign of 








(7.9) 的 “符号 ” 

















的 . 


状 的 图 形 , 就 是 生成 新 环 路 的 标志 . 





译 者 注 





(7.9) 中 都 是 这 样 

















8(a)” 的 说 法 . 这 个 “sign” 昌 然 直译 为 “符号 ”, 其 实 是 一 个 函数 
sign(x) = | 
也 是 如 此 , 它 就 是 二 次 型 的 符号 差 函 数 (signature) .在 讲 映射 度 的 书 以 及 本 书 

















1, xz > 0; 
—1, x < 0. 





















































(ii) Æ Fp) £0, WT WAR p 的 那 一 小 段 只 是 被 伸 扭 为 经 过 f(p) 的 男 一 小 段 几乎 成 
为 直线 的 曲线 . 由 此 导出 , NAT 碰 上 临界 点 时 才 会 出 现 一 个 “<” 形 . 解释 为 什么 
< 这 个 特定 的 形状 与 1 阶 临界 点 相 容 . 





























































































































(iit) 观察 在 工 的 演化 过 程 中 只 在 两 个 点 上 生成 < 形 . 以 了 7 的 映射 度 来 代数 地 解释 这 件 
(V) 令 了 为 以 abe 为 顶点 的 三 角形 ,可 以 在 ABSENT TZEN, 但 是 其 
中 只 有 一 个 椭圆 ( 记 它 为 6) 恰好 切 T 于 三 边 的 中 点 . 
































(v) [难题 ] 证 明 f 的 个 界 点 正 是 E 的 焦点 . 


.如 7.4.3 节 那 样 , 用 Ea, Na, ba 来 记 描 述 一 个 映射 在 a 点 的 局 部 线性 变换 的 两 个 正 交 方向 上 
的 伸缩 因子 与 旋转 角 . 考虑 (x/4) 的 旋转 这 个 特例 , 这 时 .7 为 常数 , 证 明 : 一 般 说 来 , 和 与 
n 并 非 雅 可 比 矩 阵 J 的 特征 根 Aq 和 Ao. 然后 验证 , 对 于 这 个 映射 , det(J) = Aà = En. 
. 甚至 在 三 维 或 更 高 维 情况 下 , 由 映射 了 在 a 点 诱导 出 的 局 部 线性 变换 仍 可 用 雅 可 比 和 矩阵 
Jla) 来 表示 . E a 不 是 临界 点 , 记 a 为 f(a) 的 一 个 原 象 , 拓扑 重 数 v(a) 仍 由 (7.9) 给 
出 . E n A Jla) 的 负 实 特征 根 的 个 数 (各 征 根 均 按 其 代数 重 数 计 ), 证 明 






















































































































































































m 











[提示 : 因为 特征 方程 det[J(a) — A = 0 有 实 系数 , SEAL WO HE EM] 
. 考虑 非 解析 映射 A(z) = |z|? — iz. 

(i) KA ZAR. 
(ii) TORE RT EERE J, 由 此 求 出 det (J). 
(ii) 用 (7.9) 计算 ( 中 的 根 的 重 数 . 

) 求 当 > = 2c! 画 出 圆周 |z| = 2 时 A(z) 所 画 出 的 象 曲线 , 并 证 实 由 拓扑 辐 角 原理 所 
数 的 预测 . 
(v) 注意 到 h(z) = z(z— i), 从 而 对 上 面 的 事实 有 更 好 的 理解 , 然后 模仿 对 于 图 7-8 所 做 
的 那样 的 分 析 . 













































































(iv 































































































(vi) 利用 由 上 一 部 分 所 给 出 的 洞察 来 求 v(i/2), 它 不 能 用 (7.9) 求 出 . 
S Q(t) 为 时 间 t 的 实 函 数 且 满足 常 系数 线性 微分 方程 
n n—1 
cn ES t orate Pene a | coQ = 0. 





























BZ ST RET DAB Q) = es 六 AUER AIS ES UA. 把 Q(t) 代入 上 述 方 
FE, 证 明 s; 是 多 项 式 





F(s) = cns” 十 cn_1s" 1 十 十 cls 十 co 








的 根 . 注意 , 若 s; 具有 负 实 部 则 Qj(t) 随时 间 衰 减 到 0. 因此 这 个 微分 方程 的 通 解 是 否 随 
时 间 衰 减 到 0 这 个 问题 , 就 归结 为 f(s) 的 所 有 n 个 根 是 否 都 位 于 半 平 面 Re(s) < 0 内 的 
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问题 . 令 R 表示 当 s 沿 虚 轴 自 下 往 上 运动 时 F(s) 的 净 旋 转 . 解释 以 下 的 结果 : 上 述 微分 
方程 的 通 解 衰减 到 0 的 充 要 条 件 是 











R=nn. 
这 个 条 件 称 为 奈 奎 斯 特 " 稳 定性 判 据 , 适合 这 个 条 件 的 多 项 式 PORWR OS MA. 
[提示 : 做 一 环 路 如 下 , 先 沿 虚 轴 由 -iR 走 到 +iR, 接着 再 沿 以 这 一 段 虚 轴 为 直径 的 两 个 
半圆 周 之 一 回 到 -iR. 最 后 令 R 趋向 oo. 对 此 环 路 应 用 辐 角 原理 .] 


9. 按照 上 题 考察 微分 方程 




















































































































dQ 

ap SaN 
(i) 对 此 方程 求 R. 它 是 否 满 足 奈 奎 斯 特 稳定 性 判 据 
(ii) 显 式 地 解 出 此 方程 来 验证 你 的 结论 . 


10. Fa 为 大 于 1 的 实数 , AS ee BE N TE 
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在 单位 圆 盘 内 有 n 个 解 . 
11. (i) 对 f(z) = 2z 与 g(z) = 8z 一 1 WAS ERE, 证 明 方程 2z5 十 8z 一 1 = 0 的 所 有 5 
个 根 都 在 圆 盘 |z| < 2 P. 
(ii) 变换 f 与 g 的 地 位 ,证 明 2254+ 82-1=0 RA 1 MRO MIA. 由 此 导出 ， 
它 在 环 1< |z| <2 中 有 4 个 根 . 
12. 我 们 可 以 把 对 鲁 歇 定理 的 解释 形式 化 并 稍 加 推广 如 下 : 
(i) 4 p(z) 5 a(z) 在 简单 曲线 上 不 等 于 0, WT Ær 在 映射 > p(z)q(z) 下 的 象 ， 
证 明 















































En 













































































(ii) id 






































































































































FET E |g(z)| < |f(2)|, 画 一 个 典型 的 五 (T) 之 草图 , 并 由 此 导出 
v|H(T), 0] = 0. 
JA PB a) 4a HE 9 a Ze EL. 
(iii) 如 果 只 规定 在 T EDISI, W A) 可 一 部 分 与 圆周 |z 一 1| = 1 重合 
而 不 是 严格 位 于 该 圆周 之 内 , 这 时 vA (DL), 0] 不 能 合理 地 定义 . 然而 , 若 我 们 进一步 
RET E f+g 关 0, 证 明 这 时 仍 有 vw[H(T),0] = 导出 



































vl(f + 9)(T), 0] = v {f(D), 0]. 
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FA 


© Harry Nyquist, 1889—1976, 为 理学 家 . 一 一 译 者 注 
@ Adolf Hurwitz, 1859—1919, 德国 数学 家 . 一 一 译 者 注 












































13. & w= f(z) 在 简单 环 路 工 上 及 在 其 内 为 解析 , 又 设 f(T) 是 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 . 
) H 























(i) 车 4A z ET 的 无 穷 小 运动 , 6 是 w 的 相应 的 无 穷 小 旋转 , 用 几何 方法 证 
fa = id. 
7 


(ii) 当 z 沿 工 运 行 一 周 时 , 解释 为 什么 v[A,0] = 1 m vlg, 0] = 0. 
(iii) 利用 上 题 的 人, 证 明 























v[f(L),0] = v[f'(P), 0] + 1. 
(iv) 由 辐 角 原理 导出 , Ær 内 f le of’ 多 一 个 根 . 这 个 结果 有 时 称 为 麦克 唐 纳 定理 
(Macdonald Theorem) , 虽然 我 相信 它 基 本 上 可 以 追溯 到 歼 曼 . 
(v) 由 此 特别 可 以 导出 f ET 内 至 少 有 一 个 根 . 考虑 模 曲 面 在 工 及 其 内 域 上 方 的 一 部 
分 以 直接 导出 这 个 结果 . 
14. 与 解析 映射 成 为 对 照 的 是 : 连续 的 非 解析 映射 完全 可 能 把 一 段 曲 线 或 一 个 区 域 压 成 一 点 
而 不 把 其 定义 域 的 其 余部 分 也 压 成 一 点 . 我 们 来 举例 说 明 , 拓扑 辐 角 原理 不 适用 于 这 种 情 
况 . 当 Ar 的 连续 函数 时 , 映射 A(z) = 9(7)z 是 一 个 连续 映射 , 这 里 > = |z|. 考虑 连 
续 映 射 h(z), 它 相 应 于 以 下 的 olr), 
do(r) =0, 0<r< (1/2), 
g(r) = 2r—1, (1/2)<r<l. 
(i) 用 生动 形象 的 语言 描述 这 个 映射 . 
(ii) IR DT APE |z| = (3/4), p = 0, 试 着 使 (7.11) 有 意义 〈 会 失败 ) . 
15. 正文 中 讲 的 布 劳 威 尔 定 理 的 陈述 在 以 下 两 个 方面 与 完整 的 结果 相 比 尚 有 不 足 : (A) 我 们 假 
WIE D 上 |g| < 1| 而 不 是 |g| < 1; (B) 我 们 在 本 质 上 使 用 了 拓扑 辐 角 原理 , 而 上 题 说 
W, 对 于 有 限 区 域 中 有 无 穷 多 个 p 点 的 一 般 的 连续 映射 , 这 个 原理 是 不 能 用 的 . 现在 设法 
RISE. 再 一 次 令 m(z) = g(z) 一 z 为 点 z 的 运动 , 并 设 布 劳 威 尔 定理 不 成 立 , 所 
以 在 整个 圆 盘 |z| < 1 Lm 关 0. 如 下 即 可 得 出 矛盾 : 
(i) 由 假设 m(z) = g(z) 一 z= g(z) + f(z) 在 单位 圆周 C 上 不 为 0. 用 习题 12 (iii) 证 
W: 车 [gl < 1, 则 vpm(C),0] = 1. 
(ii) + C, 为 圆周 |z| =r, 从 而 Ci = C. 考虑 vim(C,),0] 4 r HOF 
从 而 得 出 与 (i) 相 矛 盾 . 
z[m(C),0] = 1 这 个 关键 事实 可 以 更 直观 地 得 出 . 由 > 出 发 做 运动 向 量 m(z), 并 且 注 意 
它 与 C 在 > 点 的 内 法 线 向 量 (-z) 成 一 锐角 . 但 是 很 明显 , 当 > Yee C 绕 行 一 周 时 , 这 个 
法 线 向 量 依 正 向 转 一 周 . 由 此 导出 向 量 m 也 会 拖 后 一 周 .” 




























































































































































































































































































































































































































































































ls 




















加 到 1 时 的 演化 









































































































































D 布 劳 威 尔 定理 由 于 应 用 极为 广泛 而 被 许多 数学 家 关注 . 实际 上 对 于 一 维 空间 , 它 就 是 连续 函数 的 中 
值 定理 . 本 书 只 讲 了 二 维 情况 , 因此 证 明 比 较 简单 . 对 一 般 的 n 维 情况 , 有 许多 证 明 . 值得 注意 的 
























































是 米尔 诺 (John Willard Milnor, 1931— , 美国 数学 家 ) 的 J. Milnor, Analytic Proofs of the 
Hairy Ball Theorem and the Brouwer Fixed Point Theorem, Amer. Math. Monthly, Vol 85 
(1979), 521.524. 译 者 的 书 《 重 温 微 积分 》, 高 等 教育 出 版 社 , 2004, 第 417~421 页 转述 了 这 个 证 
明 . 一 一 译 者 注 
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与 拓扑 学 





16. 令 f(z) 为 z WER, 考虑 它 对 单位 


17. 


18. 


19. 


则 Fp) 指向 与 f(p 














ba 








) 相反 的 方向 ; (2) v[F(C), 0] = 














周 C 的 效果 . 注意 两 个 事实 : Sen 


奇数 , 特别 是 , 它 不 可 

















能 为 0. 这 只 


是 一 个 一 般 事实 的 例子 . 证 明 : 由 (1 恒 可 得 出 (2), 哪怕 f 仪 为 连续 的 . [提示 : 若 三 满 














Æ (1), 4 2 沿 着 半圆 周 由 p 转 到 —p 时 , 对 f(z) 的 净 旋 转 R 可 以 得 出 什么 ? 另外 一 个 




















半圆 周 产生 的 旋转 与 
戎 虑 放 在 一 个 平面 上 


























ie ae 





的 球形 气球 83. 如果 把 S 渐渐 压 到 出 
平面 内 的 一 个 映射 五 ， 注意 , 互 为 对 径 点 的 南极 和 北极 有 相同 




















CPE, 就 会 得 到 由 5S 到 此 


























NA. 博 苏 克 一 乌拉 姆 定 


理 指出 , 由 S 到 平面 的 任意 连续 映射 A 都 将 把 某 一 对 对 径 点 映 为 相同 的 象 . 考虑 映射 





F(p) = H(p) — H(p* 

















), p* 是 p 的 对 径 点 . 这 个 定理 就 是 说 , F 














在 S 上 某 处 有 根 . 证 明 这 




















一 点 . [提示 : 只 需 考察 F 在 北半球 面 上 的 效果 . 取 此 半球 面 的 边界 ( 即 赤 道 ) 为 上 题 中 的 














= 





Jl C, 并 导出 v[H(C), 0] £01] 




















E 三 在 一 简单 环 路 工 上 解析 , S p 为 f(T) 上 一 点 的 原 象 且 |f| 在 此 点 达到 最 大 值 . 若 E 








ET Ep 点 的 切 向 量 (向 量 理解 为 复数 ) 而 且 与 工 
明 : Ef (p) 与 if(p) 有 相同 方向 . 对 于 |f| 的 正 最 小 值 ， 















































(i) 车 p 不 是 解析 多 








Gi) H p 点 处 的 模 曲 面 说 明 , 这 个 方向 就 是 














数 的 临界 点 , 用 几何 方法 证 明 : f 












































面 交 角 的 正切 ) 的 方向 . 证 
常 图 像 的 斜率 之 类 比 . 








(iii) 在 n 阶 根 处 模 曲 面 是 什么 样子 ? 
(iv) sa m 阶 临界 点 上 方 模 曲面 是 什么 样子 ? 用 m = 1 的 情况 解释 : 为 什么 这 种 地 方 叫 
































(v) 用 模 曲面 在 工 及 其 内 域 上 方 的 那 一 部 分 A 中 的 坑 





表述 习题 13 中 的 委 克 唐 纳 定 理 . 






































(vi) 麦克 唐 纳 定理 这 样 表述 后 ,可 以 做 出 几乎 完全 是 





实 . 以 下 的 解释 转述 自 Polya [1954], 但 我 相信 其 








样 指向 逆 时 针 方 向 . 








几何 方法 证 








类 似 的 结果 是 什么 ? 








在 [f(p)/f(Pp)] 方 向 上 增加 得 最 快 . 


H 面 的 切线 有 最 大 “斜率 ”( 即 此 
明 这 个 最 陡 切 线 的 斜率 为 Fpl, 并 注意 它 与 





拓扑 学 的 解释 ,这 是 一 





切线 与 复 平 
实 函数 的 通 


的 个 数 P 与 通 点 个 数 9 来 重新 





个 美丽 的 习 



































ak 既然 ad ee ee 是 ee 








基本 思想 可 以 追溯 到 麦 
A 的 边缘 就 是 一 条 水 3 





— pi 


区 斯 韦 和 昌 














的 曲线 K, 























ka 设 f 与 1 




















. 还 要 回忆 到 模 曲 面 不 会 





都 只 有 单 根 pate P E S) , 所 以 坑 一 定 是 锥 形 























起 来 确实 像 马鞍 (或 者 说 是 地 理学 里 的 山口 ). 
现在 想象 有 雨水 不 断 地 落 在 曲面 A 上 . 坑 就 慢 慢 装 满 水 而 成 为 个 湖 , 我 们 设想 它 
门 的 深度 都 相同 . 那么 当 水 位 逐渐 上 升 超过 一 个 山 



































当 水 位 最 终 升 到 高 度 K 时 , 还 剩 下 几 个 湖 ? 我 们 


P=S+1. 











(vii) 把 上 面 的 论证 











想 要 证 明 的 就 是 





E 广 到 根 与 临界 点 不 是 简单 的 情况 . 




















A. Hi 
的 而 较 点 看 

















口 时 , 湖 的 个 数 会 发 生 什么 变化 ? 


© 博 苏 克 , Karol Borsuk, 1905—1982; 乌拉 姆 , Stanislaw Ulam, 1909—1984, 都 是 波兰 数学 家 . 


一 一 译 者 注 
































7.9 3 题 335 
20. 令 f(z) 和 g(z) 都 在 一 个 简单 环 路 上 及 其 内 域 中 解析 . 对 (f — 9) 应 用 最 大 模 原 理 证 明 ， 


21. 


22. 


以 此 公式 作为 v 的 定义 , 则 当 工 上 有 





FET E f = g, 则 在 其 整个 内 域 中 也 有 f= g. 






































绕 行 环 路 L 一 周 时 f(z) 绕 过 p 点 的 总 旋转 数 , 若 p 不 在 LE, 则 


[可 = RD). 




















若干 极点 与 p 点 时 广义 辐 





原理 (7.17) 仍 成 立 , 不 


























过 , 这 时 , 在 工 上 的 极点 与 p 点 的 重 数 要 折 半 计算 . 





域 (其 





点 之 总 数 不 超过 1 个 , 现在 把 每 个 











图 上 就 







































































在 图 7-11 中 我 们 使 用 了 形变 的 概念 来 导出 辐 角 原理 . 图 7-21 是 另 一 个 方法 . FET 的 内 
FP 有 不 同 的 p 点 与 极点 ) 粗略 地 分 成 若干 个 胞 腔 Cy, 使 每 个 胞 腔 中 所 含 p 点 或 极 




















胞 腔 都 想象 为 一 个 环 路 , 且 按 一 种 规定 好 的 方向 运动 ， 





个 相 邻 胞 腔 画 出 了 这 个 方 
(i) 分 别 就 以 下 各 情况 求 vif (C) p] 之 值 : 假设 Cy P, ( 











向 . 








m 


没有 p 点 与 极点 , (2) 有 一 





个 mm BF p 点 , (3) 有 一 个 m 阶 极点 . 















































(ii) 证 明 
>》 vlc), p] = vf (T), p), 
j 
并 由 此 得 出 辐 角 原理 . [提示 : 若菜 个 胞 腔 的 一 个 边 不 是 工 的 一 部 分 , 则 它 必 是 另 一 
个 相 邻 胞 腔 的 一 边 , 但 沿 相 反 向 运行 . 当 z 沿 此 边 的 一 个 方向 运行 一 次 , 又 沿 相 反方 
向 再 运行 一 次 , f(z) 绕 p 的 净 旋 转 量 是 多 少 ? ] 


























I ceca Or ae ie 
| 
le 一 六 点 
Dk = 极点 


图 7-21 


第 8 章 


EILER, RNIN 
始 时 不 很 在 意 : 
的 完全 具有 自己 特性 的 学 科 诞 生 了 








我 们 在 








pam 


EPIN HA EAS 





复 积 分 : 


8.1 5l 

































































看 着 实数 x 在 它 的 1 HERE Ph ha 

这 个 小 小 的 对 于 复 平面 的 颁 歌 在 积分 
微分 为 这 个 新 学 科 吹 进 了 生命 的 气息 , BAD 
E 明 诸如 解析 昌 


在 通常 的 微 积分 里 , J? 这 个 记号 和 


这 个 灵魂 以 后 , 才能 i 








但 许多 其 他 结果 就 不 这 愉 
能 在 平面 




















了 ,而 真正 动人 的 是 党 
-自由 六 游 的 能 力 为 我 们 释放 了 可 视 的 想象 





柯 西 定理 


Zl 











TA Bre 























, 这 个 新 维度 
问题 里 又 会 响起 , M] 

















E 广 到 复 映射 的 努力 已 经 得 到 了 丰硕 的 回报 
地 推广 实 导数 , 但 是 很 快 就 被 引导 到 伸 扭 概念 , 从 而 一 门 新 
虽然 许多 结果 仍然 带 有 老 的 实数 世界 的 喘 影 
握 这 些 结果 所 用 的 论证 的 风味 . > 
任 度 ， 如 果 我 们 只 能 
定 是 沉睡 着 的 . 








日 更 加 响亮 . 如 果 说 




















广 到 C, 立即 
有 一 个 途径 , 但 





























以 便 “ 沿 此 回路 积分 ". 这 样 就 很 自然 地 会 
一 般 说 来 , 积分 之 值 会 

















就 会 看 到 这 里 需要 一 种 新 思想 ， 
是 现在 a AM b BEF TA EM, 所 以 必须 指定 一 条 道路 ( 称 为 回路 ) 
H: 积分 之 值 是 否 


依赖 于 路 径 的 选择 . 例如 , 我 





的 积分 , 如 果 在 一 个 所 











积 之 值 对 回路 极其 依赖 . 应 该 从 一 开始 就 说 清 
析 函 数 集合 才 有 意义 , 积分 却 不 是 这 相 








函数 的 积分 . 





















































路 上 计算 它 的 值 , 就 会 得 出 这 个 
楚 


E 事实 上 , RM 


微分 











》 则 可 以 说 是 给 了 它 灵魂. 只 
射 的 无 穷 可 微 性 这 样 一 些 基本 事实 !9 
含义 是 很 清楚 的 . 然而 ， 
问题 在 于 如 何 | 























有 在 懂得 了 




















如 果 我 们 想 把 它 推 
a 走 到 5b? Å 

















KK 











15 








HF [A 
































| 
回路 所 围 区 域 的 面积 
只 是 对 于 一 类 严格 
上 面 讲 的 例子 就 涉及 非 解 析 




















ER 中 内 


路 的 选择 . 

















上 就 会 遇 到 一 个 复 映 射 


面 


局限 的 解 





本 章 的 主要 目的 (超越 了 仅仅 是 建立 积分 学 ) 就 是 去 发 现 积 分 之 值 不 依赖 于 回 


路 选择 的 条 件 . 这 种 结果 之 一 是 实 分 析 中 微 积分 基本 定理 的 类 比 , H 
Ph 这 个 类 比 也 沿用 了 这 个 名 称 . Ri 


一 学 科 的 尊重 
语 不 当 , 因为 在 复 分 
称 为 柯 西 定理 









































然而 , 不 应 该 感到 吃惊 的 是 , 如 果 集 中 于 解析 映射 的 积分 , 就 会 产生 新 现象 . 柯 西 定 











© A 20 世纪 60 ERAR, 由 于 怀 伯 恩 (G. T. Whyburn) 等 人 
能 做 这 些 事 了 . 然而 仍然 是 积分 给 出 了 最 简单 的 途径 . 






































在 复 分 析 
i 中 存在 一 个 更 深刻 而 且 在 实数 



























































E =a 


正如 我 们 曾 说 过 的 那样 , 对 非 解析 函数 做 积分 不 仅 是 可 能 的 , 有 时 还 是 有 用 











于 对 实 分 析 这 
i, 在 复 领域 中 , 这 却 用 
此 界 中 没有 对 应 的 基本 结果 


的 . 




















创 性 的 了 











[ 作 , 已 经 可 以 不 


























积分 也 
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理 是 这 些 新 现象 的 本 质 . 这 个 定理 本 质 上 就 是 说 , 只 要 被 积 的 映射 在 这 两 条 回路 之 
间 的 区 域 中 处 处 都 是 解析 的 , 这 两 个 由 a 到 的 积分 就 是 一 致 的 , 即 其 值 相同 . 这 
门 学 科 的 几乎 所 有 的 基本 结果 (包括 有 些 已 经 讲 过 的 ) 都 是 从 这 个 聚宝 贫 里 出 来 
的 . 












































8.2.1 =i 


和 处 理 微 分 一 样 , 我 们 现在 也 从 比较 熟知 的 实 函数 积分 的 概念 开始 . 这 个 过 程 
的 历史 根源 , 以 及 使 之 可 视 化 的 主要 手段 , 都 是 计算 函数 图 像 下 的 面积 问题 . 

我 们 先 用 矩形 来 通 近 所 求 面 积 . ILE 8-1, 把 积分 区 间 分 成 个 线段 A, CHE 
矩形 之 底 , 其 长 度 也 用 A; 来 表示 ), 从 每 个 线段 中 随机 地 取 一 点 zi, 并 以 函数 在 此 
点 上 方 的 高 度 f(x;) 作为 此 矩形 的 高 . 于 是 每 个 矩形 的 面积 就 是 f(zi)Ai, 而 上 下 
方 总 的 矩形 面积 逼近 值 就 是 






























































R= > jzi)Ai (8.1) 
i=1 
R 就 称 为 黎 曼 和 . 最 后 , 要 求 n 趋 于 无 穷 昌 每 一 个 A; METS, 就 得 到 所 求 的 面 


口 
AN， 









































8-1 


在 图 8-1 中 , 我 们 可 以 不 用 关心 对 于 zi 的 准确 选取 , 因为 我 们 果 着 的 是 这 个 最 
终 的 求 极 限 过 程 . 当 每 个 A; 收缩 时 , xz; 的 选择 余地 也 就 越 来 越 小 , zx; 的 不 同 选取 
方法 对 抢 形 面积 的 影响 也 趋 于 消失 . 但 是 如 果 我 们 不 愿意 或 者 不 能 够 实现 这 个 极限 
过 程 , 则 在 选取 xz; 上 就 不 能 那么 漠不关心 了 . 

你 可 能 还 模 模糊 糊 地 记得 哪 位 教授 以 前 对 你 讲 过 (8.1), 甚至 说 不 定 你 还 自己 
用 这 个 方法 做 过 计算 . 但 是 , 一 旦 注意 上 了 微 积 分 的 基本 定理 , 肯定 就 会 很 快 筷 记 
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复 积 分 : 柯 西 定 理 








这 些 . 如 果 要 求 x4 的 积分 , 既然 已 经 知道 那个 微分 以 后 等 于 z4 的 函数 就 是 $25， 





又 何必 费心 去 计算 茶 个 很 复杂 的 级 数 的 极限 








H 














We? 








TEAS we EL 





KE 


布 就 要 用 到 曲线 
计算 

n 
花 无 限时 间 , 因 





























更 容易 
8.2.2 ”梯形 法 则 











望 文生 义 , 我 们 
同 长 度 , 虽然 这 3 


均 有 相 





就 可 以 给 出 相当 精 ® 


个 奇妙 的 东西 ， 








但 是 必须 记 住 , 很 多 很 














e=? 下 的 面 











H (8.1) 做 数值 计算 时 , 哪怕 是 5 
此 , ER lim RR 时, 重要 的 是 只 



































有 好 几 个 这 样 的 方法 , 其 中 较为 人 们 熟知 的 有 广 
EP BIS Be, 我 们 就 来 复习 它 














现在 


























的 估计 . 因 




















们 不 打算 把 它 写 4H 





























HBG HE TM NER 


其 模仿 梯形 和 的 黎 曼 











梯形 法 则 














法 则 和 梯形 法 则 . 











普通 的 函数 就 是 不 具有 可 
用 初等 函数 表示 的 原 函 数 (或 称 反 导数 ) . 举 一 个 简单 例子 , 统计 学 中 的 正 态 分 
R, 但 是 只 能 数值 地 计算 它 , 说 不 定 就 是 用 黎 曼 和 来 


只 要 是 要 求 完 全 的 精确 性 , 就 要 
HARAY ” 值 也 


tte zix © 
普 森 





能 得 到 好 的 近似 . 
因为 后 者 





























ABE EAA. 为 方便 起 见 , 取 所 有 的 A; 
非 完 全 必要 . 从 图 8-2 上 就 可 以 清楚 地 看 到 , 不 太 大 的 n 











为 图 8-2 的 形状 和 图 8-1 AE, 相应 的 梯形 公式 (我 
HOR) 与 (8.1) 也 大 不 相同 . 然而 , 如 果 我 们 打算 继续 使 用 (8.1), 也 
和 , 从 而 保持 梯形 和 的 精度 . 














8-2 上 夯 有 阴影 的 梯形 估计 与 图 














不 难 找到 一 个 极 
首先 注意 图 
图 








8-3 中 的 矩形 高 取 为 A; 的 中 点 处 的 弦 


8-2 

















8-3 的 矩形 估计 是 完全 一 样 的 , 在 
的 高 度 . 然后 , 为 了 恢复 到 黎 曼 和 , 我 们 又 











把 弦 的 高 度 代 以 在 那个 中 点 处 曲线 的 高 度 . 见 图 8-4. 换言之 , 只 要 取 zi 为 人 ;的 中 


点 , 就 能 对 不 太 大 的 n 得 到 一 个 


黎 曼 和 为 中 点 黎 曼 和 , 记 作 Rm. 





© Thomas Simpson, 1701—1761, 英国 


#2 Fl (8.1) MAH 














数学 家 ,一 一 译 者 注 











8 积分 的 精确 估计 ,我们 称 这 个 





梯形 法 则 









































中 点 黎 曼 和 






































8.2.3 ”误差 的 几何 估计 





我 们 在 上 面 介绍 过 , 若 在 (8.1) 中 取 中 点 将 得 


























精确 的 估计 , 但 是 要 多 精确 才 





算是 “精确 的 估计 ” 呢 ? 首先 我 们 重新 考虑 随机 选取 zx; 的 情况 并 设 所 有 的 A; 均 


有 相同 长 度 A. 重新 考虑 图 8-1 就 会 发 现 , 在 每 个 A; d 


积 之 差 应 为 A? 数量 级 . 因为 矩形 总 数 为 1/A 数量 级 , 所 以 总 误差 是 A 数量 级 , 这 


FE, 


采用 Ru 或 与 它 儿 乎 等 价 的 梯形 法 则 , 会 产生 小 得 多 的 总 误差 















































EF 的 真正 面积 与 近似 矩形 而 











如 果 上 面 说 的 n 在 增加 , A 在 缩小 , 则 总 误差 最 终 会 消失 . 我 们 现在 要 证 明 , 若 




















误差 按 A 的 平方 那样 消失 . 
关于 误差 衰减 的 标准 结果 可 以 在 许多 高 等 微 积分 书 里 找到 , 我 们 不 来 重复 这 些 


标准 的 计算 , 而 是 给 出 一 个 新 奇 的 几何 处 理 .” 图 8-5a mi 









































事实 上 , 这 个 

















了 在 Ru 中 所 用 的 一 个 小 


矩形 的 项 部 的 放大 图 . 图 上 画 出 了 图 8-2 的 梯形 的 斜 边 , BX AB, 以 及 图 8-4 中 的 


Rm 
所 月 


























上 的 点 zi 的 上 方 . 























他 真正 使 用 的 方法 的 例子 . 














@ 如 果 说 本 书 的 许多 论证 是 受到 了 牛顿 在 《原理 》 一 








Dis 





的 思维 方式 的 





启发 , 那 这 是 





的 一 个 矩形 的 顶 即 虚线 DO, 注意 DC 与 AB 的 中 点 了 与 @ 恰好 位 于 Ru 中 


有 E 则 是 一 个 非常 接近 
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加 以 比较 , 但 是 要 把 DC 下 的 面积 [Ru 法 则 中 使 用 ] 与 
就 不 能 那么 说 了 . 但 是 若 把 DC 绕 P 转 一 下 (保持 端点 仍 在 馈 


变 为 过 PP 的 切线 DC Aik, 那 其 下 方 的 面积 是 不 会 变 的 [为 什么 ? ]. 所 以 我 们 可 








图 8-5 











PQ -QR=AQ :QB 


可 视 化 地 看 , 很 容易 把 AB 下 面 的 面积 [梯形 法 则 中 使 用 ] 与 曲线 下 面 的 面积 
























































| 线 下 面 











的 面积 加 以 比较 





























Wh), Bae 





以 自由 地 把 Rw 的 每 一 项 都 看 成 DC 那样 的 切线 下 的 面积 . 现在 就 清楚 了 , 真正 的 














面积 值 位 于 AB 和 DC 下 的 两 个 面积 之 间 , 所 以 用 梯形 法 
误差 不 会 超过 小 四 边 形 ABCD 的 





















































面积 (PQ)- A [| 练习]. WTR 














EUA Rag 法 则 所 引入 的 
E ABCD 的 面积 ， 

















我 们 将 要 应 用 图 8-5b 中 所 示 的 圆周 的 初等 性 质 : 当 弦 POR 绕 固定 点 Q 旋转 时 ， 


PQ 








.QR 之 值 不 变 . 


在 一 段 充分 小 的 曲线 上 , 任意 一 段 曲线 可 以 和 和 它 的 切线 互 换 , 然而 , 在 稍 大 一 
些 曲线 段 上 (或 者 当 我 们 想 有 较 大 的 精度 时 ) , 我 们 就 应 该 把 一 段 曲 线 用 其 曲率 圆 











(就 


们 就 画 出 了 在 已 点 的 一 段 曲线 以 及 PP 点 处 的 曲率 圆 . 上 面 


由 



































是 与 该 曲线 在 所 讨论 点 上 有 相同 曲率 s 的 圆周 ) 的 一 段 来 代替 . 在 图 8-6 中 , 我 


















































H 

















PQ: QR = (AQ)’. 














以 








A 收缩 为 PP 点 时 , (AQ/DP) 5 (QR/PR) 均 趋 向 1, 所 以 妊 
H DP 代替 AQ, 用 PR ARE QR. FE P 点 的 切线 对 水 平方 向 的 倾角 为 0 (于 


的 结 





E 这 个 极限 情况 下 可 








告诉 我 们 


(8.2) 


























是 OP 与 铅 直方 向 也 成 角 0) , 则 DP = Asec9 , PR = (2/K) cos 0. 把 它们 代入 


(8.2 


Ef 


) 即 得 





(ABCD 之 面积 ) = PQ: A= (sec o) a 











差 将 不 大 于 MA. W 





总 误差 < (LM)A?， 











实 以 我 们 所 说 的 方式 消逝 . [现在 请 看 习题 1.] 

















(8.3) 


E 积 分 区 间 《〈 其 长 度 为 工 ) W, (gn sec? 0) 之 最 大 值 为 M, 则 每 一 小 段 A 上 的 误 
为 一 共有 (L/A) Be, 故 有 (L/A) 个 这 样 的 误差 项 , 所 以 








因为 由 


我 们 将 不 去 区 分 二 者 . 讲 完 了 这 一 点 , 还 有 一 点 有 关 教 学 的 奇怪 的 





图 8-5a 可 以 








况 确 实 如 此 ， 




















图 8-6 

















Ru 和 由 梯形 法 则 引出 的 误差 有 相同 的 数量 级 , 所 以 在 推广 到 复 域 时 






































Shinde — h. 从 






































清楚 地 看 到 , 曲线 对 其 切线 的 偏离 其 实 小 于 对 其 弦 的 偏离 , 既然 Ru 与 
梯形 法 则 产生 的 误差 有 相同 数量 级 , 那么 Ru 在 二 者 中 将 实际 给 出 更 精确 的 值 . 情 
























































而 事实 上 还 可 以 证 明 , 它们 的 精度 是 二 倍 的 关系 [见习 题 ?. 除了 精度 
以 外 , Ru 怎么 说 也 比 梯形 法 则 容易 记 容 易 用 . 所 以 这 就 令 人 加 倍 地 迷惑 , 在 初等 
微 积分 课程 中 都 要 教 梯形 法 则 , 而 对 中 点 黎 曼 和 Ru 却 极 少 提 到 ". 
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8.3.1 ZRS 


















































在 实 积分 情况 下 , 我 们 由 一 个 很 明确 的 几何 目标 〈 求 面积 ) 开始 , 然后 发 明了 


积分 作为 达到 目的 的 手段 . 在 复 情况 下 , 我 们 则 把 这 个 过 程 颠 倒 过 来 , 也 就 是 说 , 首 


先 “S H 地 ” 
































ATe = bet 
































推广 实 积分 (通过 黎 曼 和 ) , 只 是 到 后 来 才 会 问 问 自 己 究竟 创造 出 什 
在 本 章 , 我 们 将 找 出 一 种 方法 把 积分 “ 画 ” 成 单个 复数 ， 然 后 在 第 11 















































章 , 我 们 将 从 一 种 完全 不 同 的 观点 看 出 , 一 个 积分 的 实 部 和 虚 部 分 另 
(和 物理 ) 意义 . 如 果 想 要 事前 就 猜想 出 有 关 的 几何 实体 , 然后 再 去 发 明 复 积分 作 
为 找 出 这 些 儿 何 实体 的 合适 的 工具 , 那 就 需要 在 想象 力 方面 有 一 次 惊人 的 巨大 飞 
跃 一 一 历史 上 没有 发 生 过 这 样 的 事 . 稍 想 一 下 就 会 发 现 , 在 微分 方面 情况 也 是 类 
似 的 , 那里 从 和 斜率 概念 开始 , 然后 经 过 一 个 开始 时 的 盲目 外 推 过 程 ， 














I 有 生动 的 几何 

























































































D 一 本 在 我 国 相当 流行 的 苏联 教材 斯 米尔 诺 夫 ,《 高 等 数学 教程 》 第 1 卷 第 3 





























最 终 得 到 了 一 























其 中 的 





























常 漂亮 





包 估计 其 误差 . 一 一 译 者 注 








名 就 讲 了 这 个 公式 . 




















(44) 就 是 图 8-4 Ru. 不 过 在 那里 称 为 “切线 法 ”, 而 且 没 有 如 本 书 那 样 用 几何 方法 非 
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个 很 不 相同 的 (但 是 直观 性 并 不 稍 次 的 ) 伸 扭 的 思想 . 

考虑 图 8-7, 为 了 将 复 映 射 f(z) 从 a Bl) b 积分 , 我 们 需 指定 一 条 连接 两 点 的 
线 并 沿 着 它 做 积分 . 这 条 曲线 ( 记 为 K) 现在 就 起 积分 区 间 的 作用 , 和 图 8-1 一 样 ， 
我 们 将 它 分 为 小 段 A;, 这 里 为 方便 起 见 , 设 它们 均 有 相同 长 度 . 这 里 与 图 8-1 的 区 
别 在 于 , 现在 这 些小 段 的 方向 并 不 一 致 . 为 了 构造 黎 曼 和 , 我 们 在 K 的 每 一 小 段 中 
M2, 点 然后 做 乘积 f(zi)Ai 的 和 . 最 后 , 让 小 段 的 数目 增加 而 使 A; 越 来 越 紧 贴 着 
K, 这 时 歼 曼 和 将 趋向 一 极限 值 (只 要 映射 是 连续 的 ) , 这 个 极限 值 就 是 复 积分 的 定 
X, 记 作 























































































































上 f(z)dz. 


和 实 积分 一 样 , 我 们 可 以 不 取 极 限 而 得 积分 的 精确 估计 , 只 要 取 2, 为 K 的 各 
小 段 的 中 点 , 而 不 是 随机 地 取 z. 事实 上 , 在 图 8-7 中 我 们 就 是 这 样 做 的 . 我 们 再 
次 把 这 个 特别 准确 的 黎 曼 和 记 作 Rm. 

为 了 进而 理解 Ru 的 几何 意义 , 请 看 图 8-8. 图 上 画 出 了 在 映射 > w= 







































































f(z) 下 的 象 , 特别 是 标 出 了 图 8-7 中 的 各 点 zi ZK w. Ru 中 相应 的 项 是 A; = 
wiAi, 我 们 把 它 看 作 w;“ 作 用 于 ”A; 所 得 的 向 量 , 即将 A; 之 长 放大 lwi| 倍 并 旋转 














一 个 角 arg(wi). 




















在 得 到 每 一 个 A; 后 , 我 们 再 把 它们 首尾 相 接地 联 起 来 , 如 图 8-9 所 示 . Ru 之 
值 , 亦 即 积分 的 近似 值 , 就 是 连接 起 点 到 终点 的 复数 .” 注 意 , 因为 所 得 是 连接 二 点 
的 复数 〈 向 量 ) , 所 以 原点 取 在 哪里 并 无 关系 . 



















































































© 伟大 的 物理 学 家 费 曼 用 一 个 类 似 的 图 来 解释 他 的 量子 力学 , 即使 用 “ 
它 与 回路 积分 不 同 . 见 Feynman [1985]. 





器 


径 积 分 ”, 它 也 是 复 的 , 虽然 





























图 8-9 本 来 是 用 于 传递 一 般 思 





图 





8-8 





想 的 , 事实 上 它 却 成 了 对 应 于 图 8-7 和 图 8-8 的 





特定 Rm 的 忠实 的 估计 , 你 会 逐渐 相信 这 一 点 的 . 做 到 这 一 点 的 最 容易 的 办 法 可 能 





是 集中 注意 A; 的 长 度 而 把 角度 分 














Ay 发 生 越 来 越 大 的 旋转 . 





开 考 虑 . 当 w 画 出 
度 会 逐渐 消逝 , 这 就 使 图 8-9 中 相应 的 A; 也 收缩 . 类 似 地 , w 的 辐 角 的 增加 则 使 





图 8-8 中 的 象 曲 线 时 , A; 的 长 




















8.3.2 ”一 个 可 视 化 技巧 











选取 A, 具有 相等 长 度 虽 然 不 是 严格 必要 的 , 但 它 的 好 处 大 概 是 很 清楚 的 : A; 
的 长 度 一 定 正比 于 |wil, 所 以 用 肉眼 来 追踪 |Ai| 

















化 地 追踪 A; 辐 角 的 演化 就 不 那么 容易 了 . 


























HER, 其 转角 为 pi WARS 














和 Ru 在 


当 在 图 8-7 中 沿 A; 运动 时 , 我 们 要 转 一 


wp 









































的 演化 也 非 难 事 . 但 是 , 想 要 可 视 








a. 图 8-7 中 男 出 了 一 个 典型 











道 处 的 转角 9; 是 什么 ? 举例 来 


说 , WR wip 与 wi 指向 相同 方向 , 则 Aw 与 Ai; 各 受 复 数 wii 与 wi 所 施加 的 








旋转 是 同样 的 , 因此 黎 曼 和 中 由 A; 到 Ai+3 的 旋转 角 




















ĝi 与 图 8-7 中 由 4; 到 Aja 
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的 旋转 角 bo; 是 一 样 的 . 更 一 般 地 , 如 果 由 wi 到 wi 的 转角 是 r, 则 
Pi = Qi + Ti. (8.4) 
这 个 简单 的 观察 就 减少 了 把 Ry 可视化 的 困难 . 现在 再 没有 必要 去 看 每 个 ww 
的 辐 角 〈 它 们 可 能 很 大 而 且 难 以 目测 ) , 然后 再 试 着 去 想象 旋转 以 后 的 A 的 方向 . 
事实 上 , 我 们 只 需 这 样 做 一 次 , 找到 AL, 使 Ru 在 一 开始 就 有 一 个 正确 的 初始 方 
向 . 然后 下 一 个 A 只 要 对 前 一 个 A 转 一 个 $ 就 行 了 . 利用 (8.4), 这 些 6; 很 容易 
目测 . 

我 们 就 图 8-7 与 图 8-8 所 给 的 具体 例子 , 把 这 个 做 法 慢 慢 地 详细 讲 一 讲 . 在 
8-9 中 我 们 先 把 A; 〈 其 辐 角 为 6) 再 转 一 个 角 a ( 即 w 的 辐 角 ) , 得 出 Ai 的 
角 为 a+ 8 OLA 8-9). 以 后 只 需 用 (8.4) 就 可 以 做 出 Ru 的 其 余 各 项 . 为 了 做 
下 二 个 A, 例如 A,, 只 需 知道 Ay 是 由 Ai 转 过 一 个 b = Qı +T 而 来 . 在 
8-7 上 ¢ 是 负 角 , 图 8-8 上 的 n 是 一 个 小 的 正 角 , 可 以 消去 91 的 一 部 分 而 在 
Ru 中 生成 一 个 转角 较 小 的 弯 道 . 在 做 出 As 以 后 又 要 对 它 做 上 面 的 事 . 例如 Hs 
为 正 , 对 它 还 要 增加 一 个 r, 它 比 nn 和 ro 大约 要 大 两 倍 左 右 , 这 样 就 得 到 了 5. 
你 现在 来 做 Ru 余下 的 各 项 , 应 该 比 以 前 更 细致 了 . 
虽然 上 面 的 思想 马上 就 可 以 证 明 在 理论 层面 上 很 有 价值 , 但 很 明显 不 太 实 用 . 
在 第 11 章 里 我 们 会 用 一 个 完全 不 同 的 方法 得 到 使 复 积 分 可 视 化 的 另 一 个 不 那么 费 
劲 的 方法 . 这 就 使 得 绝 大 多 数 教材 中 关于 复 积分 没有 几何 解释 的 说 法 (它们 甚至 认 
为 这 是 不 值 挂 从 的 事 !) A TCE. 很 可 能 只 因为 这 种 说 法 被 重复 的 次 数 太 
多 , 人 们 就 认为 它 就 是 真 的 了 . 

8.3.3 ”一 个 有 用 的 不 等 式 

图 8-9 就 可 以 看 得 很 清楚 , 如 果 能 把 Ry 中 的 那些 弯 道 拉 直 , 它 就 会 变 得 更 

K, 进一步 说 , 拉 直 了 后 Rwy 之 长 就 是 |A] 之 和 , 这 样 
[Rul < >》 oil :|Ail, 

号 当 且 仅 当 所 有 9; = 0 时 成 立 .” 若 令 M 为 图 8-8 中 的 象 曲线 离 原点 的 最 大 
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[Rul < MOIAil. 
但 右 方 的 和 正 是 K 的 折线 有 逼近 的 长 度 , 所 以 不 会 超过 K 的 真实 长 度 . 取 极 限 后 
Ru 变 成 了 积分 , 得 到 


























[kroa <M. (KZ KÆ). (8.5) 








D 第 11 章 中 使 复 积分 可 视 化 的 新 方法 让 我 们 能 把 这 个 等 号 成 立 的 条 件 以 特别 简单 的 形式 表示 出 来 . 
见 第 11 章 习 题 6. 


























例如 , Ww f(z) = (1/z)?, K 为 圆周 |z| =r, 则 (8.5) 蕴涵 了 hes f(z)d2| < (2n/r). 
这 特别 意味 着 Jim fk f(z)dz = 0. 这 是 (8.5) 的 一 个 典型 的 (虽然 有 些 简单 化 ) 用 
处 : 一 个 很 常见 的 事 是 希望 证 明 当 K 在 某 一 族 曲 线 (例如 半径 渐 增 的 一 族 圆周 ) 
中 演化 时 , K 上 的 积分 最 终 会 消失 . (8.5) 表明 , 只 要 证 明 K 上 的 f(z) 的 最 大 模 衰 
减 得 比 K 之 长 度 的 增加 更 快 就 行 了 . 
8.3.4 ”积分 法 则 
因为 复 积 分 是 以 与 实 积分 完全 类 似 的 方式 定义 的 , 所 以 从 实 积分 中 继承 了 许多 
性 质 . 下 面 列 举 一 些 实 积分 和 复 积 分 共有 的 性 质 : 


| vies 中 poas 





































































































| U@to@le=| fadz+| geaz, 





| f(z)dz = — | f(z)dz. 








前 两 个 等 式 的 意义 是 自明 的 , 后 两 个 则 需要 进一步 澄清 . 
如 果 工 是 从 K 的 终点 开始 的 ( 见 图 8-10a) , 则 沿 K +L 积分 意味 着 先 沿 K 
积分 , 再 继续 沿 L 积分 , 所 以 得 到 的 总 的 积分 自然 是 两 段 分 别 积分 之 和 . 注意 , 回 
路 是 允许 打 结 的 , 事实 上 , 回路 的 定义 只 要 求 这 种 打 结 之 处 不 会 有 无 限 多 个 . 






















































































第 4 个 法 则 类 似 于 在 实 积分 对 换 积分 限 , -K 按 定义 仍然 是 K, 但 是 要 依 与 K 
相反 的 方向 运行 ( 见 图 8-10b) . 

不 管 你 对 实 微 积分 中 的 这 些 法 则 多 么 熟悉 , 也 不 管 它们 在 复 域 中 的 推广 对 于 你 
是 多 么 容易 , 我 们 还 是 要 请 你 重新 结识 一 下 每 一 个 结果 , 最 好 是 用 图 8-7、 图 8-8 和 
图 8-9 那样 的 图 形 来 做 . 

回想 一 下 , 我 们 在 本 章 的 引言 中 己 指 出 , 我 们 的 目的 是 发 现 积分 与 积分 路 径 的 
选择 无 关 的 条 件 , 而 这 个 路 径 一 定 是 连接 平面 上 两 点 的 曲线 . 后 两 条 法 则 可 以 用 来 
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把 这 个 问题 重 写 为 更 干净 利落 的 形式 . 设 图 8-10c 中 的 两 条 路 径 K 与 K 都 给 出 相 
等 的 由 a Fo 的 积分 值 . 于 是 有 


0= I. Hads- K a | Hondas | Ike | tejd 


K-K 

















所 以 , 两 个 积分 的 相等 就 化 为 此 积分 在 闭环 路 (K — K) = (K 后 面 接着 -天 ) 上 的 
积分 为 0. 反 过 来 , 如 果 在 过 a, b 两 点 的 所 有 闭环 路 上 积分 都 为 0, 则 在 所 有 由 a 
到 "的 曲线 上 , 此 积分 都 取 相 同 的 值 . 简 而 言 之 , 积分 对 路 径 的 无 关 性 等 价 于 闭环 
路 上 的 积分 为 0. 整个 复 分 析 的 核心 就 是 这 个 现象 与 解析 性 的 联系 . 柯 西 定 理 就 是 
认识 到 环 路 上 的 积分 为 零 正 是 映射 的 一 个 局 部 性 质 的 非 局 部 表现 , 这 个 局 部 性 质 就 
是 此 映射 在 环 路 内 的 每 一 点 处 都 是 一 个 伸 所 . 

































































8.4 复 反 演 
8.4.1 一 段 圆 弧 

复 分 析 中 一 个 最 重要 的 积分 可 能 就 是 复 反 演 映 射 z 1/2 的 积分 . 这 人 句 话 所 
包含 的 真理 只 会 逐渐 地 显现 , 这 就 是 我 们 在 这 个 特例 上 不 惜 花费 大 量 精力 的 理由 . 
我 们 先 从 最 简单 的 情况 开始 , 即 积分 路 径 玉 是 以 原点 为 中 心 、 以 4 为 半径 的 
一 段 圆 弧 的 情况 ( 见 图 8-11a). 和 在 图 8-7 中 一 样 , 我 们 把 这 条 路 径 分 成 许多 长 度 
相等 的 小 段 〈 最 终 是 无 穷 小 段 ) . 显然 所 有 转角 $; 都 是 相等 的 , 用 o 记 此 公共 值 . 
因为 每 一 段 在 原点 处 所 张 的 角 也 是 办 所 以 |A| = Ad. 当 > 绕 此 圆周 旋转 时 , 其 象 
w= 1/z 将 绕 一 个 半径 为 1/4 的 圆周 反 向 旋转 (图 8-11b) , 所 以 w 把 每 一 个 A 都 
缩 为 长 度 为 % 的 A. 
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图 8-11 








复数 , 所 以 Ru 〈 我 们 从 








图 8-11c 的 原点 玫 


























因为 Ay 与 wi 最 终 分 别 为 铅 直 的 向 量 与 水 平 的 向 量 , 即 为 纯 虚 的 复数 和 实 的 





F 始 来 画 它 ) H 














F 始 时 是 朝 着 铅 直方 向 进行 






































的 , 即 A, = wi Ay 是 一 个 实数 1/4 乘 以 纯 虚 数 i49 而 为 ip. 但 是 现在 我 们 看 到 
r=—¢, MA d=¢4+7=0. 即 Ry 不 会 转弯 , 它 一 直 沿 虚 轴 方向 上 行 ". 这 样 不 管 


半径 多 么 大 , 积分 总 等 于 > 





K 是 从 圆周 
正确 . 
特别 地 , 也 是 关键 己 









































在 K 














ERATED, 是 > 
况 . 这 时 积分 值 为 2m. 警觉 的 读者 立即 会 为 出 














来 , 它 这 是 公然 违背 了 柯 西 
那么 它 在 环 路 上 的 积分 怎么 会 不 为 零 呢 ?! 答案 在 于 柯 





EH 











之 内 处 处 解析 . 但 是 我 们 上 
破坏 . 


8.4.2 一般 环 路 








上 面 的 讨 

信任 . 
我 人 

A, 因 





全 已 7 


] 之 所 以 能 




















A AE 





而 总 是 切 癌 的 . 图 8-12a mi 
径 向 分 量 . 你 会 看 到 , A 可 以 分 人 
所 成 的 角 是 0, 还 有 一 个 与 切 向 
8-12b) 需要 用 w 去 乘 , 即 把 切 向 与 径 向 分 量 都 


论 不 仅 解释 了 为 什么 我 
不 包含 原点 , 则 积分 将 为 0. RNE 





民 容 易 地 就 算 H 





E. 我 们 前 面 


的 环 路 内 含有 原点 , Mo BS eye 








直 绕 着 圆周 

















而 烦恼 . 为 什么 ? 因为 








FEF 转 过 的 角 亚 乘 以 i, Biv. 请 你 自己 验证 , 若 令 
上 随机 取 的 一 个 点 , 而 不 是 从 圆周 与 实 轴 的 交点 开始 , 则 这 个 结果 依然 








六 环 路 的 情 
表面 上 看 起 











转 而 成 一 个 






































用 几何 方法 证 
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明了 复 反 演 是 解析 映射 ， 





西 
KAN A 
































FE 明确 














Pe AT PE TE CEI A 


门 的 环 路 积分 不 为 0， 
此 更 增加 了 我 们 对 柯 西 





定理 要 求 此 映射 在 环 路 
到 J 





























还 使 我 们 预期 , 若 环 路 
定理 的 





























有 上 实 如 此 ,1 








上 了 图 8-11 的 积分 , 是 由 
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BT 
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个 更 典型 的 A, 它 
RA ASA el se rdh, 它 与 铅 直 方向 ( 虚 轴 


于 所 有 的 Ai 都 与 z IE 
除了 切 向 分 量 以 外 还 有 
方向 ) 












































TJ 


VAN 


Æ I 























H 


EAC Ele apes dr. 要 想 








得 到 Ru 中 相应 的 
分 别 去 乘 , 因而 它们 


wth 





























的 方向 都 要 旋转 一 个 角 -0 = arg w, 从 而 切 向 分 量变 到 铅 直方 向 上 , 径 向 分 量变 到 
水 平方 向 , 而 其 长 度 则 分 成 了 dg 和 (dr/r). 











现在 看 一 下 , 如 果 对 了 


F 如 工 ABR 








EF 的 闭环 路 (图 8-13a) F 











发 生 什么 事 , 但 现在 工 不 


包 | 

















都 选 为 相同 长 度 的 
中 心 的 同心 圆 族 ( 
A; 和 Ay. HF L 
某 个 虚线 圆周 的 内 
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D 我 们 在 这 里 使 用 转 
周 9 处 的 A 
@ 如 果 工 有 一 部 分 与 

A, 因为 我 们 已 经 知 
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的 概念 
; 的 方向 与 错 直 方向 成 
族 中 某 一 个 
Ik 


成 的 ， 


站 原点 


EPA 


它 就 必定 要 按 反 方向 习 





ENAK A; 都 连 起 来 会 








为 了 完成 这 件 事 ， 我 1 


门 要 舍弃 前 面 把 所 有 A, 
































HEE PA AS FAB 
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8-13a H 























是 为 ] 











以 后 能 直接 推广 到 z 的 其 他 过 ， 
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ES, 这 个 做 法 就 失效 了 








0, 所 以 w 又 把 它 转 回 至 
,但 是 日 


故 法 , 而 像 图 8-13a 所 示 , 画 了 很 稠密 然而 均匀 分 布 的 以 原点 为 
虚线 ) .考虑 图 
是 一 个 闭环 路 , 因此 A 总 是 这 相 
域 通 向 外 1 


的 同心 圆周 之 间 的 一 对 
现 的 . 因为 如 果 工 是 从 
线 圆 周 回 到 




















在 目前 其 实 是 不 需要 它 的 .在 
| 铅 直 方向 上 来 
使 发 生 了 这 样 的 事 


ae 
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内 域 来 , 这 样 才能 与 它 自己 接 起 来 . 当然 工 会 绕 过 这 些 虚 线 圆周 多 次 出 出 进 进 〈 例 
如 a, a*;b, b*; c, 都 是 成 对 的 交点 ), 要 点 在 于 这 些 进出 穿越 必然 是 成 对 反 向 的 . 


























[b] 





(不 合 比 例 ) 





图 8-12 























我 们 在 图 8-13b 上 看 见 了 这 样 做 对 Ru 产生 了 什么 后 果 . 由 图 8-12b 已 经 看 得 
很 清楚 , 对 于 这 样 一 对 A; 与 Ae 其 水 平分 量 将 互相 抵消 ， 因 为 我 们 已 经 看 到 , 每 
一 个 A 都 各 属于 自己 的 这 样 一 对 Aj 与 Ak, 所 以 对 于 任 一 个 闭环 路 ， Rw 没有 水 
平分 量 , 而 不 论 原点 是 否 被 环 路 所 围 . 从 图 8-12b 还 看 到 , 铅 直 的 黎 曼 和 的 高 度 可 
以 由 组 成 它 的 那些 A 所 张 的 (有 符号 ) 角度 do 相 加 而 得 . 对 于 如 图 8-13a 那样 的 
不 包围 原点 的 环 路 , 这 些 角 度 之 和 为 零 : “4 2 沿 工 运动 时 , z 的 辐 角 9 只 是 在 摆动 
而 不 会 绕 过 完整 的 一 周 . 所 以 , 如 图 8-13b 所 示 , Ru 最 终 还 是 封闭 起 来 了 . 此外， 
如 果 我 们 把 工 平移 到 一 个 使 它 能 包围 原点 的 位 置 , z 就 可 以 旋转 完整 的 一 周 , 而 图 
8-13b 就 变 成 了 图 8-13c. 
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8.4.3 ”环绕 数 


现在 总 结 一 下 ， 如 果 一 个 闭环 路 不 包围 原点 , 则 复 反 演 映 射 在 其 内 处 处 解析 ， 
这 时 积分 按照 柯 西 定理 规 规矩 矩 地 变 成 零 . 如 果 包 围 原点 在 内 , 则 柯 西 定 理 不 再 要 
求 积 分 变 成 零 : 因为 被 包围 的 区 域 中 有 一 个 点 (原点) 使 得 复 反 演 映 射 在 那里 不 是 
解析 的 . 其 实 我 们 已 经 看 到 对 于 以 原点 为 中 心 的 圆周 , 答案 不 是 零 而 是 2ri， 此 外 ， 
般 的 研究 还 揭示 出 , 如 果 我 们 用 了 椭圆 形 环 路 , 甚至 正方 形 环 路 , 答案 也 完全 一 
样 . 因为 如 果 我 们 把 圆周 扭曲 成 这 种 比较 一 般 的 形状 , 对 于 Ru 的 影响 只 不 过 是 : 
CATED CNT ATT Be Fe FP ESI 2ni, 如 图 8-13c 所 示 , 而 不 是 如 图 8-11c 
那样 笔直 走 到 2xi. 
我 们 看 见 , 真正 起 作用 的 并 不 是 环 路 的 形状 , 而 是 它 对 于 原点 的 环绕 数 . 所 以 

可 以 把 我 们 的 发 现 干 干净 净 地 概括 如 下 : 若 工 是 任意 闭环 路 , 则 



































































































































N 


































































































7 laz = 2niv(L,0), (8.6) 








积分 号 上 加 一 个 圆圈 是 用 以 提醒 , 我 们 是 在 一 个 闭 回 路 上 积分 (这 已 经 是 一 个 标准 
的 记号 了 ) . 图 8-14〈 请 注意 它 就 是 第 7 章 引 进 环 绕 数 概念 时 用 的 图 7-1) 画 出 了 
不 同 的 环 路 以 及 在 每 一 个 环 路 上 (1/2) 的 积分 的 值 (在 图 7-1 上 则 是 注 明 了 环绕 数 
之 值 ) . 最 后 请 注意 , (8.6) 可 以 很 容易 地 推广 如 下 [练习 ]: 

















































































































| : dz = 2aiv (L, p). (8.7) 
LZP 


8.5 H $p Ik at 


8.5.1 引言 
在 本 章 引言 中 我 们 强调 了 积分 对 任意 连续 复 映 射 都 有 意义 , 不 论 它 是 和 否 是 解析 
的 . 然而 , 相对 不 其 规矩 的 非 解析 函数 之 积分 , 其 行为 就 不 如 它 的 解析 对 手 那样 可 
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以 预测 了 . 特别 是 , 柯 西 定理 在 此 没有 裁判 权 , 我 们 也 就 没有 理 
的 无 关 性 , 或 者 用 与 此 等 价 的 说 法 , 不 能 期 望 有 闭路 -| 
类 性 态 的 例子 , 我 们 马上 就 来 说 
出 此 环 路 所 围 区 域 的 面积 . PENT 
细 说 明 非 解析 情况 与 解析 情况 的 


















































期 望 积分 对 路 径 














上 积分 为 零 的 人 








E 承 认 这 个 结果 , 我 们 
区 别 . 

















E 质 . 作为 这 一 
EH, 非 解析 的 共 斩 映 射 z z 在 环 路 上 的 积分 将 给 
H zA (1/z) 两 个 例子 来 详 





在 解析 情况 下 , 只 要 z = 0 这 个 特殊 的 点 没有 被 包含 在 环 路 内 , 环 路 上 的 积 4 











地 量子 化 : 环 路 每 



































要 没有 这 种 特殊 的 点 被 











起 来 了 , 则 各 自 对 积分 做 








必 为 零 . 甚至 在 (1/2) 的 积分 不 为 零 











HEARN, 








时 , 它 可 能 








i 上 , 积分 仍然 对 于 环 路 的 准确 


















































一 个 单位 的 贡献 , 积分 的 值 正 是 这 些 离散 的 贡献 之 和 
区 域 的 面积 几乎 从 不 为 零 Ce 的 积分 也 就 


非 解析 的 例子 则 完全 不 同 . 环 路 所 转 
如 此 ) . 进而 言 之 , 积分 之 值 不 再 是 | 
的 几何 形状 是 敏感 的 . 最 后 , PRO ZAI A 





变 会 连续 地 变化 . 
8.5.2 ”用 面积 来 解释 


现在 我 们 来 验证 一 下 z 的 积分 的 面积 解释 . 















































Bere Mat 




















形状 不 敏感 . 只 





的 值 仍 以 2xi 为 单位 而 干净 利沙 
包围 这 个 特殊 的 点 z = 0 一 次 , 积分 值 就 增加 一 个 单位 . 
后 面 会 看 到 , 这 种 性 态 是 很 典型 的 , 虽然 一 个 比较 普遍 的 映射 可 以 有 多 个 特殊 的 点 
(在 那里 解析 性 遭 到 破 环 ) 散布 在 平 


我 们 





ZN 


职 分 就 会 为 零 . 然而 , 若 有 几 个 这 样 的 点 被 围 
H 不 一 定 相同 的 贡献 《一般 不 是 2xi) , 每 包围 一 次 就 得 到 








性 质 所 决定 的 , 其 对 环 路 的 详尽 
地 量子 化 , 而 随 着 环 路 形状 的 改 


回忆 一 下 , 我 们 在 第 1 章 就 讲 





过 , Im(ab) 就 是 由 a Al b 所 张 成 的 三 角形 面积 的 2 倍 . 当 > 绕 图 8-15a 中 的 环 路 





L ZIT, 设想 它 所 扫 过 的 面积 可 以 像 图 8-15 J 
因为 2% = |e? 为 实数 , 我 们 有 








2( 面 
































LAB 








只 元 素 ) = Im[(z + A)z] = Im(ZA). 





图 
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分 解 为 三 角形 的 元 素 . 于 是 ， 





把 这 些 面 积 元 素 加 起 来 , 我 们 就 得 到 相应 于 z 的 积分 的 黎 曼 和 的 虚 部 . 这 样 我 们 就 


得 出 结论 
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img zdz = 2(L 所 围 的 面积 ). 
L 





如 果 注 意 到 Z 和 (1/z) 均 为 同方 向 的 点 (向量) , 这 个 结果 还 可 以 进一步 简化 . 
此 可 知 , 可 以 做 一 个 类 似 于 图 8-12 的 图 , 唯一 的 区 别 在 于 , 在 图 8-12 中 为 了 得 到 
A 我 们 要 除 以 r, 而 现在 要 乘 以 r. 所 以 由 图 8-12 而 来 的 推理 仍然 有 效 , 由 此 导出 
z 沿 闭 环 路 的 积分 为 纯 虚 数 . 这 样 























































































































| zdz = 2i(L 所 围 的 面积 ). (8.8) 
L 





现在 我 们 要 问 , 如 果 原 点 在 环 路 之 外 , 该 公式 将 如 何 改变 ? 图 8-15b 表明 有 一 
个 让 人 高 兴 的 答案 :“ 什 么 也 没有 改变 ! ”要 点 在 于 积分 把 A 对 于 原点 所 张 的 有 符 
号 的 面积 都 加 了 起 来 . 在 远 处 , A 是 让 2 沿 逆 时 针 方向 走 , 所 以 给 出 正 的 面积 元 素 . 
但 是 在 近 处 z 沿 顺 时 针 方向 运动 , 给 出 负 的 面积 元 素 . 当 它 们 相 加 时 , 位 于 回路 之 
外 的 面积 抵消 , 所 以 用 不 着 考虑 . 余下 的 恰好 是 被 围 着 的 面积 . 
作为 一 个 简单 的 例子 , 考虑 一 个 以 a 为 中 心 、 以 7 为 半径 的 圆周 C, 它 的 方程 
H r? = |z- a]? = (z 一 a)(z 一 可. 由 它 解 出 z 再 利用 (8.7) 即 可 得 出 











































































































1 
| ade = af dztr*d dz = 0 + r72ni 
C C 


cz—a 


= 2i(C 所 围 的 面积 ). 





























由 我 们 迄今 所 做 , 你 会 以 为 了 在 非 平 凡 〈 即 没有 缩 为 一 点 ) 的 环 路 上 的 积分 不 
会 等 于 零 . 其 实 只 要 看 一 下 图 8-16a 上 8 字形 的 环 路 就 知道 这 种 想法 是 错误 的 . 这 
个 环 路 可 以 看 作 两 个 独立 的 环 路 之 并 , 上 一 个 环 路 是 依 正 向 绕 行 的 , 所 以 给 出 通常 
的 面积 Ay; 下 一 个 环 路 依 反 向 绕 行 , 所 以 给 出 (一 42), 即 通常 面积 的 负 值 . 所 以 积 
分 值 为 2(41 一 A2), 如 果 环 路 是 对 称 的 , 则 积分 为 零 . 





































































































[a] 





n=2 


[b] D, 

n = 0 
v3=1 
4,=0 
L 


图 8-16 
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8.5.3 ”一 般 环 路 


为 了 把 这 个 例子 告 一 段落 , 我 们 想 解 释 一 下 环绕 数 的 概念 怎样 用 于 计算 更 复杂 
环 路 上 的 积分 . 如 图 8-16b GER, 此 图 就 是 第 7 章 的 图 7-2) ,那样 一 些 典型 的 环 
路 把 平面 分 成 若干 个 集合 D;, 而 在 第 7 章 中 我 们 定义 环 路 的 “内 ”就 是 那些 相应 
的 环绕 数 v AO 的 Dy 组 成 的 , 而 其 余 的 D; 则 组 成 “外 ”, 我 们 现在 陈述 一 般 的 结 


A, 请 细 想 一 下 是 否 为 真 : 










































































| zdz 二 5 vjA; (对 内 部 的 Dj RAN, (8.9) 
L 








其 中 A; 表示 D; 的 面积 . 例如 , 图 8-16b 的 环 路 L 给 出 | zdz = 2i[2A, + Ag]. 本 
L 
章 稍 后 再 来 解释 这 个 一 般 公 式 (8.9). 

















8.6.1 ” 沿 圆 缴 的 积分 


既 已 懂得 了 (1/2) 的 积分 , 也 就 容易 懂得 其 他 震 的 积分 了 . 我 们 再 次 用 图 8-11 
的 方法 从 沿 圆 弧 K 的 积分 开始 . 我 们 将 得 到 的 结果 与 实 积分 的 结果 












































B 
m T 1 m+1 _ Am+tl = 
| > deg A (m Æ 一] 








形式 完全 一 致 , 区 别 在 于 , 在 复 情 况 下 我 们 可 以 真正 看 见 它 ! 
图 8-17a 中 是 与 图 8-11a 相似 的 回路 , 而 由 图 8-11b 变 到 图 8-17b 表示 从 复 反 
沉 到 一 般 整 数 过 w = 2™ 的 变化 . 图 8-17 的 主要 目的 是 传递 一 般 的 论证 , 但 是 如 果 
我 告诉 你 , 它 其 实 画 的 是 m = 2 的 特例 , 你 就 会 更 好 地 理解 它 的 细节 . 
当 z 沿 天 运动 时 , w 将 沿 半径 为 4m 的 象 圆周 运动 , 但 角速度 是 z 的 角速度 
的 m 倍 , 所 以 















































































































































|A| = A™(Ad) = Atẹ, 


d= T+d=mé+ b= (m+1)¢d. 


因为 所 有 的 A 都 有 相同 的 长 度 和 转角 , 所 以 Ru 是 一 个 圆 弧 的 多 边 形 逼 近 , 我 们 
把 它 的 圆心 放 在 图 8-17: 的 原点 上 . 我 们 现在 要 决定 这 段 圆 弧 所 对 的 圆心 角 , 还 有 


它 的 半径 . 
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$ 
A [a] mo=T [b] 
1 
图 8-17 
每 个 A 在 圆心 所 张 的 角 就 是 转角 $, 亦 即 A 的 转角 的 (m +1) 倍 , 这 样 
终点 的 辐 角 = (m+ 1)W. 
LE, EH p 表示 Ru 的 半径 , 则 由 图 8-17c 可 以 看 到 
a ah Amri 
pọ = |A| => p= mAT 
此 我 们 可 以 得 出 如 下 结论 
Rm = 终点 起 点 = 1 aante i(m+1)v — Amt) 
ee (8.10) 
E 1 [pert => AmI] 
m+1 , 














它 正如 我 们 所 许诺 的 , 形式 上 与 实 的 结果 完全 一 样 . 希望 你 会 同意 : 能 用 一 种 在 实 











情况 下 不 可 能 做 到 的 办 法 使 它 可 视 化 , 这 是 颇 为 引人入胜 的 . 





















































费心 略 述 一 个 其 他 情况 : m = -2 可 能 是 有 趣 的 . 
8.6.2 ” 复 反 演 作 为 极限 情况 *# 


























我 们 上 面 说 了 , 图 8-17 画 的 其 实 是 m = 2 的 具体 情况 . 在 往 下 读 以 前 , 希望 你 


和 在 普通 微 积分 中 一 样 , m = -1 的 情况 〈 复 反 演 ) 是 很 独特 的 . 然而 , 把 这 个 
特殊 的 寡 作 为 其 他 震 的 极限 情况 , 我 们 就 能 理解 它 的 性 态 . JR BERT 2 (EL ee IY a 3c 
略微 小 心 一 点 , 就 可 以 看 出 甚至 在 放松 mm 为 整数 这 个 要 求 以 后 , 上 面 的 结果 仍然 
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是 成 立 的 . 当 m 逐渐 趋向 -1 时 , Rag 的 半径 p 就 会 增 大 , Ry HBR ANS H, 
同时 A 的 长 就 趋向 o 所 以 当 m 趋向 -1 时 , 我 们 可 以 看 到 Rw 将 沿 虚 轴 笔直 上 
行 到 iw. 图 8-18 画 出 了 这 一 点 . ESEE n= m+ 量度 了 m 和 -1 ZH, 所 
以 在 此 图 上 以 n 作为 黎 曼 和 的 标志 是 很 好 的 . 
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到 整数 贤 的 情况 , 我 们 下 面 就 会 看 到 , 对 于 完整 的 圆 形 环 路 , 复 反 演 与 所 有 
其 他 的 索 有 一 个 惊人 的 基本 区 别 : 车 m -l 积分 会 变 成 替 . 这 是 由 于 Ry 将 绕 
HAE |n| A [n < 0 时 按 顺 时 针 方 向 转 , n > 0 时 按 逆 时 针 方 向 转 ], 所 以 最 后 回 
到 了 起 点 . 
8.6.3 “一般 回 路 和 形变 定理 
迄今 为 止 , 我 们 只 是 在 A, B 两 点 由 一 个 简单 弧 〈 即 不 自 交 的 弧 ) 来 连接 的 情 
况 证 明了 (8.10), 但 事实 上 它 对 几乎 所 有 的 回路 都 是 真 的 . 先 看 n > 0 的 情况 . 因 
为 z 这 时 在 全 平面 上 解析 , 由 柯 西 定 理 直 接 可 得 所 有 连接 A, B 两 点 的 回路 都 给 
积分 以 相同 的 值 . 然而 ”< 0 的 情况 就 比较 微妙 . 
正如 复 反 演 在 原点 破坏 了 解析 性 一 样 , > 的 其 他 负 寡 也 都 如 此 . 所 以 柯 西 定理 
只 能 保证 , 当 这 两 条 连接 A, B 两 点 的 路 径 合 起 来 并 未 包围 原点 时 , 积分 值 是 相同 
的 . 对 于 包围 原点 的 环 路 , 积分 值 并 不 为 0, 例如 在 z-! 的 情况 积分 值 为 2xi. 
然而 , 直接 计算 可 知 , 对 于 z 的 其 他 负 整 数 容 ( 即 m A -1) , 绕 着 以 原点 为 中 
心 的 圆周 环 路 的 积分 确实 为 0, 尽管 这 不 是 柯 西 定理 所 要 求 的 ”. 我 们 现在 要 给 柯 
西 定理 一 个 新 形式 , 它 使 我 们 看 到 积分 变 成 0 并 不 是 来 自 环 路 具有 圆周 的 特殊 形 
状 带 来 的 侥幸 的 事情 . 
考虑 图 8-19a, 其 中 的 两 个 环 路 均 包 围 某 个 映射 的 奇 点 , 因此 柯 西 定 理 并 未 要 
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D 我 们 将 在 11.2.8 P2 H E E Hth a ka A al) A EERE. 
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求 沿 J BK L 的 积分 为 0. 然而 , 若 此 映射 在 两 环 路 之 间 的 阴影 区 域 中 为 解析 的 , 我 
们 可 以 证 明 这 两 个 积分 必 相 等 . 首先 考虑 治 工 之 积分 里 面 来 自 p,q 间 的 一 段 的 贡 
HR. 设 我 们 对 这 一 段 稍 做 形变 使 之 成 为 连接 p,q 的 一 个 肿块 . 因为 映射 在 这 两 条 








连接 p,q 的 路 径 所 围 的 区 域 中 解析 , 由 柯 西 定理 , 沿 这 两 条 路 径 的 积分 必 相 等 . 再 

















TW, 因为 L 的 其 余部 分 没有 




















AR, 所 以 没有 肿块 的 环 路 上 的 积分 = 沿 没 有 肿块 的 环 
路 ( 即 原来 的 荆 ) 上 的 积分 . 现在 为 了 得 到 我 们 所 需要 的 结果 还 需要 我 们 做 的 就 只 







































































是 让 这 个 肿块 长 大 而 且 形变 (如 图 8-19b 所 示 ) , 直到 工 变 成 J 为 止 . 






































关键 性 的 思想 就 是 : 





如 果 回 路 在 形变 中 只 扫 过 解析 点 , 则 积分 值 不 会 改变 . (8.11) 





我 们 称 这 个 结果 为 形变 定理 . 这 样 , 如 果 把 回路 想象 成 一 条 橡皮 圈 , 而 把 奇 点 想象 
为 由 钉 在 平面 上 的 小 木 柱 《其 作用 是 挡住 橡皮 圈 的 运动 ) , 不 管 这 条 橡皮 圈 变 成 了 
什么 形状 , 其 上 的 积分 之 值 总 是 相同 的 . 




















我 们 马上 就 可 以 把 形变 定型 























应 用 于 我 们 的 问题 . 因为 如 果 这 映射 是 z-! 以 外 














的 z 的 其 他 负 整 数 震 , 则 我 们 已 经 证 明了 的 事实 , 即 在 圆周 环 路 上 积分 为 0, SIZE 
涵 了 , 只 要 这 个 圆周 在 形变 时 能 够 不 磁 到 原点 处 的 奇 点 , 则 在 它 能 变 成 的 一 切 环 路 














上 积分 都 为 0, 所 以 , (8.10) 甚至 对 负 整数 震 也 是 与 路 径 无 关 的 . 














形变 定理 也 给 出 了 关于 复 反 演 映射 在 一 般 环 路 上 的 积分 公式 (8.6) 的 一 个 简单 
得 多 的 推导 .设想 取 一 根 很 长 的 有 弹性 的 绳子 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 缠 v 
圈 , 然后 把 它 的 两 头 接 起 来 成 一 个 闭环 路 . 由 以 前 的 工作 可 知 27? 在 其 上 的 积分 值 






















































































为 2xiv. 但 是 形变 定理 说 , 不 论 怎样 使 这 条 绳子 形变 , 只 要 不 让 它 越过 原点 〈 奇 点 ) 
处 的 小 木 桩 , 积分 的 值 就 仍 是 2xiv. 但 是 霍 普 夫 映射 度 定理 指出 , 它 能 够 变 成 的 环 
路 一 定 是 环绕 数 为 ” 的 环 路 . 





8.6.4 ”定理 的 进一步 推广 

















我 们 “动态 ”版 本 的 柯 














还 可 以 进一步 推广 到 具有 好 几 个 奇 点 的 映射 . 考 








西 定型 











虑 包围 两 个 奇 点 〈 小 木 桩 ) 的 环 路 L (图 8-20a) , 推广 到 有 更 多 奇 点 的 映射 是 显 而 
易 见 的 . 如 果 我 们 让 工 形变 但 是 不 碰 到 小 木 桩 , 我 们 知道 积分 之 值 不 变 . 由 图 8-20a 
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经 图 8-20b 到 图 8-20c 的 过 程 是 这 种 形变 的 一 例 . 图 8-20c 是 很 有 趣 的 . 现在 回路 
变 成 在 q 点 连 在 一 起 了 , 于 是 积分 的 值 可 以 认为 是 两 个 在 9 点 相 切 的 圆周 上 的 积 
分 之 和 . 但 是 现在 可 以 再 应 用 通常 的 论证 方法 , 可 以 让 这 两 个 圆周 分 别 形变 , 这 样 
就 完成 图 8-20c 到 图 8-20d 的 转变 . 于 是 我 们 得 到 以 下 结论 : 


































































































p = J cree b siz (8.12) 


现在 举 一 个 例子 说 明 (8.12). 考虑 f(z) = 2/(2? +1), 它 在 z = +i 处 有 奇 点 . 
只 要 注意 到 f(z) 还 有 另 一 个 表达 式 

















i i 


f(2) = 








z+i z—i 


就 能 在 任 一 环 路 C 上 计算 这 个 积分 了 . 应 用 (8.7) 可 得 

















| f(z)dz = 2n[v(C, i) — v(C,—i)]. 
C 

















像 图 8-20a 中 那样 让 L 包围 这 两 个 奇 点 , 请 用 这 个 公式 来 对 这 个 特殊 的 函数 验证 
(8.12). 
8.6.5 B 

Be AT EM LEM Fe PALI IA BR A) CAA TAERE, 因此 要 对 比较 简单 的 
有 理 函 数 做 积分 就 相对 容易 了 : 只 要 找到 它 的 所 谓 分 项 分 式 (或 称 部 分 分 式 ) 分 解 ， 
然后 再 逐 项 积分 即 可 . 在 上 一 小 节 末尾 的 例子 中 , 我 们 做 的 就 是 这 件 事 . 

下 面 是 一 个 稍微 复杂 的 例子 , 即 在 图 8-21 的 回路 K 上 f(z) = P/(2 +1)? 的 
积分 . 把 分 子 写 为 [(z +1) 一 1]5, 很 快 就 有 































































































2) — 1 | 1 | z4 z4 2 (z+ 3 
fe) curt les! 10 + 10(z + 1) — 5(z + 1)" + (z + 1)”. 
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但 是 我 们 已 经 知道 , KREN -1 的 情况 以 外 , EE a R OAR Py E, 所 以 
上 式 中 只 有 复 反 演 项 [在 方 括 弧 内 ] 对 积分 有 贡献 . 详细 些 说 ， 






































| f(z)dz = 5 x Qniv[K, —1] = —20ni. 
K 




















所 以 , 积分 之 值 由 两 个 因素 决定 : 环 路 的 环绕 数 以 及 在 此 映射 分 解 中 复 反 演 项 的 多 
少 〈 即 其 系数 ) . 因为 后 者 是 函数 积分 后 仅 有 的 留 下 的 部 分 , 它 就 称 为 函数 在 奇 点 
处 的 留 数 . 通常 情况 下 , f(z) 在 奇 点 s 处 的 留 数 用 记号 Res [f(z), s] 来 表示 , 所 以 
在 上 例 中 , Res[z°/(z + 1), —1] =5. 











































































































其 实 留 数 的 概念 远 远 不 只 是 对 简单 的 有 理 函 数 有 意义 ,下 一 个 例子 就 可 以 说 明 
这 一 点 . 我 们 以 前 曾经 不 其 明确 地 指出 过 (5.5.3 节 (5.8) 后 面 ) 一 个 非常 值得 注意 
的 事 , 即 解 析 函 数 是 无 穷 可 微 的 , 而 在 解析 函数 类 中 , 它 就 等 价 于 解析 函数 在 非 奇 
点 的 邻 域 中 必 可 用 暴 级 数 ( 泰 勒 级 数 ) 来 表示 . 例如 sin > 以 原点 为 中 心 的 泰勒 级 
数 就 是 

































































1 
sin z= Zz Zz 4 


Bl Tea 
很 明显 在 映射 的 奇 点 处 这 种 展开 式 是 不 可 能 的 . 然而 , 只 需 简 单 地 把 寡 级 数 概念 拓 
宽 到 也 能 包括 负 整 数 蝴 , 则 在 奇 点 附近 也 能 恢复 到 一 个 相似 的 结果 . 这 样 的 级 数 称 
为 洛 朗 级 数 . 
考虑 (sin z)/z5, 它 以 原点 为 奇 点 , 但 只 要 用 2° 去 除 上 面 的 泰勒 级 数 , 则 在 此 奇 

点 z= 二 0 附近 即 可 得 到 以 下 的 洛 明 级 数 : 
Sin 之 1 1 1 目 1 1 3 


5! aog 
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28 25 Blz3 





zZ 














将 一 函数 在 奇 点 处 的 留 数 再 次 定义 为 复 反 演 项 的 系数 , 现在 就 有 Res[(sin 2/28), 0] = 
aie 如 果 一 个 早 级 数 在 回路 的 每 个 点 上 都 收敛 , 我 们 暂时 承认 对 级 数 逐 项 积分 是 有 















































© 洛 朗 , Pierre Alphonse Laurent, 1813—1854, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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意义 的 ” 就 会 再 一 次 看 到 只 有 留 数 项 才 对 积分 有 页 献 , 例如 设 天 为 图 8-21 中 的 
回路 , 则 有 














dz = a 2nin(K, 0) = ai, 
上 面 用 留 数 来 计算 回路 积分 的 例子 是 柯 西 留 数 定理 的 实例 .我 们 将 在 本 章 的 
末尾 回 到 这 个 问题 , 而 且 下 一 章 还 要 更 仔细 地 讲 . 目前 我 们 只 是 提醒 一 下 , 若 一 映 
射 有 几 个 奇 点 , 则 对 每 个 奇 点 可 以 各 赋予 一 个 留 数 ， 






















































































8.7 指数 映射 


在 指数 映射 情况 下 , 最 容易 处 理 的 积分 回路 是 铅 直 线段 L, 如 图 8-22a 的 AB. 
我 们 又 会 发 现 其 结果 与 它 在 实 微 积分 中 的 对 应 物 形式 上 完全 一 样 : 






































| e*dz = e” — e^. (8.13) 
L 





42h A ETSI BIN, 它 在 w=e? 下 的 象 将 绕 着 图 8-22b 中 的 圆 弧 运动 . 为 
了 验证 (8.13), 我 们 现在 来 证 明 〈 设 从 e4 开始 画 Ry), 这 个 圆 狐 也 准确 地 是 黎 曼 






























































0 4 Jo 





图 8-22 


首先 注意 , 因为 A! 和 wi 分 别 有 效 地 是 水 平 的 和 铅 直 的 , 所 以 Ru 出 发 时 将 
是 沿 铅 直 方向 , 这 正 是 我 们 需要 的 . 还 要 注意 , 所 有 的 A 都 有 相同 长 度 , 即 |A| = 
e4|Al. 最 后 , 因为 LARAS G d=0), 所 以 $=7+=|Al. 既然 所 有 A 的 长 度 
和 转角 均 相 同 , Ry 将 沿 一 圆 弧 运 动 . 余下 要 证 明 的 仅 有 : AMA e4 开始 画 它 , 则 此 
弧 就 是 图 8-22b 中 同一 个 圆 弧 . 























































































































六] 














@ 这 是 可 以 证 明 的 , 但 是 对 于 回路 还 要 加 一 些 条 件 , 例如 假设 此 备 级 数 的 收敛 圆 盘 严格 地 包含 回路 . 
一 一 译 者 注 
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下 一 节 将 给 出 证 明 这 一 点 的 最 简单 的 方法 , 然而 下 面 的 几何 论证 也 相当 直 截 了 
当 . 我 们 先 验证 Ru HIS w 的 弧 有 相同 半径 . 每 一 个 4 在 圆心 所 张 的 角 就 是 转 
fa 9. 所 以 










































































E me _ |Al e4 
角度 g | 

这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 . 最 后 , 圆 弧 所 对 圆心 的 总 圆心 角 正 是 所 有 Qi = |Ai| ZAM, 
即 g. 由 此 得 证 这 两 个 圆 弧 完全 相同 . 
因为 es 没有 奇 点 , 柯 西 定 理 保证 了 它 在 环 路 上 的 积分 为 零 , 所 以 (8.13) 对 任 
意 的 由 A 到 B 的 回路 都 是 成 立 的 . 































































































8.8.1 引言 


通过 特定 的 几何 作 图 , 加 上 应 用 柯 西 定理 , 我 们 已 经 学 会 了 某 些 重要 函数 的 积 
分 的 许多 知识 , 然而 还 有 两 个 立即 出 现 的 问题 有 待 解决 : 一 个 是 实用 性 的 , 男 一 个 
是 审美 性 的 . 

实用 性 的 问题 在 于 (8.10) 和 (8.13) 都 只 对 A, B 两 点 有 特殊 的 构 形 时 适用 : 
(8.10) 的 推导 假设 A, B 两 点 离 原 点 距离 相等 ;而 对 于 (8.13), 则 设 它 们 是 一 条 铅 
直线 上 的 两 点 . 肯定 地 说 , 各 种 形式 的 柯 西 定理 可 以 保证 不 论 A, B 两 点 位 置 如 何 ， 
所 考虑 的 积分 都 是 与 路 径 无 关 的 . 问题 在 于 , 我 们 还 没有 证 明 这 种 与 路 径 无 关 的 积 
分 之 值 仍 由 前 述 的 公式 给 出 . 本 节 中 我 们 会 看 到 积分 之 值 确实 仍 由 同样 公式 给 出 . 
审美 性 的 问题 在 于 : 我 们 推导 z 的 负 整 数 究 的 积分 与 路 径 无 关 的 方式 , 尚 可 推 
敲 . 回想 一 下 , 当时 我 们 之 所 以 能 应 用 柯 西 定理 是 因为 我 们 已 经 最 式 地 夯 出 环 路 积 
分 的 一 个 例子 〈 即 取 环 路 为 圆周 ), 使 得 尽管 环 路 中 包含 了 奇 点 , 这 个 环 路 积分 仍 
然 为 零 . 虽然 这 个 推导 本 身 很 干净 利索 , 却 留 下 一 个 感觉 , 即 在 理解 奇 点 出 现时 环 
路 积分 仍然 可 以 为 零 这 件 事 情 上 , 应 用 柯 西 定理 还 不 是 最 直接 的 途径 . 

这 两 个 问题 都 由 所 谓 的 环 路 积分 的 基本 定理 解决 了 一 一 这 个 定理 形式 上 也 和 
普通 微 积分 中 的 同名 对 应 物 一 个 样 . 然而 给 它 起 这 么 个 名 字 却 不 太 合 适 , 至 少 在 复 
分 析 中 如 此 . 说 到 底 , 迄今 为 止 , 没有 这 个 基本 定理 我 们 的 日 子 也 过 得 不 错 . 这 就 说 
明 , 如 果 这 个 定理 可 以 称 为 “基本 ”的 话 , 那么 柯 西 定理 就 应 该 称 为 “ 超 基本 ”了 ! 
8.8.2 ”一 个 例子 

作为 这 个 定理 的 第 一 个 例子 , 我 们 回 到 上 一 节 讲 的 指数 映射 , 目的 是 弄 清楚 为 
什么 (8.13) 对 任意 一 对 点 A, B 都 成 立 , 而 不 一 定 要 求 它 们 位 于 同一 铅 直线 上 . E 
如 在 数学 中 时 常 发 生 的 那样 , 需要 的 只 是 稍微 转换 一 下 视角 . 



























































































































































































































































































































































































































































图 8-23 画 出 了 一 条 曲线 (连接 两 个 典型 的 点 4 和 点 BD , 它 被 指数 映射 e7 
映 为 连接 e4 和 e2 的 曲线 K. 现在 , 把 关于 积分 以 及 黎 曼 和 的 一 切 统统 忘掉 〈 当 
然 是 暂时 的 ), 而 从 微分 的 观点 来 看 看 图 8-23. 

所 有 从 KK 上 某 点 发 出 的 小 第 头 都 被 映 为 从 天 上 某 点 发 出 的 象 〈 仍 为 小 箭头 ) . 
特别 是 , 如 果 箭 头 A 是 K 的 一 小 段 弦 (收缩 以 后 就 变 成 切线 ) , 它 的 象 A 也 是 K 
的 一 小 段 有 一 定 方向 的 弦 . 但 是 对 于 解析 映射 (如 现在 正在 考虑 的 ex?) , ROR A TT 
头 只 不 过 被 伸 扭 一 下 再 映 为 其 象 


































































































A = (ez 的 伸 扭 ).A= ez - A. (8.14) 
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Mv> 














0 0 
图 8-23 
如 果 把 所 有 这 些 作 为 K WSK nee A 加 起 来 , 就 会 得 到 连接 K 的 起 点 与 终 
点 的 问 量 V, 但 是 (8.14) 告诉 我 们 , 向 量 V 也 可 以 看 作 相 应 于 ez 在 K EWER 
的 黎 曼 和 . 由 此 即 证 得 (8.13) 对 一 切 位 置 上 的 A, B 两 点 仍然 有 效 : 






































| ezdz = V = e” — e^. 
K 











为 了 强调 这 个 做 法 与 路 径 的 无 关 性 , 设想 选 另 一 条 由 4 到 B 的 路 径 . 它 的 象 曲线 
K 〈 也 就 是 新 的 黎 曼 和 ) 由 另 一 条 路 径 由 e4 走 到 e3, 当然 向 量 V 不 会 受到 影响 . 
8.8.3 ”基本 定理 

基本 定理 其 实 就 是 用 一 般 的 语言 来 重 述 上 面 的 思想 . 设 我 们 想 用 上 面 的 方法 来 
计算 『 f(z)dz. 就 必须 找 男 一 个 解析 映射 (2z), 使 它 的 伸 扭 F(z) 恰好 就 是 f(z). 
假设 有 一 个 F 已 经 找到 [这 样 一 个 玩意 儿 是 否 存 在 我 们 马上 就 来 讲 ], 我 们 就 可 以 
做 出 图 8-24, 其 中 就 有 K 在 映射 F 下 的 象 曲线 K. 仍 用 上 面 同样 的 术语 , (8.14) 

































































































































































A = [F(z) 的 伸 扭 ]. A = f(z)A. 
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和 前 面 完 全 一 样 ， 








就 是 与 路 径 无 关 的 积分 值 : 








和 在 普 
有 同样 














$H 











通 微 积分 中 一 样 ， 
的 伸 扭 . 





我 们 知道 K 其 实 就 是 f RLA 
| f(z)dz=V=F(B)— F(A). 


出 的 路 径 , 而 问 量 Vi 又 一 次 





(8.15) 
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8-24 
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F, 函数 F 不 可 能 是 唯一 的 ， 
的 语言 来 说 , 六 和 F 的 关系 只 不 过 是 把 F 做 一 个 平 








日 这 个 平移 对 于 连接 K 的 两 端的 向 量 
在 普通 微 积分 中 ,一 个 实 连续 








原 函 数 就 不 能 
知道 解析 函数 








V 并 无 影响 . 


EPA BE f(x) 总 有 一 个 原 函 数 ” 
r) 不 一 定 容易 找 , 也 不 一 定 能 用 初等 函数 表示 (例如 f(z) = er” 的 











至 少 它 








用 初等 函数 来 表示 ) ,人 




















CETER. 在 


Bly P= F+ 常数 AP 
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F(x) 使 F'(x) = 


复 领域 中 则 不 然 , 我 们 
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mi 











其 实 也 不 足 为 奇 
网 如 对 非 解析 的 f(z) 


KR. 所 以 ， 





实 是 连续 
的 结果 . 1 























当 遇 见 





HR 
解释 加 以 推广 
的 . 
找 出 
































的 . 事 


R 是 解析 的 , 它 的 导数 EF (及 
一 个 非 解析 函数 的 积 
\ 可 能 存在 . 对 z z 这 个 特例 , 有 可 能 
, 从 而 计算 出 其 积分 , 但 是 对 一 般 的 非 解 析 函 数 这 样 的 解释 
虽然 这 种 积分 比 之 解析 函数 的 积分 对 于 我 们 意义 要 小 得 多 , 我 们 仍 将 在 下 一 





w, 
JR E 


一 个 计算 它们 的 方法 . 
在 回 到 一 般 的 讨论 之 前 , 我 们 想 再 给 出 一 个 关于 
考虑 f(z) = 27, 如 果 我 们 定义 F(z) = 
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因 如 下 : 





ZS SE 


是 非常 特殊 的 复 函 数 ， 
回忆 一 
=, 这 村 








下 若 这 样 





所 以 对 于 一 般 的 复 函 数 , 原 函 数 如 果 不 存在 
H F FE, M 








| 7 的 积分 必 与 路 径 无 











实 上 , 我 们 


Bi se 
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书 中 没有 使 


求助 于 关 
它 可 以 看 见 , 一 般 说 来 的 解析 性 
Nf) 也 一 定 是 解析 的 . 
分 时 , 去 找 











FIN F 就 不 可 能 存在 , 尽管 现在 的 f(z) 4 
于 解析 函数 必 为 无 穷 可 微 这 个 尚未 证 明 
Fe JRA F FEA 


























E 的 必要 条 件 . 





因为 如 
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用 (8.15) 是 毫 无 希 
巴 非 封 闭 的 路 径 的 面积 
是 得 不 到 




















18. W PY = f, Hi 
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函数 一 词 , 而 是 





的 “ 反 导 数 ”(anti-derivative ) , 











为 方便 读者 , 译文 中 仍 
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译 者 注 





这 个 定理 如 何 起 作用 的 例子 . 
以 当 我 们 沿 茶 一 路 径 做 











žE 





大 | 





为 这 里 并 未 介绍 任 








何 新 思想 ， 
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积分 时 , 黎 曼 和 的 路 径 正 是 原来 积分 路 径 在 映射 2 323 下 的 象 . 这 就 使 我 们 能 从 
新 的 角度 重新 看 一 下 图 8-17 的 做 法 . 回忆 一 下 , 那里 的 关于 一 般 容 函 数 的 积分 的 
图 其 实 是 对 2? 这 个 特例 做 的 . 我 们 看 到 , z $23 确实 把 图 8-17a 中 的 路 径 映 为 
图 8-17c 中 的 黎 曼 和 , 这 与 我 们 的 新 的 一 般 结 果 是 一 致 的 . 

这 个 定理 是 怎样 回应 我 们 关于 z 的 负 和 究 的 积分 之 路 径 无 关 性 的 审美 要 求 的 呢 ? 
作为 一 个 例子 , 重新 考虑 f(z) = (1/22), 我 们 希望 你 确实 已 经 按 我 们 的 建议 画 出 了 
图 8-17 的 类 似 物 了 . 不 必 求 助 柯 西 定理 (从 而 避免 了 为 着 和 它 一 起 出 来 的 原点 处 
的 奇 性 的 担心 ) , 我 们 看 到 , 因为 (1/2 = (1/22), 所 以 所 有 "连接 A 和 B 的 路 径 
都 会 给 出 同样 的 积分 值 : 

2 1 1 1 
i? 一 dz 一 一 一 一 . 


B 

附带 说 一 下 , 因 有 与 路 径 的 无 关 性 , 我 们 就 可 以 恢复 使 用 i 这 样 的 记号 而 不 必 担 
心 出 现 歧义 . 
我 们 不 必 再 用 柯 西 定理 也 能 把 这 个 积分 在 圆周 上 为 零 这 件 事 推广 为 : 在 任意 
环 路 上 的 这 个 积分 也 为 零 . 结论 是 直截了当 的 : 因为 B= A, 所 以 上 式 为 零 . 
8.8.4 积分 作为 原 函 数 

我 们 已 经 看 到 , WR f 的 原 函 数 F CEMA F =f) FE, 则 广 的 积分 与 路 径 
无 关 . 我 们 现在 要 来 证 明 其 逆 : 若 f 之 积分 与 路 径 无 关 , 则 原 函 数 下 存在 . 

我 们 先 给 出 基本 定理 的 另 一 个 简单 例子 . 因为 (sinz) = cosz, 所 以 cosz 的 积 
分 应 与 路 径 无 关 . 设 我 们 从 原点 积分 到 动 点 Z, 则 会 得 到 一 个 合理 定义 的 函数 














































































































































































































多 
F(Z) =| cos z dz = sin Z. 
0 

















Fe 7S a Hh AGL, 它 就 是 cos Z 的 原 函 数 . 如 果 我 们 从 另 一 个 任意 点 而 不 是 原 
点 开始 积分 , 则 得 到 的 结果 与 上 式 只 差 一 个 常数 , 所 以 仍 是 一 个 完全 好 的 原 函 数 . 
为 了 证 明 第 一 段 话 里 给 出 的 结果 , 只 需要 证 明 上 面 的 例子 是 典型 的 即 可 . F 
知 映射 f 的 积分 是 与 路 径 无 关 的 , 4 是 任意 的 固定 起 点 , 我 们 来 证 明 







































































Z 
F(Z) = ft f(z)dz (8.16) 

















就 是 f 的 一 个 原 函 数 . 其 实 我 们 就 是 想 要 证 明 原 函数 是 存在 的 , 即 是 说 我 们 想 要 证 
明 , EM P 点 发 出 一 个 无 穷 小 箭头 , 则 在 映射 BB, 这 个 小 箭头 仅仅 是 被 伸 扭 了 
一 下 , 而 在 已 点 , 这 个 伸 扭 就 是 f(P). 





























Q@ 除了 实 实在 在 地 穿 过 奇 点 的 路 径 以 外 . 























88 基本 定理 
我 们 首先 要 注意 到 用 图 8-25a 表示 的 关于 积分 之 差 的 一 件 简 
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M 是 连接 A 到 两 个 不 同 点 P 和 Q 的 路 径 , 我 们 知道 , 对 于 任意 函 


| f(z)dz 一 | f(z)dz = | f(z)dz. 
M L —L+M 

右 方 的 积分 路 径 (—L + M) 就 是 图 8-25b 上 由 P 到 Q 的 弯曲 的 路 径 , 但 是 如 果 知 
道 积分 是 与 路 径 无 关 的 , 则 可 以 用 直线 路 径 SORE EE: 回 到 (8.16) 所 用 的 记号 ， 
我 们 就 有 























单 的 事 . 设 工 和 
数 f(z) 都 有 



























































F(Q) - F(P) = i f(z)dz 
P aj P so h 
L Q Q 
J M TIM 
8-25 


在 极限 情况 下 QGP 重合 
用 词 随意 ) , 而 以 上 等 








, S 就 变 成 由 PP 发 出 的 无 穷 小 “向 量 "A (稍微 有 点 
SRE HEHE AEF FW A, 因此 


FiAn A=[ f(z)dz. 
A 


的 积分 等 于 f(A, 这 样 就 证 明了 





























但 天 A 是 无 穷 小 , 则 上 面 







































































面 给 出 的 结论 
F: An A= f(P)A. 
我 们 现在 就 可 以 求助 于 柯 西 定理 把 所 要 求 的 积分 与 路 径 的 无 关羽 
析 性 联系 起 来 了 . 若 f 在 某 个 区 域 
以 必 存 帮 





ES PK OCH fi 
是 解析 的 , 它 的 积分 一 定 是 与 路 径 无 关 的 , 所 
E 原 函数 F. 换言之 , 每 个 解析 映射 本 身 一 定 是 另 一 个 解析 映射 的 导数 

RAIA F 的 解析 性 的 














个 有 趣 的 应 用 来 结束 这 一 小 节 . 在 上 
全 忽略 了 以 前 所 用 的 几何 做 法 , 而 代 之 以 求助 于 基本 定 到 
































小 节 里 我 们 完 
里 来 证 明 , 例如 











i 2 L, p3 3 
zdz = =(B? — A?) 
A 3 

对 A, B 两 点 之 所 有 位 置 都 成 立 . 这 看 起 来 明显 地 比 图 8-17 进 了 一 步 , 因为 在 那里 
只 对 A, B 两 点 距 原 点 等 距离 这 一 特例 证 明了 上 式 . 然而 我 们 现在 可 以 看 到 解析 性 
反而 使 这 个 特例 包含 了 一 般 情况 , 这 似乎 是 一 个 悖 论 
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考虑 两 个 函数 
A 1 
F(Z) = | zaz, G(Z) = =(Z? — A?) 
i 3 
我 们 现在 看 到 , 二 者 都 是 解析 的 . 由 图 8-17 我 们 知道 , 当 2Z 在 一 个 以 原点 为 中 心 
而 且 通 过 4 的 圆周 上 运动 时 , 有 
F(Z) = G(2). 
但 由 解析 函数 的 唯一 性 (5.11.3 节 ) 即 知 此 式 当 2 在 圆周 外 游荡 时 也 是 成 立 的 ， 
此 可 得 上 述 的 一 般 结果 .” 
把 完全 一 样 的 推理 用 于 指数 映射 , 就 可 以 把 (8.13) 的 适用 性 从 一 条 铅 直 直线 
上 分 离 的 A, B 两 点 外 推 到 Z 在 过 A 的 铅 直 直线 以 外 , 从 而 有 
rA 
| ezdz 一 e2 — ef, 
4 
8.8.5 ”对 数 作为 积分 
由 基本 定理 的 启示 , 我 们 想 由 (log z) = (1/2) 跳 到 以 下 结论 
Z 
| Pe = log Z, (8.17) 
1 之 
与 实 分 析 情 况 一 样 , 在 一 定 意义 下 这 是 对 的 , 但 是 需要 小 心 一 点 . 
微妙 之 处 当然 在 于 原点 处 的 奇 性 使 得 (1/z) 的 积分 不 再 是 单 值 的 . 这 样 我 们 必 
须 先 确 定 由 1 到 2 的 路 径 K, 积分 (8.17) 之 值 才 能 适当 定义 . 另 一 方面 , 只 有 在 Z 
的 辐 角 O(z) 的 无 穷 多 值 中 选 定 了 一 个 以 后 , (8.17) 右 方 的 值 也 才能 适当 定义 . 这 两 
个 困难 却 按 下 面 的 方式 互相 抵消 了 . 
在 图 8-26 中 我 们 对 Z 的 特定 的 值 Z=1+iv3 画 了 3 个 不 同 的 路 径 . 如 果 我 
们 用 br(2) 来 记 追 随 路 径 KK 时 所 得 的 Z 的 辐 角 的 净 旋 转 , 则 
Or (Z) = (x/3), 
9x, (Z) = (1/3) + 2x, 
Ork, (Z) = (2/3) + 4r. 
在 一 定 意义 下 , 把 所 使 用 的 路 径 也 包括 在 辐 角 定义 中 , 就 使 得 积分 成 了 单 值 的 . 注 
意 , 这 里 积分 的 定义 并 不 依赖 于 K 的 确切 形状 而 只 依赖 于 它 包 围 原点 多 少 次 . 注 
意 , 路 径 K 不 能 通过 原点 , 这 时 会 出 现 新 的 问题 与 新 的 研究 .” 
O 这 个 论证 当 4 是 原点 时 不 能 用 , 因为 这 时 此 圆周 退缩 为 一 点 而 不 能 用 唯一 性 定理 . 但 是 F(Z) = 
JË z2dz = 123 = G(z) 仍然 成 立 . 一 一 译 者 注 











© 最 后 这 句 话 是 译 者 加 的 . — PANE 
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1 二 iV3 





图 8-26 
这 样 就 可 以 把 达到 2 的 方式 吸收 到 log(2) 的 定义 之 中 而 得 到 单 值 的 答案 : 


























logg(Z) = In|Z| + i0x«(Z). 


Pe (8.17) 的 没有 歧义 的 正确 形式 将 是 





1) 








1 
| -dz = logg (Z). 
KZ 








当然 , log 的 多 值 本 性 并 未 消除 , 只 是 变 了 个 形式 . 然而 , 追随 这 个 思想 将 引导 
到 考虑 所 谓 黎 曼 曲 面 , 多 值 冰 数 在 那里 可 以 变 成 单 值 的 . 但 这 里 不 讨 ie 










































































8.9 ”用 参数 做 计算 


在 没有 更 漂亮 的 方法 来 计算 回路 积分 的 时 候 ，( 在 原则 上 ) 仍 可 将 它 表示 为 普 
通 的 实 积分 . 我 们 现在 简短 地 讲 讲 这 个 方法 . 
基本 的 思想 是 把 回路 看 成 一 个 运动 质点 的 轨迹 , 这 个 质点 在 时 刻 t 的 位 置 是 
z(t). 其 实 , 不 必用 L 的 很 短 的 弦 这 种 很 小 的 向 量 做 黎 曼 和 , 我 们 同样 可 以 用 切 于 
L 的 很 小 的 向 量 .使 用 切 向 的 复 速度 v = 各 就 可 以 做 到 这 一 点 : 弦 本 来 是 表示 
ot 这 一 时 间 段 的 位 移 的 , 现在 改 用 切 向 量 v5t KRC. 这 样 , 如 果 在 时 间 区 间 
a<t<b}, 这 个 动 点 画 出 了 工 , 则 























































































































IE f(z)dz = l flz(t)Jvdt. 














例如 , 设 工 是 以 gq 为 中 心 、p 为 半径 的 逆 时 针 圆 周 回 路 , 而 fle] =z 则 
前 面 的 知识 (8.5.2 节 (8.8)) 可 知 此 积分 值 应 为 2xip?. 按 现在 的 做 法 , 因为 z(t) = 
q+ pe (0<t< 2m), v = ipe”, 我 们 会 得 到 









































27 27 27 
| zdz = | (q+ pe i) ipeirdt = waf (cost + isin t)dt + w| dt = 2nip”. 
L 0 0 0 




















这 正 是 我 们 所 预期 的 . 





366 第 8 章 复 积分 : 柯 西 定理 


























当然 , 这 个 方法 的 要 点 并 不 是 要 去 验证 过 去 已 经 知道 的 结果 , 而 是 想 去 计算 
些 过 去 算 不 出 来 的 积分 . 例如 , 对 于 同样 的 回路 , 但 是 换 一 个 f(z) = 2, 答案 就 猜 
不 出 来 了 . 然而 , 按 现在 的 做 法 , 你 会 轻易 地 就 发 现 答案 是 4rizp2. 

与 上 面 关 于 非 解析 的 例子 做 对 照 , 也 作为 对 这 个 方法 进一步 的 练习 , 可 以 验证 
( 仍 用 同样 的 回路 L) f, 22dz = 0, 用 柯 西 定理 或 基本 定理 都 会 预计 得 到 这 个 结果 . 
类 似 地 可 以 验证 [zdz = 0, 这 里 E 是 以 原点 为 中 心 的 椭圆 ， [提示 : 请 回忆 一 下 
z(t) = pe’ 十 ge- 就 是 沿 一 椭圆 运动 的 .] 

最 后 一 个 例子 , 取 回 路 为 抛物 线 y = x? 在 0 和 1+i 中 的 一 段 , 用 时 间 参 数 可 
以 把 这 个 抛物 线 写 成 z(t) = tit? OO <t < 1). 沿 此 回路 求 z 的 积分 , 先 用 基本 定 
理 , 再 用 参数 计算 . 类 似 地 请 用 基本 定理 计算 ez 在 此 回路 上 的 积分 , 让 你 的 答案 的 
虚 部 与 参数 计算 的 虚 部 比较 , 可 以 得 出 









































































































































1 
| (2t cost? + sin t”)e’dt = esin 1. 
0 





























这 个 结果 不 用 复数 也 容易 算出 [练习 ]. 然而 我 们 以 后 会 遇 到 用 普通 的 方法 不 太 容 易 
算出 的 实 积分 , 但 是 若 把 它们 看 成 来 自 复 积分 , 就 突然 变 得 很 容易 了 . 








8.10 柯 西 定理 


8.10.1 一 些 预备 知识 


我 们 在 本 章 中 已 经 一 再 地 见证 柯 西 定理 的 用 处 了 , 证 明 它 确实 成 立 , 此 其 时 矣 ! 
我 们 先 从 回路 C 为 “简单 ” 闭 曲线 , 即 不 自 交 的 曲线 这 个 情况 开始 . 见 图 8-27. 




















































































































图 8-27 


我 们 用 边 长 为 © 的 小 正方 形 网 格 填 到 C 的 内 域 中 , 网 格 方向 是 实 轴 和 虚 轴 方 





























向 . 我 们 把 整个 正方 形 全 在 C 的 内 域 中 的 方 格 加 上 阴影 , 而 令 这 个 阴影 区 域 的 边缘 
为 回路 K, 并 规定 在 K 上 治 逆 时 针 方向 运动 . 因为 我 们 画 的 正方 形 格子 还 比较 大 
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《目的 是 使 图 形 看 得 更 清楚 ) , K 现在 只 是 C 的 一 个 粗粮 的 近似 . 然而 , 若 令 = Hii 
小 , 有 阴影 的 区 域 会 越 来 越 完 全 地 填 满 C 的 内 域 , 而 K 也 就 越 来 越 精确 地 追随 C. 
这 样 , 为 了 看 出 一 个 映射 在 C 上 的 积分 是 否 为 零 , 只 需 研究 f 在 K 上 的 积分 当 
e 趋向 零 时 的 性 态 即 可 . [习题 20 将 更 详细 地 论证 这 一 点 .] 

下 一 步 则 来 寻求 K 上 的 积分 与 映射 在 K 所 包围 的 阴影 区 域内 的 性 态 的 联系 . 
考虑 /在 每 一 个 无 穷 小 有 阴影 正方 形 边 上 按 逆 时 针 方向 的 积分 之 和 . 图 8-27 左 图 
就 画 出 了 两 个 相 邻 的 有 阴影 小 正方 形 边缘 上 逆 时 针 方 向 的 积分 ， 当 把 这 两 个 正方 
形 边 上 的 积分 相 加 时 , 公共 边 走 了 两 次 , 其 方向 恰好 相反 , 所 以 在 公共 边 上 的 两 次 
积分 互相 抵消 . 但 是 对 于 每 一 个 位 于 阴影 区 域 之 内 的 正方 形 边 这 都 是 成 立 的 , 所 以 
当 我 们 把 所 有 阴影 正方 形 边 上 的 积分 加 起 来 后 , 不 会 被 抵消 的 就 只 有 构成 K 的 正 
方形 边 上 的 积分 : 

































































































































































| fladz= Y | Ones (8.18) 
í 阴影 正方 形 
右 方 是 对 所 有 有 阴影 的 正方 形 求 和 . 这 样 , 研究 f 沿 C 的 积分 就 归结 为 研究 f 在 
内 域 的 无 穷 小 正方 形 内 的 局 部 效果 . 

应 该 强调 , 迄今 为 止 的 讨论 对 于 非 解析 映射 和 解析 映射 都 同等 适用 . 例如 , 对 
于 f(z) = z, (8.18) 只 不 过 是 说 K 内 的 面积 就 是 有 阴影 的 小 正方 形 面积 之 和 [ 见 
(8.8)]. 为 了 真正 理解 柯 西 定理 , 就 必须 把 图 8-27 专门 限于 f EC 内 各 点 的 局 部 
效果 都 是 伸 扭 这 一 特例 .然而 我 们 还 是 先 来 猜 一 下 , 对 于 一 般 的 复 映 射 , (8.18) 石 
方 每 一 个 典型 的 积分 的 大 小 是 怎样 依赖 于 s 的 ( 即 当 正 方形 缩 为 一 点 时 , 其 大 小 
如 何 ) . 

我 们 研究 实 积分 的 经 验 以 及 不 等 式 (8.5) 都 会 引导 我 们 去 设想 , 在 每 个 无 穷 小 
正方 形 边 上 的 积分 都 与 正方 形 周 长 〈 也 就 是 与 s) 以 同样 速率 衰减 为 0, 这 是 不 对 
的 . 正方 形 边 是 一 个 闭 回路 , 而 且 复 积分 义 是 一 类 向 量 性 质 的 求 和 , A 
T, 此 积分 可 能 衰减 得 快 得 多 . 在 上 面 讲 共 红 映射 的 积分 时 , 我 们 就 已 看 到 每 一 项 
的 准确 值 为 2ie?, 而 这 就 指引 到 一 个 正确 的 猜想 , 即 各 项 都 如 s 的 平方 那样 衰减 . 
我 们 马上 就 来 详细 地 验证 , 但 在 目前 , 下 面 的 粗糙 论证 也 就 够 了 . 

我 们 知道 , 对 一 般 的 映射 f, K 上 的 积分 (因此 还 有 (8.18) 右 方 的 和 ) 都 是 非 
零 而 有 限 的 . 这 使 我 们 相信 , 各 项 随 = 之 衰减 的 速率 与 项 数 随 = 之 衰减 而 增长 的 速 
率 恰 成 反比 . 但 是 项 数 之 增长 正如 (C 内 域 的 固定 面积 除 以 每 个 小 正方 形 面 积 ) 一 
样 , 也 是 与 (1/s2) 同 阶 . 所 以 我 们 期 望 每 一 项 将 如 s2 一 样 衰减 . 如 果 我 们 原来 的 
猜想 是 正确 的 , (8.18) 中 的 和 式 之 阶 将 是 e(1/e?), 而 当 正 方形 缩 为 一 点 时 ,就 会 给 
出 一 个 无 限 大 的 结果 , 这 当然 是 不 对 的 . 反 过 来 说 , 如 果 各 项 的 贡献 比 s 的 三 次 窜 
更 高 , 则 它 不 会 影响 最 后 的 结果 . 











































































































































































































































































































































































































368 第 8 章 复 积分 : 柯 西 定理 





8.10.2 ”解释 























我 们 再 回 到 图 8-27 以 及 对 柯 西 定理 的 解释 , 解析 映射 将 把 左 方 有 阴影 的 小 
正方 形 伸 扭 为 右 方 有 阴影 的 小 正方 形 , 图 8-28 则 把 一 个 典型 的 小 正方 形 及 其 象 ( 即 
图 8-27 中 的 黑色 小 正方 形 ) 放大 . 用 我 们 特别 精确 的 中 点 黎 曼 和 (Ru), 沿 此 正方 
形 底 边 的 积分 可 以 用 单独 一 项 Ae 来 估计 : A 就 是 中 点 a 的 象 再 乘 以 这 一 边 的 长 
Ee 这 似乎 符合 于 我 们 关于 治 整 个 正方 形 边 的 积分 与 s 同 阶 的 错误 估计 . 但 是 车 加 
上 对 边 的 积分 , 就 会 得 到 以 下 答案 : 












































































































































Ae + C(-¢) = (A — C)e = pe. 


图 8-28 
如 果 f 只 是 在 实意 义 下 可 微 , 而 不 是 局 部 为 一 伸 扭 , |p| 仍然 与 = 成 正比 , 从 而 pe 之 
大 小 将 正比 于 e, 类 似 于 此 , 另外 两 边 之 贡献 也 与 e 同 阶 , 具体 说 来 是 (B 一 D)ie = 
ige. 
你 可 能 已 经 看 见 了 光明 : WE f 局 部 为 一 伸 扭 , 则 这 个 正方 形 的 象 仍 是 一 个 正 
方形 , 所 以 













































































iq = q 旋转 一 个 直角 = -p 


(8.19) 
> | f(z)dz = e(p + iq) = 0. 


















































我 们 由 (8.18) 得 出 的 结论 是 : 解析 映射 的 环 路 积分 为 零 只 是 其 局 部 伸 扭 性 质 的 非 
局 部 表现 ! 

为 了 把 这 一 点 与 非 解析 映射 加 以 对 照 , 请 看 图 8-29. 设 一 个 映射 仅仅 是 在 实意 
义 下 可 微 , 我 们 在 4.8.2 节 中 已经 看 到 , 它 的 局 部 效果 是 在 两 个 互相 垂直 的 方向 上 
各 自 《〈 按 不 同 的 因子 ) 膨胀 , 再 继 以 一 个 扭转 . 所 以 一 个 无 穷 小 正方 形 的 象 一 般 地 
是 一 个 平行 四 边 形 , p 与 q 长 度 不 等 , 一 般 也 不 正 交 . 我 们 看 到 yp 与 iq 不 能 抵消 , 所 
以 e(p+ig) 只 能 与 sz 同 阶 . 当 我 们 把 (8.18) 的 各 项 加 起 来 时 , 项 数 又 只 能 与 (1/e?) 
同 阶 , 所 以 答案 是 非 零 而 有 限 . 
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图 8-29 


对 非 解 析 映 射 的 如 上 所 说 的 这 种 不 能 互相 抵消 , 共 斩 映 射 给 出 一 个 特别 令 人 震 

















撼 的 例子 , 请 看 图 8-30. 用 前 一 段 的 说 法 , 可 见 , 在 水 平方 向 上 膨胀 因子 处 处 为 1， 
而 在 铅 直方 向 上 , 膨胀 因子 处 处 为 -1, 扭转 度 为 零 . 正方 形 的 象 虽然 仍 为 正方 形 ， 
但 图 8-28 与 图 8-30 有 一 个 关键 的 区 别 . SEAN EIB, 它 会 把 正方 形 的 方 
癌 反 转 , 从 而 

































































zdz = e(p + iq) = e(ie + ie) = 2ie?. 

















图 8-30 























回 到 解析 性 的 问题 , 并 将 (8.19) 与 图 8-29 比较 , 我 们 就 会 得 到 柯 西 定理 的 逆 
定理 . 如 果 已 知 f 在 一 切 环 路 上 的 积 分 都 为 零 , 特别 地 , 它们 沿 无 穷 小 正方 形 边缘 
上 的 积分 为 0, 例如 在 图 8-29 左 方 的 正方 形 边 上 积分 为 0. 所 以 p 十 ig = 0. 但 是 很 
清楚 , 只 有 在 象 是 另 一 个 与 原 正方 形 方向 相同 的 无 穷 小 正方 形 时 才 会 发 生 这 样 的 事 
(请 与 图 8-30 比较 ) . 所 以 f 的 局 部 效果 必 为 伸 扭 , 这 个 逆 定 理 称 为 莫 雷 拉 " 定理 . 

正如 本 书 对 待 其 他 新 思想 一 样 , 我 们 不 打算 以 严格 的 形式 来 陈述 我 们 的 论证 . 
我 们 的 口号 永远 是 :“ 洞 察 力 ” 而 不 是 “证 明 ”， 例 如 , 考虑 对 于 图 8-27 和 图 8-28 
的 几何 论证 的 反对 意见 《其 严酷 程度 在 不 断 升 级 ): 不 论 正方 形 多 么 小 ， 其 象 的 
边 不 会 是 完美 的 直 边 〈 但 是 交角 却 是 完美 的 直角 ); 中 点 a 不 会 恰好 被 映 为 象 的 
精确 的 中 点 ; 尽管 Ru 对 于 小 的 回路 有 无 可 置疑 的 精确 度 , 它 也 不 会 给 出 积分 的 
精确 值 . 

然而 , 在 计算 中 起 决定 作用 的 是 : 积分 的 每 一 项 的 贡献 , 均 与 e 同 阶 , 在 这 一 
点 上 图 8-28 和 与 之 相关 的 推理 大 概 都 是 无 懈 可 击 的 . 其 实 , 图 8-30 的 例子 会 更 令 
人 相信 以 上 的 反对 意见 其 实 并 不 相干 , 因为 在 那个 情况 下 我 们 知道 , 答案 至 少 准 而 

















































































































































































































































































































® Giacinto Morera, 1856—1907, 意大利 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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到 与 s 同 阶 ， [其 实 这 个 例子 是 完全 准确 的 , 不 过 这 种 准确 性 只 是 一 个 巧合 .] 更 一 
般 地 说 , 回忆 一 下 , 用 参数 计算 揭示 出 , 任何 一 个 回路 积分 的 实 部 和 虚 部 都 可 以 表 
示 为 通常 的 实 积分 . 这 意味 着 我 们 可 以 把 以 前 在 实 分 析 中 对 Ru 引起 的 误差 估计 
(8.3) 移 到 复 域 中 来 . 所 以 正方 形 四 个 边 上 的 积分 与 其 Ry 值 的 相差 衰减 得 不 会 比 
< 的 立方 更 慢 [见习 题 21 与 习题 22]. 但 是 我 们 前 面 已 经 论证 过 , 当 = 趋 于 0 时 , 这 
些 误差 不 会 影响 (8.18) 中 的 和 . 虽然 我 们 不 再 讨论 这 个 问题 , 其 他 的 反对 意见 也 都 
可 以 类 似 地 处 理 . 



































































































































8.11 一 般 的 柯 西 定理 
8.11.1 ”结果 
考虑 一 个 除 在 图 8-31 上 标 出 的 奇 点 以 外 均 为 解析 的 映射 它 在 KK LER AR 
是 否 必定 为 零 ? 你 会 看 见 问题 所 在 . 对 于 不 自 交 的 简单 环 路 ( 见 图 8-27) 上 那 一 种 ， 
奇 点 是 否 躲 在 环 路 之 “内 ”, 从 而 柯 西 定理 是 否 可 用 都 是 完全 清楚 的 . 但 是 在 图 8-31 
E, 甚至 什么 是 “内 ”也 不 清楚 , 更 不 要 说 它 与 柯 西 定理 有 何 关 系 了 . 
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图 8-31 


回忆 一 下 , 前 面 在 试图 沿 一 个 复杂 的 环 路 积分 z 时 就 已 遇 到 了 这 个 问题 [请 参 
看 (8.8) 以 及 7.1.2 节 中 对 此 的 讨论 ]. 我 们 对 它 的 解决 方法 是 : 定义 所 谓 “内 ”就 是 
使 环绕 数 不 为 零 的 所 有 点 的 集合 , 而 “外 ”就 是 使 环绕 数 为 零 的 所 有 点 的 集合 . 
有 了 这 些 定义 以 后 , 柯 西 定理 的 完全 一 般 的 形式 就 简单 得 令 人 吃惊 了 . 
若 一 解析 映射 在 一 环 路 之 “内 ”没有 奇 点 , 则 它 绕 此 环 路 的 积分 


本 市 的 目的 束 是 理解 这 个 美丽 的 结果 . 
先 回 答 开始 时 提出 的 问题 . 在 图 8-31 中 , K 并 未 绕 过 奇 点 , 所 以 ( 按 上 述 定理 ) 
积分 应 该 为 零 . 在 理解 定理 的 这 个 特例 的 过 程 中 , 我 们 将 被 引导 到 对 其 适用 性 的 完 


全 一 般 的 论证 . 







































































(8.20) 
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8.11.2 ”解释 


正如 在 图 8-16b 中 一 样 , 图 8-31 的 回路 K dn A 特 
别 是 K 的 “内 部 ”分 成 了 D1, Do 和 Ds, 见 图 8-32. $ Ci 为 Di 的 边缘 , 而 且 规 
定 要 依 逆 时 针 方 向 绕 行 . 为 了 不 把 图 画 得 太 乱 , 我 们 不 把 这 些 回路 的 符号 都 标 在 图 
WL, 而 在 区 域内 用 一 个 小 椭圆 单独 来 记 , 并 规定 它们 都 共同 取 逆 时 针 方 向 . 图 上 
还 用 小 方 框 标 出 取 沿 每 个 区 域 D; 的 环绕 数 . 因为 在 构成 KK 的 内 域 的 那些 区 域 
D; 中 没有 奇 点 , 我 们 关于 柯 西 定理 的 基本 形式 可 以 应 用 于 每 一 个 这 样 的 简单 回路 
Cj, 而 给 出 




























































































(8.21) 

















图 8-32 


现在 到 了 关键 性 的 地 方 , 沿 K 的 积分 可 以 表示 为 沿 这 些 Ci 的 积分 的 线性 组 

















合 , 这 里 Cj 包围 了 D; rears 在 图 8-32 的 情况 下 就 有 




















p Olle J OTA J ait 2d de (8.22) 


C3 














例如 考虑 回路 C3, 其 上 的 逆 时 针 方 向 恰好 与 K 在 这 一 部 分 (黑色 部 分 ) 上 的 方向 
一 致 . 另 一 方面 ， C2 则 依 相 反方 向 绕 行 了 K 的 另 一 部 分 ， 即 为 另 一 个 黑色 区 域 的 
边缘 . 这 样 最 终结 果 相 当 于 按 正 的 方向 绕 01 一 次 , 绕 Cs 两 次 , 并 且 按 相反 方向 绕 
C2 一 次 . 请 自行 核算 一 下 是 否 把 K 全 按 正 确 方向 走 志 了 . 把 (8.21) 代入 (8.22) 就 
对 这 个 特殊 的 回路 验证 了 一 般 柯 西 定理 所 预测 的 结果 . 

因为 (8.22) 对 任意 f 均 成 立 , 我 们 可 以 抽象 了 而 把 (8.22) 写 为 


| 



















































































K = C1 — C2 +203. 





注意 , 此 式 中 C 的 系数 正 是 K 关于 D; 的 环绕 数 vj, 所 以 我 们 可 以 把 上 式 写 为 


K= SGC). (8.23) 
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从 上 面 的 例子 就 可 以 清楚 地 看 到 , 为 了 证 明 一 般 形式 的 柯 西 定 理 , 就 上 只 需 证 明 (8.23) 
对 任意 回路 K 都 是 成 立 的 . 

考虑 图 8-33, 上 面 画 的 是 任意 回路 K 的 夹 在 两 个 区 域 D; 和 Di 之 间 的 一 音 
分 , Dj 和 Dy 是 K 把 复 平面 分 成 的 区 域 中 的 两 个 . 图 上 同时 也 画 出 了 其 边缘 Cj 与 
Cy 上 的 逆 时 针 方 辐 . 利用 7.1.3 节 的 “穿越 法 则 ”(7.1), 可 以 导出 vj =p +1. 于 是 
在 (8.23) 中 , 5 K 的 方向 一 致 的 C; 总 比 与 K 的 方向 相反 的 Cj 多 一 个 , Mitt 
效果 是 依 与 K 一 致 的 方向 统 行 一 次 , 证 毕 . 

































































图 8-33 





前 面 已 经 解释 过 , 在 证 明 (8.23) 的 过 程 中 , 也 就 导出 了 一 般 的 柯 西 定理 . 











8.11.3 ”一 个 更 简单 的 解释 




















形变 定理 (8.11) 也 是 由 基本 的 柯 西 定理 导出 的 [在 导出 形变 定理 时 基本 的 柯 
西 定理 尚未 证 明 ], 我 们 现在 将 用 它 来 对 一 般 柯 西 定理 给 出 更 简单 也 更 直观 的 解释 . 
设 一 个 回路 可 以 形变 并 缩 为 一 点 , 而 且 不 过 到 函数 的 奇 点 (这 函数 在 其 他 点 上 
都 解析 ) . 由 不 等 式 (8.5), 积分 之 值 在 此 过 程 终 结 时 将 成 为 零 . 但 由 形变 定理 , 在 
整个 过 程 中 积分 之 值 不 变 . 所 以 我 们 有 


车 一 闭 回路 可 以 缩 为 一 点 而 不 遇 到 奇 点 , 则 解析 函数 沿 此 回路 
的 积分 为 0. 







































































































































































(8.24) 





为 了 把 这 一 切 都 整理 起 来 , 我 们 还 需要 一 个 方法 来 识别 何 时 这 个 收缩 过 程 是 可 能 
的 . 例如 图 8-31 中 的 K 能 不 能 缩 为 一 点 ? 图 8-34 说 明 这 是 可 能 的 . 所 以 由 (8.24) 
即 知 在 K 上 的 积分 为 零 , 这 与 一 般 柯 西 定 理 一 致 . 

这 两 个 定理 明显 地 是 密切 相关 的 . 事实 上 只 要 看 到 最 终 缩 到 的 环 路 的 环绕 数 
为 0, 即 可 由 (8.24) 导出 一 般 柯 西 定理 . 霍 普 夫 映 射 度 定理 现在 告诉 我 们 : 














































































































(8.24) 中 所 说 的 收缩 过 程 当 且 仅 当 回路 不 包围 任意 奇 点 时 才 是 可 能 的 . 
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EDO E> 
DB 


图 8-34 





8.12 ”回路 积分 的 一 般 公式 


考虑 计算 和 f(z)dz 这 个 一 般 问 题 , 这 里 KK 是 一 个 一 般 的 (可 能 自 交 的 ) 环 路 ， 
It f 7E K 的 内 域 中 可 能 有 儿 个 奇 点 si, 92, 等 等 , 但 除 此 以 外 是 解析 的 . 图 8-35 就 
画 了 这 样 一 个 情况 之 例 . 






































图 8-35 





于 此 ,在 天 的 内 域 包含 了 两 个 单 联通 区 域 , D; 是 浅 灰色 的 而 Ds 是 深 灰 色 的 ， 
其 边缘 各 为 Ci 与 Co HR). 因为 K 绕 浅 灰色 区 域 中 的 点 一 次 (vi = 1) , 而 绕 
深 灰 色 区 域 中 的 点 两 次 (v2 = 2) , 一 般 结果 (8.23) 正确 地 预示 了 
































K = > 01 =1-C, +2. C2. (8.25) 
J 





























如 图 所 示 , 设 oj 是 一 个 包围 s; (但 不 包围 f Aa AT SLA) A E 
交 的 ) 道 时 针 方 向 的 回路 , 而 我 们 定义 








= J f(z)dz. 
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形变 定理 (8.11), 我 们 知道 , 积分 I; 有 一 个 不 依赖 于 oj 之 大 小 或 形状 而 显示 其 
特征 的 值 . 此 外 , 我 们 在 图 8-20 中 又 看 到 , 如 果 一 个 简单 的 环 路 包围 了 几 个 奇 点 , 则 
此 环 路 上 的 积分 等 于 它 所 包围 的 奇 点 各 自 的 TA. 在 我 们 的 例子 中 , 即 有 




































































| jz)dz = h +h + Is, | f(z)dz = I + Ig. 
C1 


C2 








最 后 , 再 用 (8.25), 我 们 得 出 








这 里 每 个 了 值 均 被 来 上 了 K 绕 相应 奇 点 的 次 数 . 因为 (8.23) 对 于 任意 环 路 都 成 
XE, 所 以 这 个 结论 也 对 任意 环 路 都 成 立 . 我 们 这 样 就 得 出 了 解析 函数 在 环 路 上 的 积 
分 的 完全 一 般 的 公式 : 








p f(z)dz = 5 v(K,s;j)L. 


j 














这 就 是 本 章 的 宏伟 的 终 

最 后 还 需要 计算 这 些 万 的 有 效 方法 一 一 这 可 以 算 作 和 蛋糕 上 的 小 奶油 花 了 . 在 
下 一 章 我 们 要 证 实 以 前 宣布 过 的 事情 , 即 在 每 个 s; 附近 都 存在 唯一 的 洛 朗 级 数 [ 见 
8.6.5 节 ], 而 复 反 演 项 的 系数 则 为 留 数 Res[ f(z), sj] 〈 这 就 是 留 数 的 定义 ) . 有 了 这 
些 以 后 , 我 们 就 看 到 万 = 2niRes[ f(z), sj]. 这 样 










































































| f(z)dz = 2mi X` w(K, s;)Res[f (2), sj (8.26) 
K 
J 

这 就 是 一 般 留 数 定理 . 注意 , 它 包 含 了 一 般 柯 西 定 理 作 为 各 个 v(K, sj) = 0 时 的 特 
例 . 

我 们 在 下 一 章 还 会 看 到 , 这 个 公式 中 的 留 数 可 以 直接 求 出 来 而 不 必 费 劲 去 找 出 
整个 的 洛 朗 级 数 . 这 样 , 尽管 我 们 还 没有 把 (8.26) 的 用 法 具体 地 加 以 实现 , 但 是 已 
经 很 清楚 , 我 们 在 这 里 会 得 到 一 个 在 实用 上 和 理论 上 都 强 有 力 的 结果 . 

























































































8.13 J 题 





1. 设想 z 表示 时 间 , z(z) =x 二 if(z) 就 是 通常 的 图 像 y = f(r) 的 参数 表示 . 
(i) 证 明 这 时 复 速度 是 v= 1+itand, 0 是 此 图 像 切线 与 水 平 直线 的 交角 . 再 证 复 加 速 
度 为 a=if”(z). 
(ii) 第 5 章 习 题 20 中 证 明了 轨道 的 曲率 为 上 = [Im(av)]/|v[2. 由 (Gi) 导出 










































































«sec? 0 = f(a). 
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(ii) 由 (ii) 得 出 : 误差 方程 (8.3) 可 以 写作 

















. 在 图 8-6 中 证 明 





弦 AB 与 曲线 之 间 的 面积 


(ABCD) 之 面积 = 3 f° (a) d*. 


2; 





ao JÆ CD 





换言之 , Rm 的 准确 度 是 梯形 公式 的 两 倍 . 





与 朋 线 之 间 的 面积 “ 








.在 求 通常 的 实 函数 f(z) 的 积分 时 , 令 工 记 积分 区 间 的 长 度 ，M 记 此 区 间 内 E 






































最 大 值 . 由 习题 1 和 习题 2 得 出 标准 的 结果 ， 


Ds 1 
梯形 公式 总 误差 < gla’. 














类 似 于 此 , 导出 不 其 为 人 熟知 的 结果 ， 





























案 确 为 Qni. 


























. 按 以 下 所 选 的 C 写 出 中 (1/2)de ZA 
Cc 

i) \zl=l. (ii) |z-2)=1. Gü) [zp 1) = 2. 

参数 方法 计算 (1/2) 在 一 个 正方 形 上 的 积分 , 此 正方 形 的 四 个 顶点 是 +1 ti, 证 








, 并 用 参数 计算 方法 验证 你 的 答案 . 



































参数 计算 方法 来 验证 2 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 之 积分 为 0, 除非 m = 一 1. 



































为 一 整数 ) 时 它 是 封闭 曲线 . 























ba 






































外 旋 轮 线 可 以 参数 表示 为 


z(t) = Bi(n 十 De 一 ein+I). 





(ii) 以 参数 方法 计算 (8.8) 中 的 积分 , 证 明 








外 旋 轮 线 所 包 


. 图 8-36 中 画 了 四 个 简单 环 路 , 每 种 情况 我 们 都 注 明了 它 包 围 了 多 大 的 阴影 面积 . 用 








围 面积 = nB’ (n + 1)(n +2). 








.把 一 个 硬币 (半径 为 4) 平 放 在 一 个 平坦 的 平面 上 , 再 让 另 一 个 半径 为 B 的 硬币 沿 着 它 深 


动 . 滚动 着 的 硬币 边缘 上 一 点 所 画 出 的 轨迹 称 为 圆 外 旋 轮 线 (或 外 摆 线 ), 当 4 =mB Cn 









































计算 的 方法 对 这 四 个 环 路 的 每 一 个 验 订 





(i) (ii) 
iR lib iR 
: i 9 


E 等 式 (8.8). 


(iv 


Ri R+iR 


Gii 





) ) 
i 
as & = Brome 
R 0 R 


8-36 
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9. 若 路 径 不 是 封闭 的 , (8.8) 将 推广 成 什么 ? 

10. 用 (8.23) 来 验证 (8.9). 

11. 图 8-18 的 完全 的 对 称 性 来 自 绕 单 位 圆周 的 积分 ， 如 果 在 一 个 稍 大 的 

形 大 体 上 看 来 如 何 ? 

12. $ K 为 图 8-21 中 的 回路 . 
(i) 将 被 积 函数 的 分 母 做 因 式 分 解 从 而 将 被 积 函数 化 为 分 项 分 式 , 由 此 计算 下 面 的 积分 


zZ 
和 (远志 让) 


Gi) 写 出 (cosz/z11) 的 以 原点 为 中 心 的 洛 朗 级 数 , 并 求 出 
COS Z 
$ ( 1 ) dz 
13. 本 题 表 明 一 类 很 难 算 的 实 积分 如 何 可 以 用 复 积 分 容易 地 算出 . 令 工 为 实 轴 上 R 到 
+R 的 路 径 , J 为 在 上 半 平 面 中 由 +R 回 到 一 R 的 半圆 周 路 径 . 于 是 完整 的 路 径 工 十 J 


是 一 个 闭环 路 . 
(i) 用 习题 12 中 分 项 分 式 的 思想 , 证 明 当 R < 1 时 积 









































周 上 做 积分 . 


ba 













































































































































































f dz 
gg (4+1) 














为 0, 4 R > 1 时 求 它 的 值 . 
(ii) 利用 24 +1 为 由 一 1 到 24 的 复数 , 写 出 当 > 沿 J 运动 时 |z4 十 1| 的 最 小 值 . 现在 
考虑 R 很 大 的 情况 , 用 不 等 式 (8.5) 证 明 , 当 R 增长 到 无 限时 J 上 的 积分 衰减 到 






























































(iii) 由 前 一 部 分 计算 出 














i dx 
eget dy, 
2% dz 
i (x? +1) 
通常 的 方法 很 容易 算出 , 但 请 用 习题 13 的 方法 来 算 它 . 
(ii) 类 似 于 此 , 先 用 通常 方法 计算 


14. (i) 积分 






































































































































| dx 
(a? +1)?’ 
用 路 径 积分 计算 它 . [提示 : 求 此 题 的 分 项 分 式 最 快捷 的 方法 是 把 1/(z? 4.1) 的 分 
项 分 解 式 平方 ] 
15. (i) 用 基本 定理 写 出 以 下 积分 之 值 : 
a+ib 
| edz 
0 




















8.13 4 题 377 
案 与 用 参数 方法 算出 的 治 由 0 到 (a + ib) 的 直线 路 径 的 积分 值 等 值 起 来 ， 












































a(e" cosb — 1) + be? sin b 
a? +b? : 





1 
| e°” cos badx = 
0 


b(1 — e° cos b) + ae? sin b 
a? +b? ` 





1 
| e°” sin badx = 
0 











(iii) 用 通常 的 方法 证 明 (i 中 的 结果 . 
16. (i) 证 明 在 求解 析 函 数 乘积 的 积分 时 , 可 以 用 通常 的 “分 部 积分 法 ”. 
(ii) 令 工 为 由 实数 -9 到 +0 的 路 径 . 证 明 





















































mo 














| zei*dz = 2i(sin 0 — 0 cos 0), 
L 
































再 取 L 为 直线 段 并 用 参数 方法 做 积分 来 验证 它 . 




















17. 令 


n 为 正 整 数 . 

(i) 用 二 项 式 定理 在 n 为 偶数 或 奇数 时 分 别 求 在 原点 的 留 数 . 
(i) Aon 为 奇数 , f 在 任意 不 通过 原点 的 环 路 上 的 积分 值 是 多 少 ? 
(iii) 车 n= 2m 为 偶而 C 是 绕 原点 一 次 的 简单 环 路 , 由 (i) 有 


ae (2m)! 
7 f(z)dz = 2 (mt)? 
















































































(iv) 取 C 为 单位 圆周 , 导出 以 下 由 沃 利 斯 (Wallis) 得 出 的 公式 











六 



































(v) 类 似 地 , 通过 考虑 形 如 2* f(z) 的 函数 (其 中 k 为 整数 ) , 计算 














2r 


2 
| cos”0.cosk0d9 和 | cos” 0 - sin k0dð. 
0 


0 
































18. 令 马 为 椭圆 轨道 z(t) = acost +ibsint, 其 中 a,b XIE, t 由 0 变 到 Qn. 通过 考虑 (1/2) 

















在 E 上 的 积分 , 证 明 





| an dt _ 2x 
o a2cos2t 十 b2sin2t ab 


19. 现在 来 验证 第 5 章 习 题 19 所 说 的 , 若 一 函数 之 施 瓦 茨 导 数 为 0, 则 它 必 为 默 比 乌 斯 变 
换 . 按 Beardon [1984, 第 77 W], 设 {f(z),z} = 0, FEX F = (f"/f'). 














(i) 证 明 1/F(z) —1/F(w) = —(z — w)/2. 
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(ii) 导出 必 有 某 个 常数 a 使 得 Elf (z) = 一 2/(z - a). 
(iti) 再 做 两 次 积分 即 可 得 出 f(z) 为 默 比 马 斯 变换 的 结论 . 





























20. 考虑 图 8-27 PRE K 5 C 之 间 的 正方 形 的 余下 的 白色 碎片 . 
(i) 证 明 沿 这 些 碎片 边缘 的 积分 之 和 等 于 C 与 K 上 的 积分 之 差 . 
(ii) 当 e 趋 于 0 时 , 以 上 级 数 的 每 一 项 的 近似 值 是 多 少 ? 
(iii) 这 个 级 数 大 体 上 有 多 少 项 ? 
) 由 以 上 各 部 分 , 当 e 趋 于 0 时 , 能 对 C 上 与 K 上 的 积分 的 差 说 些 什 么 ? 


























1V 






































21. 4 K 是 由 a 一 (e/2) 到 a+(e/2) 的 直线 路 径 , © 是 一 个 长 度 很 小 而 方向 任意 的 复数 . 
i) 用 基本 定理 求 2 沿 K 的 积分 , 然后 写 出 只 含 一 项 的 Ra 而 得 出 的 积分 值 . 证 明 

Ru 导出 的 误差 是 pe. 
(ii) 和 G) 中 一 样 , 求 出 ez 沿 K 积分 的 精确 值 以 及 Rar 的 值 . 把 es/ 展开 为 宕 级 数 ， 
此 得 出 这 个 情况 下 的 误差 大 约 是 hete. 
Gii) 对 于 非 解析 的 函数 22 重复 前 两 部 分 的 误差 分 析 . [可 以 用 参数 方法 算出 积分 的 精确 















































































































































22. 令 K 为 前 题 中 很 短 的 路 径 . w f(z) 有 一 个 以 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 在 K 上 各 点 均 收 
Bs 
fla+h) = f(a) 4 Lo, LO yp ! Fos pes 


[对 于 解析 函数 , 这 种 级 数 的 存在 将 在 下 一 章 给 出 .] 

(i) 沿 K 积分 这 个 级 数 , 证 明 精 确 的 积分 与 Rm (HI KA Afla? 验证 习题 
21 中 前 两 部 分 的 结果 与 此 一 致 . 

这 个 级 数 证 明 由 K 之 中 点 的 象 到 K 的 两 端 之 象 的 中 点 的 复数 大 约 是 ifa)’. 

e 缩 为 0 时 这 两 种 中 点 能 和 否 用 生成 图 8-28 的 放大 镜头 区 别 开 来 ? 

(iii) 由 基本 定理 推出 , 这 种 级 数 的 存在 强 涵 着 f 绕 位 于 收敛 圆 盘 内 的 环 路 上 的 积分 为 0. 


23. & f(z) 在 一 区 域 中 解析 而 此 区 域 包含 一 个 以 a,b,c 为 顶点 的 三 角形 , 从 而 其 三 个 边 为 
Az=(c—)b),B=(a—c),C = (b-a). 给 出 一 对 点 p,q, 我 们 定义 wpa 为 f(z) 在 线段 
pq 上 的 某 种 平均 值 : 


























(ii) 














pE 
IK : 









































































































































I 








1 q 
| f(z)dz. 
证 明 这 个 复 平均 映射 把 三 角形 abe 的 三 个 边 映 为 一 个 相似 三 角形 的 顶点 wan, Woe, Wea! 
这 个 结果 显然 应 归于 Echols [1923], 我 们 只 不 过 是 重新 发 现 了 它 . [提示 : 证 明 Aw + 
Bua + Cwa = 0, 并 利用 A 十 B+C=0.] 


24. $ 为 一 闭 回路 ,v WER a 点 的 环绕 数 . 证 明 


f ( £ ) de = Brive’ 
K\Z—a 


Wpq = 






































am 
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BEA: 把 er SIR oteo 并 将 etc- 








展开 为 暴 级 数 .] 这 是 所 谓 柯 西 积分 公式 (将 在 下 
一 章 解释 ) 的 特例 , 这 个 公式 说 , 若 了 在 天 内 为 解析 , 则 











a hos 
po on Qniv f (a). 








25. 考虑 圆 盘 |z| < R 在 映射 z 一 kz” 下 的 象 . 当 此 














(<1 








它 的 象 必 扫 过 半径 为 |k|R” WZ 
































罚 盘 的 一 








m 次 ， 所 以 我 人 





ma(|k|R™)?. 按 此 理解 , 证 明 若 一 映射 有 收敛 的 昭 级 数 展 形 








f(z) =a+bz+ cz 











dz 上 see 





























则 其 象 的 面积 正 是 它 在 级 数 的 每 一 项 下 的 象 的 面 


象 的 面积 = (al2R2 十 2|cj2R +3 


这 就 是 比 贝尔 巴赫 "面积 定理 . 提示 : 面积 的 局 部 膨 


积 之 和 : 

















条 半径 扫 过 此 圆 租 一 次 时 ， 

















式 


di? R? ++-.). 


R 2x . 
| | f' Pdady = | | f'(re'?)f’(rei9)d0 rdr. 
lzI<R 0 LJo 




















26. (i) 若是 解析 函数 它 在 环 路 过 上 没有 奇 点 或 六 点 , 则 
MAE = se 
(ii) HS 
fe) = Ear on) ao 











通过 考虑 (Inf) KR (F/P). 








(iii) 在 (i) FS p=0 而 取 工 为 包含 根 a 到 a, 与 极点 bi 到 bs 的 简 
过 计算 得 出 有 理 函 数 的 广义 辐 角 原理 : 



































v [f(D), |= > 4 


= (内 域 中 根 的 数目 ) 一 

















® Ludwig Bieberbach, 1880—1982, 德国 数学 家 . 一 一 译 者 注 




















Z bD Bj 
j=1 





(Wiky 





极点 的 数目 

















单 环 路 . 由 





] 可 以 有 意义 地 定义 象 的 面积 为 


HF F, 所 以 象 的 面积 是 


此 通 


9.1 柯 西 公式 



































































































































































































































































































































































































































9.1.1 引言 
本 章 比较 简短 , 主要 目的 之 一 是 把 前 几 章 松散 的 线索 连 起 来 , 把 缺少 的 证 明 补 
起 来 . 特别 是 , 我 们 前 面 已 经 宣布 了 解析 函数 f(z) 有 如 下 3 个 重要 性 质 (但 是 尚 
未 解释 和 证 明 ). 
o f(z) 可 以 微分 任意 多 次 它 是 “无 穷 可 微 的 ”. 
。 在 通常 的 点 附近 , f(z) 可 以 表示 为 泰勒 级 数 . 
o 在 奇 点 附近 , f(z) 可 以 表示 为 洛 朗 级 数 . 
这 些 事实 的 经 典 解释 "依赖 于 以 下 的 结果 . FF f(z) 在 简单 环 路 工 之 上 及 其 内 
域 均 是 解析 的 , 而 a ADL 内 域 中 的 一 点 , 则 
1 F) ， 
此 式 称 为 柯 西 公式 , 它 正 是 5.2 节 中 所 说 的 解析 函数 的 刚性 的 准确 表述 . 这 个 公式 
说 的 就 是 : f E L ERE, 刚性 地 决定 了 它 在 工 内 各 处 之 值 . 
我 们 将 给 出 (9.1) 的 两 种 解释 , 二 者 都 坚实 地 以 柯 西 定 理 为 基础 
9.1.2 ”第 一 种 解释 
因为 已 经 假设 f(z) 在 L 的 内 域 是 解析 的 , 所 以 函数 [/()/(s - a)) 在 那里 除 
了 在 z=a 处 有 一 个 奇 点 外 , 也 是 解析 的 . 由 8.6.3 节 (8.11), 如 果 把 工 向 其 内 域 形 
Æ RERNE a, 积分 (9.1) 的 值 是 不 会 改变 的 . 
S Cr 是 以 a 为 中 心 、r 为 半径 且 严 格 位 于 工 之 内 的 圆周 . 从 图 9-1a 可 以 看 
到 , 工 可 以 向 内 形变 为 C 而 不 碰 到 a, 所 以 不 会 改变 积分 之 值 , 从 而 有 
ac eee f(z) 
Qi 7 z— ane 2ni z— ae (p2) 
这 个 变换 的 好 处 是 CO, 上 的 积分 既 简 单 , 又 有 很 有 帮助 的 解释 . 
@ 在 20 世纪 50 ERK, 发 展 起 来 一 种 利用 如 第 7 章 的 那 种 拓扑 学 思想 的 处 理 方法 , 我 们 本 来 也 想 
在 这 里 采用 这 种 方法 . 然而 想 把 这 些 思想 归结 为 可 视 的 本 质 , 我 们 既 缺 少时 间 , 也 缺少 想象 力 , 所 
以 ,虽然 心 有 不 甘 , 也 只 好 回归 到 以 积分 为 基础 的 方法 .关于 拓扑 方法 , 请 详 见 Whyburn [1955， 














1964] 和 Beardon [1979]. 
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图 9-1 
先 回 想 一 下 , 当 az =at re? 时 f(zo) SEA C, 的 平均 值 (f)o, 的 定义 为 

















m 














by 

















(ho. = 52 | Fleas. 


我 们 在 前 一 章 曾 经 从 几何 上 看 到 , 当 0 增加 db, 使 得 wo 沿 着 圆周 C. 移动 dz， 
则 qz/(z 一 a) = ido. 代入 (9.2), 我 们 就 发 现 原 来 的 沿 L 的 积分 可 以 解释 为 了 在 任 
一 个 Cr 上 的 平均 值 : 
p EP = (fhe, 


27i z—a 

请 特别 注意 (f)c, 之 值 与 圆周 的 半径 无 关 . 为 了 完成 (9.1) 的 推导 , 只 需 证 明 这 个 
与 半径 无 关 的 平均 值 正 是 f 在 圆心 a 处 之 值 . 

为 了 更 好 地 掌握 平均 值 (f)c, 的 含义 , 设 在 C, 上 有 等 距 分 布 的 点 z1, za … Zn, 
而 wi, we, ,wn 是 它们 在 映射 z  w = f(z) FIR. 这 些 象 点 的 普通 平均 值 
Wr = ty w 就 是 它们 的 形 心 , (f)c, 就 是 Wr 当 n 趋 近 无 穷 时 的 极限 位 置 . [ 关 
于 平均 值 和 形 心 的 更 详细 讨论 , 请 参见 第 2 章 最 后 一 节 .] 
现在 让 圆周 C, 缩 向 圆心 a, 如 图 91a 所 示 . 甚至 只 需 f 为 连续 的 (而 不 必 是 
解析 的 ), 就 可 以 看 到 FC.) KAA f(a), 如 图 9-1b 所 示 . 因为 Cr 上 任意 个 点 
的 象 wi,w2,… ,wn 都 趋 于 f(a), 它们 的 形 心 Wi 当然 也 是 这 样 . 于 是 

lim(f)o, = f(a), 


r—0 
柯 西 公式 的 第 一 种 解释 至 此 完成 . 
9.1.3 ”高 斯 平均 值 定理 
在 上 面 的 研究 过 程 中 , 我 们 还 得 到 了 一 个 有 趣 的 附加 结果 : 












































































































































































































































若 f(z) 在 一 个 以 a 为 中 心 的 国 周 C 上 及 其 内 部 均 为 解析 的 , 则 S 
在 C 上 的 平均 值 等 于 它 在 圆心 处 的 值 : (月 c = f(a). 














如 果 把 f 分 成 实 部 和 虚 部 : f =u +iv, 则 立即 有 (wc 十 i(v)c = ula) + iv(a), 所 以 











(ujc=ula) WE (v)o = v(a). 
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所 以 车 一 个 实 函 数 D 是 一 个 解析 复 函 数 的 实 部 或 虚 部 , 则 它 在 一 个 圆周 上 的 平均 
值 等 于 它 在 圆心 处 的 值 . 

但 是 车 我 们 已 知 一 个 实 函 数 , 怎么 知道 是 否 存在 一 个 解析 复 函 数 , 使 其 实 部 或 
恰好 就 是 ©? 在 第 5 章 的 习题 2 中 已 经 证 明 过 , 必要 条 件 是 6 为 调和 函数 , 亦 
即 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 
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Ad = (07 + 8) = 
其 实 我 们 将 在 第 12 章 中 看 到 , 它 也 是 一 个 充分 条 件 , 这 就 给 出 了 高 斯 平均 值 定理 : 
调和 函数 在 一 个 圆周 上 的 平均 值 等 于 它 在 圆心 处 的 值 . 

















9.1.4 ”第 二 种 解释 和 一 般 柯 西 公式 
如 果 不 要 求 工 为 简单 环 路 , 则 对 柯 西 公式 会 发 生 什 么 ? 和 在 前 一 章 一 样 , 现在 
重要 的 是 要 仔细 地 定义 工 的 “内 部 ”为 那些 使 得 工具 有 非 零 环绕 数 的 点 的 集合 : 























lirli 























“内 部 ”= {p|v[L, p] # 0}- 











在 图 9-2 中 , f EL “AT” KAA. [f(z)/(z 一 a)] 在 “内 部 ”的 奇 点 则 只 在 
z =a 处 有 一 个 . 从 图 上 还 看 到 工 绕 a 两 次 , BH viL, a] = 2. 由 对 于 简单 环 路 的 柯 
HAR, 有 z fr Paz = 2F(a). 
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一 般 地 说 , 这 样 的 推理 思路 暗示 , 会 有 以 下 的 一 般 柯 西 公式 : & f(z) 在 一 个 一 
般 的 环 路 L 上 及 LAHZA, 则 




















271 z—a 


aah Fi) dz = v|L,a] f(a). (9.3) 
L 






































但 是 按照 以 上 的 思路 ， 此 式 是 否 一 般 为 真 ， 还 不 太 清 楚 . 霍 普天 映射 度 定理 〈 即 
7.2.1 市 (7.2)) 肯定 可 以 保证 7 L 可 以 形变 为 以 a 为 中 心 的 圆周 ， 并 绕 它 viL, al 
次 , 而 不 会 遇 到 a 点 . 但 是 , 虽然 f(z) Æ L 内 是 解析 的 , 却 不 能 保证 , f 的 奇 点 不 
分 布 在 工 的 附近 , 使 得 在 工 形变 的 过 程 中 不 会 碰 上 一 个 奇 点 . 
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我 们 鼓励 你 继续 沿 这 一 思路 思考 , 但 是 这 里 将 给 出 一 个 不 同 的 途径 , 能 够 清楚 
而 直接 地 给 出 (9.3). 考虑 图 9-2 中 的 映射 z Z= f(z), 并 定义 
F(z) = f(z) = f(a) = Z-a 
gma 二 一 六 
WE V = (z-a) MRH a 发 出 的 向 量 , 而 把 V ik a = f(a) 发 出 的 象 向 量 ， 
则 F(z) 描述 了 由 站 到 了 的 旋转 和 伸缩 的 总 量 , 也 就 是 伸 扭 f(a) 的 非 无 穷 小 类 
比 物 , 后 者 则 把 无 穷 小 向 量 € WR ER E= flat, 而 且 












































































































































Fala) 三 lim F(z) = f'(a). 


因为 已 经 假设 f(z) 是 解析 的 , 而 且 在 艺 “ 内 部 ”没有 奇 点 , 所 以 Fale) 也 是 这 
样 . 一 般 柯 西 公式 ”告诉 我 们 



























































1 
=a Fi (z)dz = 0 

换言之 ， 

1 f(z) 1 dz 

0-39 z—a Op z—a 
1 f f() 
=z, e- viras 

证 毕 . 





9.2 ”无 穷 可 微 性 和 泰勒 级 数 


9.2.1 无 穷 可 微 性 
现在 我 们 回 到 工 为 简单 环 路 的 情况 , 并 且 来 证 明 若 f 在 LAR AENT, 则 
f'(z) 也 是 . 由 此 用 归纳 法 , 即 知 f(z) 为 无 穷 可 微 的 . 
我 们 需要 证 明 的 就 是 , a f 是 共 形 的 , 则 fr(z) 也 是 . 换言之 , 若 把 记 看 作 一 
个 映射 z 2% = f(z), 则 每 个 由 a 发 出 的 无 穷 小 向 量 E 都 经 过 同样 总 量 的 旋转 与 
伸缩 , 才 达 到 由 立 发 出 的 象 向 量 E 就 是 说 , 必 存 在 单一 的 复数 f(a)( 即 户 的 伸 
HD 使 得 €= f" (ade. 




















































































































© 这 里 不 能 直接 应 用 柯 西 定理 ， 因 为 不 能 确定 Falz) 在 a 点 是 解析 的 ， 只 能 得 知 它 在 例如 0 < 
|z 一 al < p 这 样 的 区 域 中 解析 , 这 里 p 是 一 个 适当 的 正 数 ; 同时 还 可 以 知道 lim (2 — a) Fa(z) = 0. 
但 是 Ahlfors [1979] 第 4 章 的 定理 5 (中 译本 113 页 ) 指出 , 这 时 柯 西 定理 仍然 成 立 . 证 法 与 本 书 
(8.10) 很 相近 . 更 好 的 办 法 是 看 到 2 = a 其 实 是 Falz) 的 可 去 奇 点 . 请 看 9.4.2 节 的 脚 
YE. —— VEE 
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第 一 步 是 要 找到 一 个 干净 的 表达 式 , 把 (a) 用 f(z) 在 LK 上 的 值 表示 出 来 . 本 
页 译 者 注 中 已 经 指出 , 对 于 Fale) 可 以 应 用 柯 西 定理 , 当然 也 就 可 以 应 用 柯 西 公式 ， 
这 样 就 可 以 得 出 







































































f'(a) =F,,(a) = sa? Fal) 4 
nA f(z) f(a) dz 
Oni 7 (z 一 ae 27i f (z - a)? 
因为 第 二 个 积分 为 零 , 所 以 有 
f(a) = sa, Le ae (9.4) 











现在 我 们 要 利用 此 式 来 给 出 一 个 由 a 发 出 的 小 向 量 E 在 映射 > Z= f(z) 
下 的 象 &. 略 去 与 &2 同 阶 的 项 , 即 得 [练习 ] 





























¢— fl / 2 F(z) 
E= rero -ra= [54 perreo 


S & 为 无 穷 小 向 量 , 我 们 就 导出 了 所 需 的 结果 : 每 个 由 a 发 出 的 无 穷 小 向 量 E 总 
被 伸 扭 为 上 = flae, 其 中 


两 本 | 7 


~ Ini J; (z — a) 

















pi 




















注意 到 








11 1 ey 1). 2 
da l-r da? l-r 
就 可 以 看 到 (9.4) 和 (9.5) 均 可 以 由 公式 


No = 5-4 Fas 








2m z—a 








在 积分 号 下 直接 对 a 求 导 而 得 . 继续 这 样 做 下 去 , 我 们 就 可 以 猜想 到 阶 导数 SO 
可 以 写 为 


























| f(z) 
f(a) = 到 7 arte (9.6) 
我 们 马上 就 会 看 到 , 此 式 为 真 . 
9.2.2 ”泰勒 级 数 


现在 我 们 来 证 明 , WR f(z) 在 一 个 以 原点 为 中 心 、 以 R 为 半径 的 圆周 上 以 及 
内 部 为 解析 , 则 f(z) 可 以 展开 为 在 此 圆 盘 中 收敛 的 暴 级 数 : 









































f(z) = co + cz + c22? 二 +c32 +e. 
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我 们 在 第 5 章 里 己 经 看 到 , 这 样 一 个 守 级 数 在 其 收敛 圆 盘 中 是 无 穷 可 微 的 . 所 
以 , Fe BRUIT AEE, 就 给 出 了 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 的 第 二 个 证 明 . 由 此 展开 
式 也 可 以 得 出 , 其 系数 cn 可 以 表示 为 





















































所 以 , 这 个 暴 级 数 其 实 就 是 泰勒 级 数 , 而 其 系数 并 不 依赖 于 R: 


fle) = F0) + (0)z+ $ pon 











要 想 证 明 这 种 级 数 展开 式 的 存在 , 我 们 回 到 柯 西 公式 (9.1). 改变 记号 之 后 就 可 
以 把 它 重 写 为 


A = 元 了 az = 元 7 学 1 = anal a 


请 看 图 9-3. 因为 z 处 于 Z 所 在 的 圆周 的 内 部 , |z| < |Z| = R, |(z/2)| < 1. 所 以 
1/[1 一 (z/2)] 可 以 看 作 无 穷 几 何 级 数 的 和 , 而 有 


























Has FI KA 4 (2/2) + (2/2)? + GIP Ei 


























只 要 这 里 无 穷 级 数 的 逐 项 积分 有 意义 , f(z) 就 确 能 展开 为 震级 数 ; 


f(z) = 5 Cnz”, HEP 6 = L 7 LA) az (9.8) 























20 








为 了 证 明 这 里 的 逐 项 积分 合法 ， 考 虑 级 数 (9.8) 的 前 N 项 之 和 fy(z) = 
Dio cnz"， 如果 我 们 能 够 证 明 当 N 一 co 时 fw(z) 一 f(z), 就 证 明了 这 个 结 
R. 
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因为 


(2/Z)" 
1 一 (z/2) 





[1 + (2/2) + (2/Z)? + + (2/2) "|= 





所 以 有 





z N 
ro- In) = sap EE 




















最 后 再 回想 一 下 , 8.3.3 1 (8.5) 告诉 我 们 , 一 个 积分 的 最 大 模 不 会 超过 积分 路 径 的 
长 度 乘 以 被 积 函 数 在 积分 路 径 上 的 最 大 模 . 如 果 用 M 表示 | f(Z)/(Z — z)| FE OE 











的 最 大 值 , 即 有 

















If (2) — fiv(z)| < RM|(z/Z)|*. 





所 以 lim fw(z) = f(z). WE. 





我 们 得 到 的 这 个 级 数 的 收敛 半径 是 多 少 ? 我 们 知道 , 如 果 f 在 C 的 内 部 是 解 
析 的 , 则 级 数 (9.8) 在 此 圆 盘 中 收敛 于 f(z). 这 样 从 图 9-3 上 看 , 可 以 把 C 扩大 到 








































































































图 上 的 虚线 圆周 , 在 那里 , ESE Tf At. 更 一 般 的 情况 是 f 可 以 是 一 


个 多 值 函 数 的 单 值 支 . 我 们 在 第 2 章 中 学 到 过 , 支点 和 奇 点 是 同样 的 障碍 . 这 样 , 收 


























敛 半径 是 展开 式 的 中 心 到 最 近 的 奇 点 或 支点 的 距离 . 





最 后 还 有 一 点 . 我 们 是 选择 了 原点 作为 展开 式 的 中 心 的 , 目的 是 减少 代数 上 的 
麻烦 , 但 是 这 样 的 选择 并 不 影响 一 般 性 . 设 我 们 是 选取 了 a 作为 中 心 , 即 是 说 , 想 把 
f(z) 按 (z-a) Waele. WR f(z) 在 a 点 解析 , 令 z=a+té&, 则 了 F(E)= fla+ E) = 


























f(z) 在 & 平面 的 原点 解析 , 所 以 它 具 有 以 & 平面 的 原点 为 中 心 的 展开 式 ， 








œ p(n) oo pln) (0 
FO Oe > -a 
n=0 n=0 k 








这 个 级 数 的 存在 性 也 可 以 换 一 个 方法 , 通过 推广 以 原点 为 中 心 的 展开 式 的 论证 





























直接 得 出 [练习 ]. 不 论 用 哪 种 方法 , 我 们 都 会 得 到 同样 的 结论 : 








若 f(z) 为 解析 的 , 而 a 既 非 奇 点 又 非 支 点 , 则 f(z) 可 以 表示 为 以 下 
RB, 它 在 这 样 一 个 圆 盘 中 收敛 于 f(z), 其 半径 是 a 到 f(z) 最 近 的 





奇 点 或 支点 的 距离 : 
a gp PA Lf f@) 
fe) = me 关中 en aed Gea 
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93 留 数 计算 
9.3.1 ”以 极点 为 中 心 的 洛 朗 级 数 
设 a 是 解析 函数 f(x) 的 极点 , 即 lim f(z) = oo. 我 们 在 第 7 章 中 是 通过 假设 


泰勒 级 数 的 存在 (现在 已 经 证 明了 ) 来 研究 极点 的 , 而 由 此 发 现 [7.8.2 节 (7.19)] 可 
以 在 a 点 附近 把 f(z) BA 
































1O = A. 
这 里 6(2) E z = a 附近 解析 而 且 gla) £0. 回忆 一 下 , 正 整数 m 称 为 极点 的 “ 阶 ”， 
MEK, 当 > 趋 近 a 时 , f(z) 趋 近 oo 也 越 快 . 

我 们 知道 , %(z) 可 以 展开 为 以 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 : 


















































= (n) 
(z) = d, onle —a)", 其 中 en = $ 








此 , 我 们 得 到 

















若 解析 函数 f(z) 在 a RA m 阶 极点 , 则 在 此 极点 附近 f(z) 具有 以 
下 形式 的 洛 朗 级 数 








at co | C1 eg SE + Cm EY eee 
2) = Gam Goat "e-a ™ +1( ) 十 


回忆 一 下 , 1/(z 一 a) 的 系数 cn 1 BRA f(z) 在 a 点 的 “ 留 数 ”, 记 为 Res[f,al. 
也 请 回忆 一 下 留 数 在 计算 积分 中 的 关键 作用 : r L 是 一 个 简单 环 路 , 包围 a 但 不 
包围 f 的 其 他 奇 点 , 则 




























































































| f(z)dz = 2niRes|f, a]. 
L 
一 般 地 说 , 不 要 求 工 为 简单 环 路 , 而 且 ay 和 aa 等 儿 个 点 都 是 f(z) 的 极点 . 在 
第 8 章 中 讨论 这 个 情况 时 , 未 证 洛 朗 级 数 的 存在 , 正 是 缺失 之 处 . 若 已 证 明 f 在 每 
个 极点 附近 均 有 洛 朗 级 数 , 我 们 也 已 经 证 明了 一 般 留 数 定理 [8.12 17 (8.26)]: 
| f(z)dz = ani X v|L, an|Res[f, an]. (9.9) 
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n 















































9.3.2 ”计算 留 数 的 一 个 公式 


很 容易 找到 在 极点 计算 留 数 的 显 式 公 式 . 再 看 一 下 上 面 对 于 洛 朗 级 数 的 推导 ， 





















































即 知 





ga 


Res[f,a] = cm-_1 = =e 
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因为 9(z) = (z—a)™ f(z), 我 们 得 到 


若 a 为 f(z) 的 m 阶 极点 , 则 
1 Ca aie 
Rela = mn |Z] ESA (9.10) 
从 这 个 一 般 结果 , 可 以 导出 其 他 一 些 在 常见 情况 下 加 速 留 数 计算 的 结果 例如 ， 
假设 f = (P/Q),Q 在 a 点 有 一 个 单 根 , 使 得 /在 a 点 有 一 个 “简单 ”极点 ( 即 一 
阶 极点 ) . 这 时 









































Des) a J Se) en 


这 样 , 若 f(z) = P(z)/Q(z), a 是 Q(z) 的 单 根 , 则 





Res[f(z), a] = P(a)/Q"(a). (9.11) 


例如 , 考虑 f(z) =e? /(z4-1), 它 在 二 1, 二 各 有 简单 极点 . 若 工 为 圆周 |> 一 1| = 
1, WE L 内 部 具有 一 个 极点 z = 1 (9.11) 给 出 












































z > 1 
$ de — 2miRes|f, 1] = ami 3s = aie. 

















ESK, 我 们 可 以 用 柯 西 公式 核算 这 个 结果 . 因为 











(24-1) =(z I(l+2+27+ 2°), 











我 们 可 以 写 出 f(z) = F(z)/(z—-1), 这 里 F(z) Se*7/(1 42422423). 因为 F(z) 在 
L 内 部 是 解析 的 , 所 以 


z F 1 
| 2 d= | AOE 
Ae 1 Len 2 








和 前 面 得 到 的 结果 是 一 样 的 . 
9.3.3 ”对 实 积分 的 应 用 
我 们 在 第 8 章 的 习题 里 已 经 看 到 , 某 些 类 的 实 积分 如 何 用 复 回路 积分 表示 正 
相当 于 计算 留 数 . 按照 (9.9), 计算 留 数 是 一 件 直截了当 的 事情 . 这 样 , 留 数 定理 提 
供 了 计算 实 积分 的 强 有 力 的 方法 . 
从 历史 上 看 , 柯 西 在 计算 原来 无 法 处 理 的 积分 上 取得 的 成 功 , 是 其 发 现 的 力量 
的 第 一 个 切实 的 信号 . 许多 现代 教材 (例如 Marsden [1973]) 仍然 详细 讨论 怎样 把 
留 数 定理 用 于 实 积分 , 继续 来 庆祝 这 个 成 就 . 然而 毫 无 疑问 , 这 项 应 用 已 经 远 不 如 
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过 去 那么 重要 了 . SK, 一 个 物理 学 家 、 工 程 师 或 者 数学 家 , 如 果 遇 到 难 办 的 积分 ， 


不 太 可 能 从 计算 留 数 开始 , 而 更 可 能 去 求助 于 计算 机 . 所 以 , 我 们 只 

















的 例子 , 虽然 在 习题 








PF 还 有 一 些 进 一 步 的 例子 . 























以 第 8 章 的 习题 14 为 例 , 我 们 用 分 项 分 式 计算 了 积分 JES 




















了 用 留 数 再 算 一 次 , 我 们 沿 一 


























半圆 弧 . 把 f(z) BSA f(z) =1/(2 +i- i, 我 们 看 到 唯一 的 奇 点 是 在 z = i 


























个 简单 环 路 L+ J CAR 9-4a) 来 求 f(z a 1/(2? +1) 的 
积分 . 这 里 工 是 实 轴 上 从 -R 到 +R 的 一 段 , 而 J 是 上 半 平 面 | 

















做 几 个 说 明 性 


十 1)-2dz. 为 


-R 回 到 -R 的 






























































处 的 二 阶 极点 . ROPE, 如 果 R > 1 (图 上 就 是 这 样 画 的 ) , 则 (9.10) 给 





| f(z)dz = 2xiRes[f,i] = 2ni 2 
L+J 


it 


Ee, 男 一 方面 ， 














=> 




















bas 


























著名 物理 学 














在 前 面 的 习题 中 已 经 证 


算出 的 任何 积分 , 我 都 能 
一 种 致敬 吧 . 然而 ， 











ie dx Oon 
ce 2 





dz=izd0 
z=e% 
[z+ (1/2)] 
(1/2) 
Al 9-4 
1 Sa 一 2 T 
dz (2 +i2 japan BG Z 
+R dz 
f(z)dz = I> (a? + 1)2 T | f(z)dz. 
明了 当 趋向 无 穷 时 , J 上 的 积分 趋 于 零 . 这 样 














家 费 曼 曾经 有 一 次 和 他 的 同事 们 打赌 "说 :“ 不 管 是 谁 , 用 回路 积 4 

















我 们 可 以 月 











得 费 曼 可 以 时 党 不 
考虑 以 下 初等 














HEIA 
的 结果 


+oo 
Nes 





























用 其 他 方法 算出 来 .” 费 曼 终于 赌 输 了 , 也 算是 对 复 分 析 的 
一 点 小 技巧 检验 一 下 上 述 积分 , 正 是 这 个 小 技巧 使 




















只 分 : 这 就 是 对 一 个 比较 简单 的 积分 应 | 





dx 1 rey] x 
5 a —arctan (=) =-. 
TX 二 a a a/j]_ ~ 4 


@ Feynman [1985’, 第 195 页 ]. 





对 参数 的 求 导 . 
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Dh a = 1 ARA, 即 可 证 实 留 数 的 计算 . 
第 二 个 例子 是 计算 
































把 它 写 成 单位 圆周 C 上 的 回路 积分 , 如 图 9-4b 所 示 . 从 图 上 可 以 看 到 cos9 是 > 与 
(1/z) 的 中 点 , dz 垂直 于 z, 而 长 度 为 d6. 用 公式 来 写 , 就 是 cos9 = $[z+(1/2)],dz = 
izd9. 把 它们 代入 1, WA 






















































































加 (dz/iz) i dz 

=$ [z+ (1/2 /2+a ip i 
因为 被 积 表达 式 的 两 个 极点 p,a 满足 关系 式 pg = 1, lp 十 q| = | — 2a] > 2, 所 以 它们 
必 有 一 个 而 且 只 有 一 个 在 C 内 一 一 事实 上 , 二 者 互 为 几何 倒数 . 于 是 可 得 [练习 ] 



































1 An 2n 
I = 4nRes eeu = a) et es 
9.3.4 用 泰勒 级 数 计算 留 数 
要 想 用 (9.10) 计算 留 数 , 就 需要 先知 道 极 点 的 阶 数 om. 如果 f(z) 是 由 已 知 其 
泰勒 级 数 的 比较 简单 的 函数 造 出 来 的 , OR m 最 快 的 方法 是 用 级 数 做 运算 . 这 个 方 
法 还 可 以 进而 用 来 计算 留 数 本 身 , 常常 比 用 (9.10) 简单 . 稍 举 几 个 例子 就 足以 解释 
























































第 一 个 例子 是 取 f(z) = (sin? z/z5), 它 显 然 在 原点 有 某 种 奇 点 ， 对 于 很 小 的 
z, sinz © z, 所 以 f(z) ~ (1/29), 极点 的 阶 数 m= 3. 在 sinz 的 泰勒 级 数 中 多 取 几 
项 , 就 可 以 在 f(z) 的 洛 表 展开 中 多 得 几 项 , 从 而 可 以 得 到 留 数 : 


ra=% k-24] -4 2? ca (=) | 




















eae 
2 3z 

1 
=> Res[f,0] = —3- 


要 想 领 略 一 下 这 个 方法 的 效率 , 请 换 用 (9.10) 来 验算 一 下 这 个 结果 . 
下 面 这 个 例子 还 有 有 用 的 推论 . S g(z) = (1/2?) cot(rz), 它 显 然 在 原点 有 奇 点 . 
要 求 它 的 阶 数 和 留 数 , 我 们 先 来 求 cot(rz) 的 洛 朗 级 数 . 在 进行 这 项 计算 时 , 重要 的 
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要 记 住 , 我 们 需要 的 并 非 整 个 洛 朗 级 数 . 我 们 需要 的 是 g(z) 的 (1/2) 项 , 而 它 来 
cot(nz) 的 z 项 , 所 以 只 需要 做 到 下 面 几 步 就 行 了 ; 

















+ AD 


















































cone) PE h-E] fae P| 
ep MP |p See] 
ue eee 
if) Se 
TZ 3 


特别 请 注意 , 以 后 会 用 到 Res[cot(xz), 0] = (1/7). 











回 到 原来 的 函数 g, 我 们 发 现 
1 I 
Ka) = Bp t 





所 以 原点 是 三 阶 极点 , 而 且 Res[g,0] = 一 (x/3). 也 请 换 用 (9.10) 验算 . 

对 这 个 例子 继续 看 下 去 . 很 清楚 , g(z) 在 每 一 个 整数 > = n 处 都 有 奇 点 . 为 了 
REI z= n 处 的 留 数 , 我 们 当然 可 以 令 > = ntt, 并 把 9 展 为 的 容 的 洛 朗 级 数 . 但 
是 不 必 这 样 做 . 因为 (1/27) 在 z==n 冯 0 处 并 无 奇 点 , 又 因为 cot[a(n + &)] = cot zé, 
所 以 ， 






























































Res|(1/2°) cot(rz),m] = 


= 1 (an)? 
一 般 说 来 , 如 果 f(z) 是 一 个 在 z = n (整数 ) 处 无 奇 点 的 解析 函数 , 则 有 
Res[ f(z) cot(xz),n| = 1 f(n). (9.12) 





此 式 当 然 也 可 以 用 (9.11) 来 证 明 [练习 ]. 
9.3.5 ”在 级 数 求 和 上 的 应 用 

从 历史 上 看 , 1 十 过 十 过 十 坦 十 … 是 数学 家 们 不 能 用 初等 代数 方法 求 和 的 级 
数 . 在 伯 努 利家 族 的 数学 家 们 试 过 而 且 失 败 了 以 后 , 欧 拉 终于 在 1734 年 "用 一 种 非 
正统 的 论证 破解 了 它 . 他 所 得 到 的 答案 , 和 他 的 方法 一 样 出 人 意料 : 


© 见习 题 13 和 Stillwell [1989, 第 124 页 ]. 
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今天 , 这 类 结果 可 以 系统 地 用 留 数 导出 . 再 来 考虑 上 面 的 函数 ge) = (1/22) 
cot(sz). WN 为 一 个 正 整数 ,8 为 以 原点 为 中 心 、(N+ 1) (41 +i) 为 顶点 的 正方 
形 , 如 图 9-5 所 示 . 把 gle) 在 图 中 所 示 的 5 中 的 奇 点 上 的 留 数 加 起 来 , 就 有 

















eR 


















































一 工 N 
元 f i= kna 2 Baia 2 Rabia 
wo A 
gg aa 


我 们 立刻 就 会 看 到 , 当 N 一 00 IN, 左 方 的 积分 趋 于 零 , 由 此 立即 得 出 欧 拉 的 结果 . 

















图 9-5 





为 了 证 明 g(z) = (1/22) cot(mz) 的 积分 当 5 无 限 膨胀 时 确实 趋 于 零 , 我 们 必须 
证 明 , 被 积 表 达 式 的 大 小 的 衰减 比 5 的 周 长 (8N + 4) 的 增加 更 快 . 先 看 容易 的 部 
分 : |g(2)| = |1/z2||cot(wz)|, EIXE S E |z| > N, HEA 11/22] < (WN2). 

然后 再 看 |cot(nz)| 在 S 边缘 上 的 大 小 , 这 时 ， 






































eitz a eT itz 




















我 们 从 水 平 边 缘 y = 4 (N +5) 开始 . 因为 jeti = eT™w, 不 难看 到 [练习 ] 当 N 
合理 地 大 时 , | cot(rz)| 很 接近 1. 这 样 , 当 N 充分 大 时 可 以 肯定 |cot(rz)| < 2. 
最 后 看 铅 直 边 缘 , 在 那里 有 z= + (N+ 5) 十 iy, 由 此 可 知 [练习 ] 















































1 — e72 


工 十 e 一 2my 


<1. 





jcot(xz)| = | 























现在 对 充分 大 的 NN 我 们 已 经 证 明了 在 S 上 处 处 有 | cot(mz)| < 2, 再 由 8.3.3 
节 (8.5), 即 有 

















< (max |9|)(S 的 周 长 ) < (N+). 





和 vd 





93 留 数 计算 393 





不 等 式 右 边 当 N > co 时 趋 于 零 , 证 毕 . 
一 般 说 来 , 如 果 f(z) 是 一 个 解析 函数 , 而 且 当 |z| 充分 大 时 满足 不 等 式 
(常数 )/|z|2?. 于 是 很 清楚 , 以 上 的 论证 , 完全 适用 于 f(z) cot(rz) 的 积分 , 于 是 有 








= 
A 
XR 
= 
和 人 






































N 一 co 27N1 


= = >》 Res[f( z)cot(mz)] (对 所 有 极点 求 和 ) 


0= lim mad, f(z) cot(az)dz 


= Res[f (z) cot (sz) nj + X` Res[f( z)cot(mz)) OF f(z) 的 极点 求 和 ) 


多 一 一 Oo 


De Hie De Reals Cecil) “ON FG) RRR 
最 后 一 个 等 式 来 自 (9.12). 
这 样 , 我 们 得 到 
若 f(z) 是 一 个 解析 通 数 , 而 且 对 于 充分 大 的 |z| 满足 不 等 式 
IFO < (常数 )/|z|2, 则 








5 f(n) = -x5 Res[f(z)cot(xz)] (对 f(z) 的 极点 求 和 ) . (9.13) 
然 如 果 f(z) 有 一 些 极点 为 整数 , 那么 , 这 些 整 数 n 应 该 从 上 式 左 方 除 去 . 

请 注意 , 正 是 由 H (9.13) 来 计算 uo 1(1/n2) 与 E (1/n4) 
这 样 的 和 , 但 是 , 不 能 用 (9.13) 来 计算 SOP, (1/n3) 这 样 的 和 . 你 可 能 会 问 这 个 级 
数 的 和 是 多 少 ? 答案 是 : 谁 也 不 知道 ! 

作为 (9.13) 的 进一步 的 例证 , 考虑 f(z) = 1/2- w), 其 中 w 是 任意 一 个 〈 非 
实 整数 的 ) 复数 . 从 几何 上 看 , |z 一 w| 是 w 与 z 的 距离 , 所 以 容易 看 到 , |f(z)| 适合 
(9.13) 中 的 要 求 . 因为 f(z) 的 唯一 奇 点 是 z = w 处 的 二 阶 极点 , 所 以 
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z 1 = cot (nz) 
ioe ae ares | eS f 
利用 (9.10) 我 们 得 到 
cot(Tz) T 
Res | oe | = = qu col (az= = Sau 








这 样 , 束 得 到 一 个 引 人 注 目的 结果 : 
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这 个 级 数 最 早 是 欧 拉 在 1748 年 发 现 的 . 这 个 公式 最 引 人 注意 之 处 在 于 , 它 左 
方 函 数 的 周期 性 由 右 方 的 级 数 显 式 地 表示 出 来 . 这 就 是 说 , 如 果 把 w 换 成 w + 1, 
级 数 明 显 地 不 会 改变 . 






































9.4 ”环形 域 中 的 洛 朗 级 数 
9.4.1 一 个 例子 


我 们 看 到 , 洛 朗 级 数 是 泰勒 级 数 的 日 然 推 广 , 即将 展开 式 的 中 心 由 非 奇异 点 变 
为 极点 . 然而 , 绝 不 是 仅 有 这 个 情况 下 我 们 才 需 要 洛 朗 级 数 . 
例如 , 考虑 函数 









































1 
(1 — z)(2— 2)’ 
图 9-6a 上 画 出 了 它 的 单 极点 . 因为 F(z) 在 单位 圆 盘 中 是 解析 的 , 所 以 它 具 有 z 的 
eR IAS RA. 这 件 事 用 分 项 分 式 来 做 , 是 最 容易 不 过 的 了 : 


F(z) = 



























































= 
= 





G-A M-CA] 
=Y” (适用 于 |z| <1) = ; S (z/2)" (适用 于 |z| <2) 





n=0 n=0 
1 3 T : 
= gh get ge tae (适用 于 |z| < 1) . 


(VBE 














在 z = 1 处 有 极点 意味 着 在 单位 圆 租 之 外 FF 不 能 写成 z 的 震级 数 ， 然而 在 
图 9-6b 的 阴影 环形 1 < |z| < 2 中 , 它 可 以 写成 z 的 洛 朗 级 数 : 

1 1 
z[1 — (1/2) 20 — (2/2)] 

















F(z) = 
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9.4.2 


=- ` (1/2) 
n=0 


1 














Co 














n+1 (适用 于 |z| > 1) 一 ; J (z/2)" GEN || <2 


oe I Td 8g 











z3 











Z 2 4 8 


16 








了 
人 2 
洛 朗 定理 

















我 们 刚才 所 看 到 的 只 是 一 个 一 般 现 象 的 表现 . 见 图 9-6b. 
如 果 f(z) 在 一 个 以 a 为 中 心 的 环形 区 域 4 中 解析 , 则 f(z) 在 
4 中 可 以 表示 为 洛 朗 级 数 . FEL, WRK 是 一 个 位 于 4 中 的 简单 
环 路 , 而 且 绕 行 a 一 周 , 则 


这 就 是 洛 朗 定理 .在 证 
。 这 个 结果 的 惊人 之 处 ， 
形 之 中 . 之 所 以 如 此 是 因 





Co 


f(z) = 5 Cn(z—a)", 其 中 a= : $ FZ) dZ (9.14) 


n=— oo 











(适用 于 1< |z| <2). 


在 圆 环 外 的 区 域 |z| > 2 中 , 我 们 会 得 到 [练习 ] 一 个 不 同 的 洛 朗 级 数 : 








-.… 《适用 于 |z| > 2) . 





2m 


明 它 之 前 , 先 对 它 的 意义 做 如 下 说 明 . 



































(2 一 an+l ` 





在 于 洛 朗 级 数 的 存在 性 , 而 不 在 于 它 是 收敛 于 一 个 环 
为 我 们 已 经 知道 (> — a) 的 老 级 数 收敛 于 一 个 以 


a 为 中 心 的 圆 盘 中 , 所 以 1/(z 一 a) 的 暴 级 数 将 收敛 于 一 个 以 a 为 中 心 的 
圆 盘 外 [练习 ]. 既然 一 个 洛 朗 级 数 按 定义 就 是 一 个 (z — a) 的 窘 级 数 和 一 个 











1/(z 一 a) 的 震级 数 之 和 , 它 








自然 是 在 一 个 环形 区 域 中 收 











Be 


我 们 前 面 只 能 在 极点 附近 导出 洛 朗 级 数 的 存在 . 现在 的 结果 有 力 得 多 : 例 


如 在 图 9-6b 的 内 圆 D 中 , 我 们 对 f(z) 没有 任何 假设 , 仍 能 得 +H 
9-6b 内 圆 中 的 问号 就 是 这 个 意思 . 在 实际 运用 时 , 环形 的 外 缘 可 以 向 外 推 到 
























































H (9.14). 图 





REE f(z) 的 奇 点 s 为 止 ; 类 似 地 , 内 边缘 也 可 以 压缩 到 离 a 最 远 而 仍 在 D 





O 我 们 在 前 面 多 次 提 到 可 去 奇 点 , 并 在 7.7.1 节 、7.8.2 节 和 9.1.4 节 的 儿 个 译 者 注 中 讲 到 它 . 可 去 























点 是 一 个 很 有 用 的 概念 , 而 在 有 了 洛 朗 级 数 后 也 是 一 个 很 容易 解释 的 问题 . 














松散 的 线索 连接 起 来 , 并 且 给 出 说 














E 明 , 我 们 现在 也 按 此 精神 , 给 出 可 去 奇 点 
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鉴于 作者 本 章 的 目的 是 把 




















问题 的 一 个 明确 说 明 . 


可 去 奇 点 定理 ik f(z) 在 a 点 附近 , 但 不 包括 a 点 的 区 域 D (例如 0 <|z—al <p, 其 中 
是 一 个 适当 正 数 ) 中 解析 而 且 有 界 . MATRA 


D 中 f(z) = F(z). 











证 明 很 容易 . K 








把 cn (n = —m) 的 公式 中 的 积分 路 径 改 为 加 





为 (9.14) 成 立 , 我 们 现在 证 








HH n <0 RF cen = 0. 












































司 Ce : |z —al = £, 这 是 


Em 为 一 个 正 整 数 ， 而 





(下 转 下 页 脚注 


事实 上 , HE 9-6b, 并 
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一 个 在 区 域 万 :|z 一 al <p FRI F(z), 使 得 在 





E€ 
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。 如果 在 D 中 没有 奇 点 , 则 环形 的 内 边缘 可 以 完全 塌 缩 , 而 圆 环 变 成 











这 


z 是 环形 中 的 一 般 点 , C 和 D 是 道 时 针 方向 的 


时 , (9.14) PARRE. 这 是 因为 , 当 n 为 负 整 数 时 f(z)/(z 一 a)"t! Æ K W 
内 域 解析 , 所 以 cn = 0. 这 样 我 们 又 得 到 泰勒 级 数 的 存在 性 , 它 是 洛 朗 定理 
的 特例 . 

e Ka 为 奇 点 , 且 对 充分 小 的 e, 在 距 a 不 到 s 处 , 没有 其 他 奇 点 . 这 时 就 说 a 
是 f(z) 的 孤立 奇 点 . 对 圆 环 0 < |z al < s 应 用 洛 朗 定理 , 就 看 到 恰好 有 
两 个 基本 不 同 的 可 能 性 : 洛 朗 级 数 的 主 部 〈 即 负 早 部 分 ) 或 者 有 有 限 多 项 ， 
或 者 有 无 限 多 项 . 前 一 种 情况 下 a 点 是 极点 ; 后 一 种 情况 下 , 由 定义 , a 点 是 




































































“本 性 奇 点 ”. 在 7.8.2 节 中 , 我 们 给 出 了 一 个 经 典 的 例子 
1 1 1 
1/z _ | | | | 
oo Swe Iz 2lz2 3lz3 | 











总 结 起 来 我 们 有 : 





解析 函数 的 孤立 奇 点 , 或 为 极点 , 或 为 本 性 奇 点 . 





现在 来 证 明 (9.14). 为 计算 简单 计 , 我 们 








只 处 理 a = 0 的 情况 , 见 图 9-7a. 这 里 
周 , 而 z 在 它们 之 间 , £ 则 是 完全 




















S| 




















位 于 环 内 的 绕 z 的 简单 环 路 . 











(上 接 上 页 脚注 ) 
为 一 个 正 数 . 由 柯 西 定理 或 形变 定理 ,这样 做 都 是 合理 的 .但 是 这 样 一 来 , cn = Com 就 有 了 两 个 
AT: 一 个 仍 是 (9.14), 由 它 易 见 cn = com 与 e 无关; 另 一 个 , 则 把 积分 路 径 换 成 了 Ce 而 有 
Com = 3g fo. (- a) flz)dz. 注意 到 m —1 > 0, 利用 8.3.3 节 不 等 式 (8.5) 易 证 ，( 这 里 用 
到 f(z) 的 有 界 性 ) 当 < 一 0 时 cn = c_m 也 趋 于 零 , 所 以 cn = c_m = 0. 证 毕 . 























































































































这 里 的 F(z) 是 f(z) 的 解析 延 拓 . 本 来 f(z) 在 a 点 没有 定义 而 a 可 能 是 奇 点 . 现在 用 F(a 
作为 f(a) 的 补充 定义 以 后 , a 就 不 会 再 是 奇 点 了 . 9.1.4 节 中 说 Falz) 在 z= a 处 为 解析 , 原因 即 



































在 这 里 . 可 去 奇 点 一 词 , 也 就 由 此 而 来 . 读者 可 能 感觉 这 就 是 微 积分 中 定 未 定式 的 洛 比 达 法 则 . 其 实 
不 全 一 样 . 在 微 积分 中 , 定 未 定式 以 后 , 一 般 只 能 得 到 适当 可 微 的 函数 , 现在 得 到 的 是 解析 函数 . 
~ Feet 
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先 由 柯 西 公式 得 
_ 1 Paces, Laf A) 1 f(W) 
f) = 35 7 Vo oe f age ora 2 we 








其 中 第 二 个 等 式 来 自 以 下 事实 ; £ 可 以 在 环 内 形变 为 (C) + (—D), 如 图 9.7b 所 示 . 
下 一 步 我 们 把 上 式 重 写 为 

1 [ fW) 1 

a | "2+ mf, i a |e” 


这 样 做 的 意义 在 于 |(z/2) < 1, |(W/2)| < 1, 所 以 右 方 的 两 个 被 积 函数 都 可 以 像 
图 9-6a 那样 展开 为 几何 级 数 ， 
再 回 到 泰勒 级 数 (9.8) 的 推导 , C 上 的 积分 可 以 写 为 
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Co 


= 7 k E Z = anid. ponte) 


用 基本 上 同样 的 推理 [练习 ], 也 可 论证 , 对 D 上 的 积分 可 以 逐 项 积分 : 


mh o oal E arm] G) 


IPP UE T Y DHZ Z 




















ds dè d 
本 











地 


的 存在 性 , 这 里 








_ wat W'-lf(W)dW 而 c= ai? HZ) az, 


Qui D 


























最 后 , 注意 到 以 下 两 点 就 可 以 把 结果 写 得 更 干净 . 首先 , 由 8.6.3 节 的 形变 定理 ， 
我 们 可 以 让 C 压缩 而 D 膨胀 , 直到 二 者 重合 为 同一 个 圆周 , 而 定义 dm, en INARA 
之 值 不 变 . 事实 上 我 们 还 可 以 把 C, D 都 换 成 同一 个 含 于 圆 环 之 内 并 绕 行 一 周 的 任 
意 的 简单 环 路 K. 其 次 , 把 m 写成 m= 一 n, 则 定义 2” 的 系数 don 的 积分 之 被 积 
RUA W-"1f(W) = fA(W)/W™t! 而 与 cn 的 被 积 函数 形状 一 样 . 这 样 , 洛 半 
级 数 就 得 到 了 紧凑 的 形式 (9.14): 
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< ii 1 F(Z) 
id= 2 a” 其 maf, gr 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 
下 面 是 译 者 增加 的 一 个 补充 , 介绍 一 个 在 理论 上 和 应 用 上 都 非常 重要 的 定理 ， 


























即 关于 一 致 收 人 的 解析 函数 序列 的 殊 包 












































一 致 收敛 的 解析 函数 序列 {fl (z)} + F 


(2), X 


eee 
极限 函数 也 在 1 中 解析 , 这 个 序列 








EF: 如 果 在 开 区 域 Q 中 有 一 个 


可 以 逐 项 求 导 , 而 且 在 每 一 个 位 于 OAM RE K F, 导 函 数 序列 仍然 一 致 收敛 到 


极限 函数 的 导 函 数 ,{ 记 (2]} 一 P(e). 5.5.2 4 
为 由 2.3.3 节 定 理 





敛 圆 内 的 部 分 和 序列 , 因 
可 以 逐 项 求 导 . 这 个 定理 的 订 
可 . 所 以 也 补充 在 这 里 .” 

















1. 阁 C 为 单位 贺 





Jal, 证 








明 
2n 


dt 


E 明 和 上 面 几 个 定型 











Ph 把 这 个 定理 
(2.12) 〈 阿 贝尔 




















用 于 一 个 震级 数 在 其 收 
的 定理 ) 知 , NRRL 























HRX 


似 , 只 要 利用 柯 西 积分 公式 即 





idz 
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公式 证 明 , 车 0<a<1, 则 






































四 





1 十 a2 一 2acost 


=$, (z 一 


dt 


)(az— 1)’ 
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2m 





F 
0 























1 +a? -— 2a cost 


~ 1=a? 








































































































2. & f(z) AVA K : |z- al] = p 的 内 部 为 解析 函数 , M 为 |f(z)| 在 K 上 的 最 大 值 . 
(i) FA (9.6) 证 明 
` IM 
FO @| < ==. 

Q@ 为 简单 计 , 设 Q 的 边界 是 一 个 光滑 的 闭环 路 过, f(z) 和 f(z) E LUR 中 都 是 解析 的 . 做 这 样 的 
假设 , 是 为 了 避免 积分 等 运算 会 发 生 困难 . 由 于 我 们 假设 了 天 是 开 区 域 2 的 紧 子 集 , 所 以 由 K 的 
任意 点 到 工 的 任意 点 的 距离 必定 大 于 某 个 正 数 p. 这 样 

1 n — Jm 
fala) — fmla) = ; $ fn(z) — f (2) a, 
mi J z—a 
又 因 |z 一 a| > p > 0, 由 此 不 难 证 明 {fr(a)} 对 于 a c K 一 致 收敛 . 类 似 于 此 , 由 于 
/ = Ol fn(z) 
fala) = Oni 六 人 ) 
依照 上 面 的 做 法 , 立即 得 到 逐 项 求 导 的 结论 . 更 详细 的 证 明 请 参看 阿尔 福 斯 《 复 分 析 》 中 译本 第 175 








页 定理 1. 一 一 译 者 注 































































































9.5 3 AL 399 

(ii) 设 对 一 切 > 均 有 | f(z)| M, 这 里 M 是 一 个 常数 . 在 上 面 的 不 等 式 中 令 n = 1, 重新 
导出 刘 维 尔 定理 (7.6.2 节 ). 

(ii) 设 对 一 切 z, WH f < Miz", HA n 是 某 正 整数 , 证 明 f(z) 三 0, 








而 了 是 一 个 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 . 
3. (i) WEHE C 是 绕 原点 的 任意 简单 环 路 , 则 




















(ii) 取 C 为 单位 圆周 , 导出 


2n a 
<4". 

















关于 复 分 析 对 涉及 二 项 系数 的 其 他 有 趣 的 应 用 , 请 参看 Bak and Newman [1982, 第 














11 章 ]. 
4. 勒 让 德 " 多 项 式 Pr(z) 定义 为 


1 d” 2 n 
= a 


这 些 多 项 式 在 许多 物理 问题 中 是 很 重要 的 , 包括 对 氧 原子 的 量子 描述 . 
(i) 计算 Py(z) 和 Po(z), 解释 为 什么 Ph 的 次 数 为 n. 
(ii) 用 (9.6) 证 明 


Pn(z) 
























































1 (Z? 1) 
P,(z) = dZ, 
(i $ (Z — z) +! 





其 中 K 是 按 逆 时 针 方 向 绕 z 的 任意 简单 环 路 . 
(iii) MK 为 以 z 为 中 心 、 以 V-I 为 半径 的 




















baa 











(iv) 验证 这 个 公式 对 已 (z) 和 Po(z) 给 出 在 (i) 中 得 到 的 相同 结果 . 
5. 4 C 为 单位 圆周 , 证 明 


2x n2 ; 2 2 
| sin” 0 do = x) i (z — 1) dz- T. 
0 5— 4cos0 4 Jo z2(z— 2)(2z — 1) 4 

















6. & f(z) 为 一 解析 函数 , 在 实 轴 上 没有 极点 , 而 且 对 于 充分 大 的 |z| 满足 不 等 式 
|f(z)| < (常数 )/|z|*. 在 图 9-4a 的 回路 (D+ J) 上 对 f(z)e* 积 分 , 由 此 导出 
































十 ce 


ie f(x) cos ada + i| f(x) sinadax = 2ni S Res[f (2)e"*], 


一 co 

















@ Adrien-Marie Legendre, 1752—1833, 法 国 数学 家 . 译 者 注 














400 


第 9 章 柯 西 公式 及 其 应 用 





. 继续 上 题 , 考虑 图 9-8 的 模 形 区 域 


























这 里 是 对 上 半 平 面 的 极点 求 和 . [提示 : 先 证 明 若 y > 0 则 |e*| < 1] 
上 题 求解 以 下 各 题 , 其 中 设 a > 0. 
(i) 证 明 



































gz = —e 


i cos x TU. ca 
2 Qe : 
-œ % +a a 


to sing 
—— dz. 
I (x? + a?)? 




















. 令 F(z) =1/ +2"), RP n Aa 











上 用 (9.11) 证 明 , 47 p 是 Fna 的 极点 , 则 Res[Fx,p] = — (p/n). 
(ii) 利用 (i) 证 明 Fa 在 上 半 平 面 的 留 数 之 和 是 一 个 几何 级 数 , 其 和 为 1/[i nsin(x/n)]. 
(iii) 把 留 数 定理 用 于 图 9-4a 所 示 的 (L+ J), 并 导出 


”dz I 
| 1 二 2zn nsin(x/n) 

















































































































(iv) 虽然 以 上 推导 在 n 为 奇数 时 无 效 , [为 什么 ?] 用 计算 机 验证 (9.15) 仍然 成 立 . 



















































































(i) 利用 留 数 定理 证 明 : 如 果 n = 2,3,4,… 而 R>1( 见 图 ), 则 


d 2r ; 
f z 2m iam, 
K 














1+ 2” n 








lim f cae [1 — ae | dy ; 
R—o00 开工 十 2 0 1l+a” 


(iii) 由 此 导出 , (9.15) 其 实 对 于 奇数 n 和 对 于 偶数 n 同样 成 立 . 
























































利用 (9.13) 证 明 E (1/n*) = (24/90). 


























证 明 : 若 f(z) 为 解析 函数 而 且 对 充分 大 的 |z| 满足 |f(z)| < (常数 )/|z|” 则 


do (-D"F(n) = -n> Res[/(z) csc(mz)]， 


n=—oco 
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13. 








右 方 是 对 f(z) 的 极点 求 和 . FERS AH MIAH 






































! 解 , 若 f(z) 有 些 极点 恰 为 整数 n, 则 相 












































应 的 Fin) 应 从 左 方 除去 . 
利用 上 题 的 结果 , 来 做 以 下 各 题 . 
(i) 证 明 
1 l f 1 1 | Si n? 
4 9 16. 12° 
(ii) 求 下 面 的 级 数 之 和 : 
z T ! l +o E 
2 5 10 17 | (+H 
(i) 证 明 
x< 1 cot (mz) 
2 2n? z i 
(ii) 证 明 上 面 的 等 式 可 以 重 写 为 
> 2z 
cot z | 3 a 
(iii) 证 明 上 式 又 可 重 写 为 
es <d 
q isin z/z)| = 5 T In(z? — n?n?) 
































(iv) 将 上 式 沿 着 














连接 0 到 z 但 是 避 开 所 有 整数 的 路 径 积 分 ， 
































于 对 两 边 应 用 指数 函数 , 导出 

















: z? 2? z? 
snz=2(1 =) (1 sa) (1 Bi) 





[提示 : 记 住 lim (sin z/z) = 1.] 
这 个 著名 的 公式 归功 于 欧 拉 , 他 利 


第 124 页 ]. 


























此 式 求 出 了 DL (1/n?). 


JL Stillwell [1989, 


第 10 章 ”向量 场 : 物理 学 与 拓扑 学 


10.1.1 ” 复 函 数 作 为 向 量 场 


迄今 我 们 在 全 书 中 都 依赖 于 单一 的 手段 把 复 函 数 可 视 化 , 就 是 把 它 看 作 一 个 复 
平面 的 点 到 另 一 个 复 平面 的 点 的 映射 . 这 个 观念 已 经 证 明 是 极为 有 力 的 , 因为 用 了 
它 即 知 , 复 导 数 不 会 比 局 部 伸 扭 更 复杂 . 但 是 , 尽管 它 有 种 种 好 处 , 我 们 在 本 章 却 要 
放弃 映射 范式 , 引入 一 个 全 新 的 概念 代替 它 , 从 而 在 这 门 学 科 中 注入 许 许多 多 新 的 
洞察 , 揭示 它 与 物理 学 的 惊人 联系 . 

复 函 数 f(z) 的 新 图 像 只 需要 一 个 复 平面 和 前 面 一 样 , 把 变量 > 看 成 此 平面 
的 一 个 点 , 但 是 现在 出 现 了 新 观念 : f(z) 之 值 被 画 成 由 z 点 发 出 的 向 量 . 这 样 得 到 
的 在 每 一 个 点 上 附加 一 个 向 量 的 图 像 , 就 称 为 f 的 向 量 场 (也 就 是 说 , 向 量 场 就 是 
把 向 量 f(z) 的 起 点 放 在 z 处 .) 图 10-1a 和 图 10-1b 分 别 画 出 了 函数 z? 和 (1/z) 的 
向 量 场 . 在 往 下 读 之 前 , 请 仔细 研究 这 两 个 图 , 使 得 自己 对 其 正确 性 深信 不 疑 . 再 
自己 画 一 些 z 的 另外 的 寡 的 向 量 场 , 并 与 计算 机 画 的 精确 的 向 量 场 相 比较 . 也 请 用 
计算 机 来 检验 一 下 ez,Inz 和 sinz 的 向 量 场 . 
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图 10-1 








向 量 场 的 概念 可 以 补救 映射 观点 的 一 个 明显 的 缺陷 . 虽然 我 们 可 以 从 特定 形 
的 图 像 知 道 许多 有 关上 映射 的 信息 , 但 是 对 其 总 体 的 形态 , 却 得 不 到 一 个 感觉 . 但 
如 果 用 了 眼睛 扫 视 一 个 复 函 数 的 向 量 场 ， 我 们 确实 可 以 得 到 这 样 一 TA, 很 像 扫 
一 个 实 函 数 的 图 像 就 可 以 总 揽 其 性 态 一 样 . 
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一 个 复 映 射 可 以 决定 一 个 向 量 场 , 一 个 向 量 场 也 决定 一 个 复 映 射 一 一 这 两 个 
概念 是 等 价 的 . 更 明确 地 说 , 已 知 一 个 由 > 发 出 的 ( 即 以 z 为 起 点 的 ) 向 量 Vy 可 
以 对 它 做 平移 , 把 起 点 搬 到 原点 , 则 其 终点 就 定义 了 z WR f(z). 
作为 例子 , 考虑 图 10-2a 和 图 10-2b. WR z 位 于 以 原点 0 为 中 心 、 以 7 为 半 
径 的 圆周 上 , 则 图 10-2a 的 向 量 场 是 径 向 的 , 其 长 为 (r/2); 图 10-2b 的 向 量 场 长 度 
相同 , 但 是 方向 不 同 , 是 切 向 的 . 可 以 看 出 , 如 果 看 作 映 射 ， 新 者 对 应 于 复 平 按 因 
T (1/2) BEAK, 后 者 则 对 应 于 同样 的 膨胀 , 但 之 后 (或 之 前 ) 旋转 了 (0/2). 
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图 10-2 











如 果 图 10-2a 的 向 量 是 指向 内 的 , 相应 的 映射 是 什么 ? 
10.1.2 ”物理 向 量 场 


因为 范围 极其 广泛 的 物理 现象 的 最 自然 描述 方法 是 描述 为 向 量 场 , 这 个 新 的 把 
复 映 射 看 作 癌 量 场 的 方法 , 显然 应 该 有 很 大 的 应 用 价值 . 
作为 一 个 例子 , 考虑 在 你 身边 额 动 跳跃 着 的 电磁 扰动 的 极为 复杂 的 阵列 . 把 这 
本 书 的 字迹 投射 到 你 的 视网膜 上 的 可 见 光 , 同时 播送 到 你 家 里 的 那么 多 电视 和 广播 
节目 这 些 只 是 一 小 部 分 . 但 是 , 值得 注意 的 是 , 这 一 大 堆 信号 , 其 实 可 以 用 两 
个 向 量 场 完 全 地 描述 ! 在 每 个 时 刻 t, 从 空间 的 每 一 点 , 都 在 发 送 着 两 个 向 量 场 , 即 
电场 向 量 Elp, t) 和 磁场 向 量 B(p, t), 这 两 个 向 量 场 就 给 出 了 电 酸 饭 的 完整 描述 . 
如 果 我 们 想 用 复 映 射 来 描述 这 些 物理 向 量 场 , 马上 就 会 出 现 两 个 问题 . 电视 机 
是 固定 在 空间 中 的 (例如 放 在 家 里 ) , 而 它 随时 都 通过 监视 这 个 位 置 的 随时 间 变 动 
着 的 电磁 向 量 场 来 生成 画面 . 但 是 , 一 个 复 映射 却 是 与 时 间 无 关 的 , 它 不 论 何 时 对 
于 z 点 都 指定 一 个 复数 f(z). 这 是 问题 之 一 . 所 以 , 如 果 我 们 不 打算 从 
根本 上 改变 关于 复 映射 的 观念 , 就 只 外 T 述 不 随时 间 变 化 的 物理 向 量 
场 . 我 们 将 称 这 种 向量 ; 场 为 定常 向 量 场 

ME, 定常 向 量 场 在 物理 上 既 常 见 , 又 重要 . 例如 , 行星 轨道 总 是 不 会 改变 , 反 
映 了 太阳 的 引力 场 不 随时 间 变 化 . 事实 上 , 牛顿 告诉 我 们 , 作用 在 位 于 空间 中 p 点 
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的 具有 单位 质量 
点 



































间 的 向 量 就 得 到 


个 定常 向 量 场 . 






































指向 太阳 的 中 心 c KEN M/[cp]?, 3&5 

















的 质点 上 与 时 间 无 关 的 力 可 以 用 一 个 向 量 来 表示 , 此 向 量 发 自 p 
E M 正比 于 太阳 的 质量 . m dt ae eS 








以 上 电磁 场 和 引力 场 的 例子 又 表明 了 第 二 个 问题 : 这 两 个 场 均 存在 于 三 维 空 


























取 两 根 
两 点 接触 . 几乎 立刻 六 
i. 见 图 10-3. 
示 , 其 方向 即 电流 方向 , 长 度 等 于 
函数 V (2) 来 表示 . 














的 流动 可 月 








在 图 10-3 上 画 的 并 不 是 真实 的 向 
称 为 向 量 场 的 相 图 , vis 
图 10-3 所 示例 子 的 流 线 其 实 是 连接 

















的 许多 向 量 场 , 有 
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间 HEG 而 复 乎 四 只 适 



































于 二 维 向 量 场 . 这 个 问题 无 法 下 
象 中 又 一 次 有 一 种 很 重要 的 类 型 , 它们 内 也 
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FLA 


个 特殊 的 画 相 图 
































述 . 我 们 先 从 一 片 导电 材料 板 上 的 电 的 流动 开始 . 
电线 , 把 它们 的 一 端 连接 在 电池 上 , 男 一 端 则 分 别 与 一 片 铜板 上 的 A B 
会 有 一 个 定常 的 电流 分 布 在 板 上 , 从 一 个 电极 流向 另 一 个 电 
E 把 板 上 > 点 处 流动 的 电流 用 








EME. 把 这 个 铜板 看 作 复 平面 C 的 一 部 分 , 电 





具有 二 维 本 质 , 所 以 可 以 用 复 平面 来 





避 , 但 是 笠 运 的 是 , 在 物理 现 























个 与 时 间 无 关 的 向 量 来 表 









































量 场 , 而 是 电流 流动 的 路 径 . 这 样 一 个 图 
实际 发 生 在 一 些 有 向 曲线 上 , 称 为 其 积分 曲线 或 流 线 . 如 
AS FAAS AL SM. 我 们 马上 就 来 给 出 证 明 . 





























相 图 很 容易 为 人 们 可 视 化 地 接受 , 所 以 是 表示 向 量 场 的 常用 方法 .由 定义 , 向 
量 场 处 处 切 于 流 线 , 所 以 从 相 
一 定 不 能 包含 有 关 向 量 长 度 的 信息 . 一 般 说 来 


图 上 很 容易 找到 其 方向 . 














男 一 方面 , 看 起 来 似乎 相 图 























, 这 是 对 的 , 但 是 对 于 物理 学 中 出 现 



































的 方法 , 使 得 流 的 强度 表现 在 流 线 拥 挤 的 程度 

















E: 流 线 越 靠近 , 流 的 强度 就 越 大 . ”我 们 以 后 还 会 详细 解释 这 个 思想 , 但 现在 就 应 
提 一 下 , 图 10-3 就 是 按 这 个 特殊 方法 画 的 . 例如 当 我 们 靠近 连接 电极 的 线段 时 , 就 








© 法 拉 第 (Michael Faraday, 1791—1867, 英 























后 来 使 这 个 思想 数学 上 精确 化 了 , 而 且 彻底 





来 研究 














已 和 磁 . 





译 者 注 ) 












































国 物 
岂 使 用 了 它 . (其 实 ， 


里 学 家 ) 是 第 一 个 这 样 考虑 向 量 场 的 人 ,麦克斯韦 


















































克 斯 韦 一 开始 仍然 用 流体 的 模型 














看 到 流 线 更 加 密集 , 说 明 电流 更 强 . © 
10.1.3 AMAIA 


同一 个 向 量 场 或 相 图 可 以 表示 很 不 相同 的 物理 现象 . 例如 , 重新 考虑 图 10-3 里 
的 铜板 , 并 且 想 象 把 它 夹 在 两 层 不 导热 的 材料 中 间 . 除去 电极 , 不 再 从 4 点 向 它 以 
定 笛 的 速率 输入 电流 , 而 是 以 定常 的 速率 输入 热量 . 类 似 地 , 我 们 以 同样 的 定常 速 
率 从 B 点 把 热 吸 走 . 不 一 会 儿 , 就 会 在 铜板 上 建立 起 热 由 4 流 到 B 的 定常 的 状 
aS. 在 此 定常 状态 中 , 我 们 也 可 以 对 每 一 点 指定 一 个 向 量 , 其 方向 即 热 的 流动 方向 ， 
其 长 度 则 是 热流 的 强度 . 

值得 注意 的 是 , 在 这 个 定常 态 中 , 管辖 热 的 性 态 的 物理 法 则 和 原来 描述 电流 的 
物理 法 则 是 一 样 的 , 所 以 电流 的 相 图 10-3 也 束 是 新 的 热流 的 相 图 . 
这 里 图 10-3 还 有 男 一 个 解释 . 为 了 理解 真实 的 流体 (例如 水 ) 的 流 , 考虑 一 种 
理想 流体 是 很 有 帮助 的 , 这 种 理想 流体 有 以 下 性 质 : 它 是 无 摩擦 的 , 不 可 压缩 的 , 还 
是 “无 旋 的 ”. 最 后 这 个 名 词 的 精确 意义 , 我 们 马上 就 来 解释 . 设想 有 很 薄 一 层 这 样 
的 理想 流体 , 夹 在 两 片 水 平板 之 间 , 在 其 中 的 一 片 板 上 , 在 4、B 两 点 各 开 一 个 小 
FL. 如 果 用 很 细 的 管子 把 这 两 个 小 孔 与 一 个 水 泵 接 通 , 使 得 在 同一 段 时 间 里 , 流 进 
多 少 流体 也 就 流出 多 少 流体 , 则 在 这 一 层 流体 中 , 就 会 形成 一 个 定常 的 流 , 于 是 在 
每 一 点 可 以 画 出 速度 向 量 . 这 个 向 量 场 的 相 图 又 一 次 仍 由 图 10-3 给 出 ! 
虽然 图 10-3 的 这 三 个 解释 肯定 有 重要 的 区 别 , 但 是 我 们 仍然 把 它们 归 为 一 类 ， 
因为 它们 讲 的 都 是 什么 东西 的 流 . 不 论 是 电 , 是 热 , 还 是 流体 , 这 个 向 量 场 总 可 以 看 
成 什么 流动 的 “东西 ”的 速度 向 量 场 , 流 线 就 是 这 个 东西 流动 的 路 径 . 

力 场 则 是 物理 上 很 不 相同 的 男 一 类 场 . 例如 , 我 们 虽然 在 前 面 讨论 过 太阳 的 引 
力 场 怎样 可 以 表示 为 一 向 量 场 , 但 这 时 在 空间 的 某 点 的 向 量 并 不 是 某 种 流动 的 东西 
的 速度 , 而 是 放 在 该 点 处 的 单位 质量 所 受 的 力 . 在 力 场 的 背景 下 , 积分 曲线 称 为 力 
线 而 不 是 流 线 . 这 里 力 线 是 从 太阳 中 心 发 出 的 (说 成 指向 太阳 中 心 更 好 ) . 虽然 这 
个 力 场 是 三 维 的 , 但 太阳 的 球 对 称 性 "意味 着 , 在 经 过 太阳 中 心 的 所 有 平面 上 , 力 场 
都 是 一 样 的 . 所 以 仍 可 以 用 一 个 复 函 数 完整 描述 . 

虽然 没有 什么 东西 实 实在 在 地 沿 着 力 线 流动 , 我 们 仍然 可 以 换 用 流 的 观点 , 假 
装 是 有 什么 东西 在 流动 , 从 而 把 力 场 也 解释 为 某 种 流动 的 东西 的 速度 场 . 这 不 是 狂 
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A, 而 是 有 一 个 值得 注意 的 事实 , 就 是 对 于 最 重要 最 常见 的 力 场 (例如 引力 场 和 静 
B) , 这 个 流动 的 虚拟 东西 的 行为 与 前 面 讨论 的 理想 流体 完全 一 样 . 
为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 转 到 静电 场 中 的 一 个 例子 . 在 空 的 空间 中 放 两 根 很 长 的 




























































































© 法 拉 第 和 麦克 斯 韦 常用 2r 条 均匀 分 布 的 电力 线 来 表示 均匀 的 平面 静电 场 三 维 空间 则 用 4r 
条 原因 就 在 此 . 本 书 下 面 常 说 到 Qu 条 流 线 , 也 是 为 此 . 一 一 译 者 注 


© 这 也 是 一 种 理想 化 , 太阳 和 地 球 一 样 , 在 两 极 比较 扁平 . 
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(其 至 说 是 长 度 无 穷 的 ) 平行 导线 , 其 上 《每 个 单位 长 度 上 ) 都 有 大 小 相等 但 方向 
相反 的 电荷 . 放置 在 空间 每 一 点 的 单位 电荷 都 会 受到 一 个 力 , 用 向 量 来 表示 这 个 力 ， 
于 是 〈 按 定义 ) 得 到 一 个 向 量 场 , 即 电场 E, 在 每 一 个 垂直 于 这 两 根 导线 的 平面 上 ， 
可 以 证 明 相 图 是 一 样 的 . 图 10-3 就 是 取 了 这 样 一 个 平面 , 4、B 是 导线 穿 过 平面 的 
点 , 力 场 的 相 图 和 前 面 讲 的 理想 流体 的 相 图 是 一 样 的 . 


10.1.4 ” 源 和 汇 


为 了 对 图 10-3 做 定量 分 析 , 我 们 引入 (三 维 的 ) 源 和 汇 的 概念 . 用 上 面 的 理想 
流体 的 语言 来 说 , 强度 为 S 的 源 就 是 这 样 一 个 点 , 我 们 通过 它 , 每 单位 时 间 注 入 5 
单位 的 流体 . 图 10-4a 画 出 了 原点 处 孤立 的 源 的 对 称 速度 向 量 场 . 

























































































































































































、C ‘ 7 
Wea 
VALS 0 
lA 7 TT \ 、 
图 
在 一 般 的 流 中 给 出 一 个 eta 曲线 , 每 个 单位 时 间 通过 它 的 流体 总 量 
称 为 流量 ( 通 量 ) RHE, 穿 过 一 个 微小 的 曲线 元 素 的 流量 等 于 此 元 素 的 长 度 乘 




















以 速度 在 垂直 方向 的 分 量 . 穿 过 此 曲线 的 总 流量 就 是 这 些 流量 元 素 乙 和 《【〈 积 
分 ). 回 到 图 10-4a 的 特例 , 不 可 压缩 性 的 假设 指出 , 穿 过 任意 的 包围 原点 的 简单 环 
路 的 流量 必定 就 是 在 0 点 输入 的 流体 总 量 5. 因为 这 个 流 垂直 于 以 0 为 中 心 、r 为 
半径 的 圆周 C, 我 们 导出 



























































2ar|V| = 
写 出 z = rel, 我 们 就 得 到 这 个 源 的 向 量 场 是 


go S fe S (1 
v=ive"= = (5) =2(Z). 
我 们 不 加 证 明 地 指出 , 若 一 条 很 长 的 直线 导线 上 , ABA BE ADT IV 


S, 则 在 任意 的 垂直 于 此 导线 的 平面 上 的 静电 场 也 是 这 个 向 量 场 .| 图 10-3 的 源 位 于 
A 反而 非 原点 , 所 以 它 的 向 量 场 由 下 式 描 述 : 


alaj = E (= l 

















































































































10.2 环绕 数 与 向 量 场 * 407 











汇 可 以 想象 为 具有 负 强 度 的 源 : 它 就 是 把 流体 输出 而 不 是 输入 的 地 方 . 在 每 个 
打算 用 图 10-3 来 描述 的 流 的 实验 中 , 在 B 处 的 汇 都 与 在 4 处 的 源 强 度 相 同 , 所 以 


其 向 量 场 是 


现在 我 们 知道 了 图 10-3 中 的 源 和 汇 单独 存在 时 的 向量 场 Va(z) 和 Val), 若 
二 者 同时 存在 , 流 又 当 如 何 ? [附带 说 一 下 , 强度 相同 的 源 与 汇 的 组 合 , 称 为 一 个 偶 
AF?) 如 果 我 们 换 用 通过 4、B 两 点 的 很 长 的 平行 荷 电导 线 这 个 静电 问题 来 解 
说 , 答案 可 能 更 清楚 . z 点 处 的 单位 电筒 受到 A 的 排斥 , 排斥 力 为 Vale), 又 受到 B 
的 吸引 , 吸引 力 是 Vole). 所 以 偶 极 子 作 用 于 此 电荷 的 总 力 D(z) 就 是 这 两 个 单独 的 
力 的 向 量 和 : 


















































































































































D(z) = Ve(2) + Ve(z) = a (= =) = 之 (10.1) 








我 们 现在 还 要 用 几何 方法 指出 , Æ p 点 ( 即 z 点 ) 总 力 的 方向 , 如 图 10-3 所 示 ， 
WF A, p, B 的 圆周 . 考虑 图 10-4b, 很 容易 看 到 [练习 ], 当 且 仅 当 标 有 记号 。 与 
© 的 两 角 相等 时 , D 切 于 这 个 圆周 , 所 以 我 们 就 来 证 明 这 两 个 角 确 实 相 等 . 如 图 所 
示 , fi ApB 与 角 pst 很 明显 是 相等 的 . 但 是 我 们 又 有 

ts |Ve| _ Bp 
ps |Və] Ap 


所 以 两 个 阴影 三 角形 相似 , 从 而 有 。 = ©. 证 毕 . 
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10.2 ”环绕 数 与 向 量 场 * 


10.2.1 ” 奇 点 的 指 关 


我 们 现在 限于 讨论 除了 有 限 多 个 点 以 外 , 处 处 有 适当 定义 而 且 方 向 连续 变化 的 
向 量 场 . 而 在 这 有 限 多 个 点 上 , 疝 量 场 或 者 为 零 或 者 为 无 穷 , 这 种 点 称 为 向 量 场 的 
奇 点 ”. 很 容易 在 相 图 中 找到 这 些 点 , 它们 常 是 不 同 流 线 的 交点 . 图 10-5 上 画 出 了 
某 些 简单 类 型 奇 点 附近 的 相 图 , 注 明 了 这 些 类 型 的 名 称 及 其 “指数 ” 此 词 的 
意义 我 们 马上 来 讲 . 



















































































© 英文 是 dipole 或 者 doublet, 意思 都 一 样 , 所 以 下 面 只 用 偶 极 子 一 词 . 译 者 注 
© 也 称 为 临界 点 , 而 此 词 己 有 其 他 意义 .在 一 般 关 于 向 量 场 的 奇 点 的 文献 中 , 奇 点 并 不 指向 量 失去 了 
光滑 性 的 地 方 , 例如 某 个 分 量 成 为 无 穷 的 点 . 奇 点 专 指向 量 的 方向 无 法 定义 之 点 , 本 书 做 此 改变 可 能 
是 为 了 把 解析 函数 的 极点 也 纳入 讨论 . 因为 所 谓 极点 无 非 是 使 向 量 各 个 分 量 之 值 落 到 了 黎 曼 球面 北 
极 上 , 这 时 方向 也 无 法 定义 . 这 个 变化 , 虽然 对 本 书 的 讨论 有 利 , 却 不 常见 . 一 一 译 者 注 ) 
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图 10-6 是 图 10-5 的 左上 角 的 简单 交叉 点 (通称 鞍点 ) 的 放大 图 , 在 此 图 中 . 我 
们 环绕 奇 点 s 画 了 一 个 简单 环 路 Ts 以 及 其 上 几 个 点 处 的 向 量 V. 因为 不 经 过 
任意 奇 点 , 所 以 其 上 所 有 的 V 的 方向 都 是 完全 确定 而 且 连 续 的 . 这 样 我 们 就 能 计 
算 当 > BET. 运行 时 V(z) 旋转 的 总 圈 数 . 我 们 称 此 数 为 环 路 工 , 相对 于 向 量 场 V 
的 指数 , 并 且 记 作 AT). 如 果 已 经 明白 所 讲 的 V 是 哪 一 个 向 量 场 , 就 可 以 把 记 
号 简化 为 IE] 例如 , 在 图 10-6 PRIA IP.) = -1. 注意 , RIIE T. EHH 
了 向 量 V 只 是 为 了 更 容易 计算 指数 值 . 事实 上 , 因为 只 需要 向 量 的 方向 , 有 相 图 也 
就 够 了 . 




































































































































































图 10-5 
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如 果 我 们 让 T, 连续 形变 而 不 经 过 s (或 任意 其 他 奇 点 ) , 则 AP.) 之 值 将 连 
续 变 化 , 而 因为 它 是 整数 , 所 以 它 就 只 能 保持 不 变 . 这 样 , 我 们 可 以 无 歧义 地 定义 奇 
点 s 的 指数 即 为 绕 s 一 次 , 但 不 绕 其 他 奇 点 时 环 路 的 指数 . 如 果 我 们 使 用 记号 随便 
一 点 , 就 记 它 为 A(s) 也 不 会 引起 误会 . 把 这 个 定义 用 于 你 自选 的 环 路 , 请 自行 验 
下 图 10-5 中 给 出 的 A 值 . 
在 往 下 读 之 前 , 我 们 先 注意 指数 的 3 个 性 质 . 

(i) 没有 什么 妨碍 我 们 把 指数 概念 用 于 非 奇 点 , 但 这 时 指数 必定 为 零 . 选 
择 工 。 为 很 小 的 环 路 , s 不 是 奇 点 就 蕴涵 了 , AT, LAV AK 
上 指向 同一 方向 , 所 以 f(s) = 0. 

(ii) 如 果 当 我 们 沿 一 段 曲 线 运行 时 V 经 历 了 一 定 的 旋转 , 则 (V) 也 将 
经 历 同样 的 旋转 . 这 样 , 当 我 们 在 每 个 相 图 上 站 倒 流 的 方向 时 , 指数 
不 变 . 例如 源 和 汇 应 有 同样 的 指数 : F = 1. 

(iii) 正如 指数 对 于 工 。 的 准确 形状 不 敏感 一 样 . 它 对 流 线 的 准确 形状 也 不 敏 
感 ， 假设 把 图 10-6 画 在 橡皮 薄膜 上 ,逐渐 拉 它 ， 将 会 生成 新 的 扭曲 了 
的 相 图 . 在 工 。 的 每 一 点 上 ， 六 的 方向 都 会 经 历 一 个 连续 变化 ， 所 以 在 
绕 工 时 , 它 的 旋转 的 总 圈 数 也 只 能 连续 变化 . 所 以 指数 必定 保持 不 变 . 
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IEE, “SRBC NTS OSE SEBS AAR, 但 是 , 具体 联系 如 
何 ? 如 果 我 们 把 向 量 场 V(z) 看 成 一 个 映射 , 即 是 映 T。 上 的 向 量 的 起 点 到 其 终点 
的 映射 , 这 些 终点 就 构成 一 个 新 的 环 路 V(T,), 稍 想 一 想 就 知道 『。 的 指数 就 是 象 
环 路 的 环绕 数 的 新 解释 : 






































IT] = v[V(P,), 0]. (10.2) 


7.4.2 节 中 介绍 的 拓扑 重 数 的 概念 就 知道 , 点 s 的 指数 A (s) 就 是 v(s) 作为 0 的 
原 象 的 拓扑 重 数 . 特别 地 , 若 Y 是 解析 的 , 则 有 









































FJ (nv 阶 的 根 ) =n, (m 阶 极点 ) = —m. 


请 以 图 10-1 为 例 来 检验 此 式 . 
如 果 以 前 没有 做 过 , 现在 就 请 用 计算 机 画 几 个 简单 的 多 项 式 与 有 理 函 数 的 向 量 
场 . 请 注意 , 根 和 极点 是 怎样 生动 地 表现 出 来 的 , 正如 实 函 数 图 像 中 根 表现 为 图 像 
与 x 轴 的 相交 , 极点 表现 为 图 像 具 有 铅 直 渐 近 线 一 样 生 动 . 还 请 注意 , 在 向 量 场 中 
多 么 容易 通过 拉 长 镜头 来 求 出 它们 的 精确 位 置 . 
FKE, 向 量 场 比 通常 的 函数 图 像 还 要 更 加 生动 ,下面 的 例子 就 说 明了 这 一 点 . 
做 函数 

















































































































































































































x —1)? x —1)4 
Ba) = AIRES = 
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的 图 像 , 其 结果 定性 地 是 相同 的 : 在 x = 1 附近 , 都 有 点 像 抛 物 线 ; 在 渐 近 线 x = —2 
的 两 侧 , 都 各 有 一 支 趋向 其 上 下 相反 的 两 端 ; 当 |z| 很 大 时 , 看 来 都 有 点 像 (1/z). 

现在 把 x 换 成 z 并 用 计算 机 画 出 相应 的 向 量 场 . 差别 确实 惊人 ! 如 果 我 们 沿 
一 个 小 环 路 绕 z = 1 一 图 ,FF 将 依 正 问 绕 两 整 圈 , 而 G 则 会 绕 4 圈 ; 对 > = -2 这 
样 做 , F 将 绕 负 3 E, 但 G 则 绕 负 7 圈 ; 沿 一 个 很 大 的 以 原点 为 中 心 的 圆周 , 会 
绕 负 1 bal, 而 G 则 绕 负 3 圈 . 
再 回来 讨论 (10.2) 的 一 般 意义 , 考虑 环 路 工 的 通常 的 环绕 数 v[L,0]. 现在 可 以 
把 它 看 作 工 关于 恒 等 映 射 的 向 量 场 的 指数 ; 

























































































































































































v[L, 0] = %[L). 








图 10-7 画 出 了 结果 : ZL) =1. L SEMA a 的 环绕 数 类 似 地 也 就 是 它 对 向 量 场 
(z 一 a) 的 指数 : 





vL, dj = Pia) [L]. 





10.2.2 ” 庞 加 莱 怎 样 看 指数 
图 10-8a E, 画 了 一 个 环 路 工 以 及 其 上 的 一 个 向 量 场 V. 让 我 们 用 这 个 简单 


例子 (显然 有 AIL = 1) 来 解释 在 比较 复杂 情况 下 求 指数 的 〈 庞 加 莱 的 ) 方法 . 
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考虑 LEV 取 一 个 任意 选 定 的 方向 的 地 方 (在 本 例 中 , BN a,b,c 诸 点 ) . 在 这 
些 点 中 , 有 一 些 是 使 得 z 经 过 它 时 V(z) 向 正 向 旋转 的 , 其 数 为 P, 另 一 些 点 则 使 得 
V(z) 向 反 向 旋转 , 其 数 为 N. 即使 在 比较 复杂 的 情况 下 , PON 也 会 比较 容易 求 
出 . 我 们 现在 可 以 得 出 指数 是 二 者 之 差 : 
































HL=P-N. (10.3) 











在 我 们 的 情况 下 已 = 2, 因为 在 a,c 两 点 V(z) 做 正 向 旋转 , 而 N = 1, 因为 在 b 处 
V(z) 做 反 向 旋转 . 这 样 AL = 1, 而 且 事 实 就 是 如 此 . 请 就 图 10-5 各 例 检 验 一 下 
这 个 公式 . 

昌 然 , 说 (10.3) 成 立 在 直觉 水 平 上 大 概 没 有 问题 , 但 从 7.1.3 节 计 算 环绕 数 的 
“穿越 法 则 ” (7.1) 来 导出 它 , 仍然 是 有 启发 的 . 

10-8b mH THE V 看 作 映 射 时 工 的 象 V(L). [检验 一 下 , 它 确实 是 象 ] 使 
用 这 种 语言 , 所 求 的 指数 正 是 v[V(L), 0]. 由 0 画 出 原来 选 定 的 方向 的 射线 , 并 且 让 
q 《从 远 处 ) 沿 此 射线 走向 0. 在 此 行程 中 , g 将 在 V(c),V(b) M Vla) F VL). 在 
向 量 场 的 图 像 图 10-8a F, V Æ c 处 做 正 向 旋转 , 蕴涵 了 , (在 图 10-8b 中 ) 从 g 看 
K, SEE V(c) 点 第 一 次 穿 过 V(L) IN, V(L) 是 由 左 向 右 . RZ, V(L) E V(b) 处 
的 反 向 旋转 , 蕴涵 了 , “4 q 靠近 V(b) IN, V(L) 在 此 处 是 由 右 向 左 . 但 是 我 们 在 7.1.3 
节 中 论证 过 , v[V(L),0] 正 是 V(L) OM q 接近 V(L) 时 来 看 ) 由 左 到 右 的 点 数 减 去 
右 到 左 的 点 数 . 这 正 是 “穿越 法 则 ”的 内 容 . 证 毕 . 
10.2.3 ”指数 定理 


在 确立 了 指数 与 环绕 数 的 联系 后 , 拓扑 辐 角 原理 就 可 以 用 向 量 场 的 语言 重新 解 
释 如 下 : 简单 环 路 的 指数 就 是 它 所 包围 的 奇 点 的 指数 之 和 . 我 们 现在 可 以 用 一 个 比 
第 7 章 更 加 干净 的 论证 把 这 个 定理 推广 到 多 连通 区 域 . 回想 一 下 , 多 连通 区 域 就 是 
有 洞 的 区 域 , 如 图 10-9 所 示 , 在 那里 有 两 个 洞 . 
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图 中 的 有 阴影 的 区 域 由 位 于 C 之 内 而 在 By, Bz 之 外 的 点 构成 . 一 般 情况 下 ， 
可 能 有 很 多 个 洞 , 例如 9 个 , 而 边缘 曲线 By, Bo,… , B 有 逆 时 针 方 向 . 图 上 标明 在 
此 区 域 中 我 们 有 一 个 向 量 场 , 令 si, s2,… ,sn 为 区 域内 的 奇 点 . 在 我 们 的 情况 下 ， 
BAAD: si 是 一 个 偶 极 子 , s 是 一 个 鞍点 . 辐 角 原理 的 推广 就 是 
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此 式 称 为 指数 定理 . 
请 用 (10.3) 来 验证 一 下 , 在 我 们 的 例子 中 , [C] = 2,.4[Bi] = 0, |B] = 1, 
所 以 (10.3) 的 左 方 等 于 1, 右 方 为 











IBRET) + IGRA) =2+(-1)=1, 














这 就 验证 了 本 定理 在 此 例 中 的 预测 . 
为 了 理解 这 个 结果 , 考虑 图 10-10, 其 中 用 虚线 把 此 区 域 分 成 若干 个 曲 边 多 边 
E, 每 一 个 至 多 含有 一 个 奇 点 , 边缘 K 取 逆 时 针 方向 . 若 把 所 有 K; 的 指数 加 起 来 ， 
就 得 到 指数 定理 的 右 方 . 因为 , WR K; 不 包围 奇 点 , 则 其 指数 为 零 , 若 其 内 有 一 个 
奇 点 , 则 K; 的 指数 〈 按 定义 ) 就 是 它 所 围 的 奇 点 的 指数 . 
另 一 方面 , 要 决定 单个 K; 的 指数 , 就 要 研究 当 > 点 走 过 Ky 的 各 边 时 疝 量 
场 旋 转 多 少 , 然后 把 这 些 净 旋转 角 加 起 来 , 看 总 的 圈 数 是 多 少 而 定 ， 但 是 当 我 们 
把 这 些 指数 加 起 来 的 时 候 , K; 的 每 一 段 内 边缘 〈 即 图 上 用 虚线 画 出 的 部 分 ) 都 走 
了 两 遍 , 而 且 两 次 的 方向 相反 , 所 以 旋转 角 抵 消 ， 各 K; 的 余下 的 边 共同 组 成 C 
以 及 -Bi, 一 Bs 等 ， 把 这 些 旋转 角 加 起 来 《再 除 以 2x) 就 给 出 指数 定理 的 左 方 . 


证 毕 
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10.3.1 


一 个 癌 量 场 在 各 点 都 切 了 


Se a 


庞 加 莱 - 霍 
WR S 是 





空间 


10.3 


A 








闭 曲 面 上 的 流 * 


定理 的 陈述 
的 一 个 “光滑 ” 曲面， 





ES 











S 是 有 意义 的 ." 














场 描绘 为 流体 在 S 上 形成 的 速度 场 . 


10-11 在 球面 画 出 了 两 个 这 样 的 流 的 流 线 . 它们 每 





10-11a 有 两 个 涡 旋 ， 








有 奇 点 的 向 量 场 . 


一 , 我 们 


曲面 上 的 奇 点 的 指数 应 该 如 何 给 以 准确 
个 整数 存在 , 而 且 其 
































这 是 一 个 极为 漂亮 的 结 
现在 就 来 简 述 其 陈述 


而 图 10-11b 则 有 一 个 介 


hn 指 在 其 每 一 点 上 都 有 切 平面 , 这 样 , 说 
观 地 说 , 我 们 可 以 形象 


一 个 向 量 





也 把 





个 都 有 自己 的 奇 点 : 图 



































A GR 








以 我 们 现在 暂时 先 认可 有 这 样 


数 一 样 . 这 样 , 如 果 我 们 把 图 10-11a 的 所 有 指数 加 起 来 , 就 有 


若 对 图 10-11b 做 同样 的 














BIRT. FKE, 


维 ” 球 面 上 , 找 不 到 没 
为 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 ) 的 推论 之 





























的 定义 , 并 不 是 马上 就 能 看 清楚 的 , 所 





面 上 可 以 类 比 的 奇 点 指 








其 值 和 平面 

















E 














I (IHE) + IORI) =1+1=2. 


== 


=f 

















, 则 有 
FI (I) = 2. 
















































































可 以 拿 一 个 橘子 , 在 上 面 任意 画 流 线 , 然后 把 它 的 所 有 奇 点 的 指数 加 起 来 .结果 一 定 
仍然 是 2! 这 是 巧合 吗 ? 

@ 光滑 不 仅 是 指 有 切 平面 存在 , 而 且 要 求 切 平面 的 方向 在 一 定 程度 上 是 连续 可 微 的 . 可 微 的 程度 , 各 书 
讲法 不 一 最 方便 的 是 设 为 C 的 , 就 是 需要 微分 多 少 次 都 是 可 以 的 . 如 果 没 有 这 个 条 件 ， 下 面 许多 
论证 都 会 出 毛病 . 本 书 的 特点 是 不 去 涉及 这 类 问题 . 这 里 我 专门 做 了 提示 , 是 为 了 读者 在 进一步 研究 
时 的 方便 . 一 一 译 者 注 

D 以 致 任意 偶数 维 球面 一 一 译 者 注 
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数学 里 没有 巧合 ! 在 球面 情况 下 , 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 指出 , 如 果 把 球面 上 任意 





向 量 场 的 指数 加 起 来 , 结果 一 定 得 到 2. 其 实 , 它 讲 的 是 , 对 于 人 
的 曲面 都 会 得 到 这 个 答案 . 所 谓 拓扑 上 为 一 球面 , 就 是 说 此 
且 双 方 连续 的 变换 变 为 一 个 球面 . 如 果 设 想 球面 是 橡皮 薄膜 
1 面 就 是 拓扑 上 为 一 球面 的 





破 地 从 它 变 出 来 的 



































都 是 这 种 拓扑 球面 的 例子 





球面 是 空间 球体 的 表面 , 别 的 封闭 
的 表面 称 为 一 个 环 面 ”( 见 图 








F 意 拓扑 上 为 一 球面 

















HE Ay LA 























1 面 . 图 


























图 





10-12 











BAY, 通过 拉 人 
10-12a 上 夯 的 杏子 和 酒杯 





用 一 个 可 逆 而 
但 不 拉 


















































1 面 可 以 是 别 的 空间 物体 的 表面 . 例如 轮胎 

















轮胎 是 拓扑 上 相同 的 曲面 . 但 是 似乎 同样 清楚 的 是 , 不 管 怎样 把 它们 拉 伸 扭曲 〈 但 


ÆDE) , 它们 也 不 能 变 成 球面 . 所 以 图 10-12a 和 图 10-12b 上 的 曲面 是 拓扑 








上 不 同类 型 的 曲面 . 图 




































































10-12b 的 上 图 ), 很 清楚 , 它 下 面 那个 沙滩 玩具 














越 多 的 洞 , 就 会 不 断 地 把 这 个 清单 继续 下 去 . 
我 们 不 去 讲 证 明 这 些 事情 所 需 的 拓扑 思想 ”， 
拓扑 上 不 同类 别 的 封闭 曲面 , 可 以 纯粹 以 洞 的 数目 为 基 而 











晶 是 再 一 次 清楚 不 过 的 是 , 这 些 
来 分 类 . 这 个 数目 称 为 曲 





SFA 











10-12: 显然 又 是 第 三 种 拓扑 上 不 同 的 类 型 . 这 样 加 上 越 来 





























面 的 亏 格 . 图 10-12 上 各 个 曲面 边 上 注 明 的 9 就 是 该 曲面 的 亏 格 . 现在 我 们 可 以 把 
一 般 结 果 陈 述 如 下 : 
在 亏 格 为 g 的 封闭 曲面 上 , 任意 向 量 场 只 要 奇 点 的 数目 有 限 , 则 (10.4) 


它们 的 指数 之 和 必 为 (2 -2g). 
这 就 是 著名 的 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 , 其 中 出 现 的 常数 x = (2 2g) 称 为 此 曲面 





D 许多 文献 喜欢 称 之 为 doughnut 的 表面 . doughnut 是 一 种 外 











圈 ” 之 类 , 中 国 





























© 见 本 章 末 尾 的 进一步 阅读 的 材料 . 











读者 未 必 习 惯 . 所 以 这 里 直接 说 是 轮胎 , 反而 一 说 就 复 了 . 一 一 译 者 注 





国 零食 , 许多 文献 常 译 为 “ 油 炸 甜 面 
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的 欧 拉 示 性 数 ”. 这 个 概念 在 许多 地 方 枝 繁 叶 茂 , 结 出 了 许多 重要 的 拓扑 硕果 . 所 以 
H x 来 对 曲面 分 类 , 比 用 9 分 类 更 为 自然 , 图 10-12 上 我 们 对 各 个 曲面 都 注 明 了 其 






































(10.4) 的 一 个 直接 推论 就 是 , 没有 奇 点 的 向 量 场 上 只 能 存在 于 具有 零 欧 拉 示 性 数 
的 曲面 上 , 就 是 拓扑 轮胎 上 ”. 甚至 , 这 个 定理 也 没有 保证 这 样 的 向 量 场 存在 , 而 只 

















是 说 , 如 果 有 奇 点 存在 , 则 它们 的 指数 必 互 相抵 消 ， 然 而, 可 以 看 出 , 在 轮胎 上 , 这 





种 无 奇 点 的 向 量 场 确实 是 存在 的 . 





10.3.2 ”定义 曲面 上 的 指数 





为 了 对 图 10-11 的 各 个 曲面 的 每 个 奇 点 给 出 指数 的 准确 定义 , 我 们 大 概 会 在 






























































面 上 做 一 个 包围 奇 点 的 环 路 , 然后 去 找 一 个 向 量 场 绕 此 环 路 运行 时 的 总 旋转 角度 . 














但 是 , 相对 于 什么 来 计算 旋转 角度 ? 














为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 重新 来 检查 一 下 我 们 熟悉 的 平面 上 的 旋转 . 图 10-13a 











表明 , 在 平面 上 V(z) 治 工 的 旋转 , 可 以 看 作 相对 于 具有 水 平流 线 的 基准 向 量 场 ( 比 








如 U(z) = 1) 发 生 的 . 如 果 我 们 定义 U M V 之 间 的 夹 角 为 
示 此 角 沿 DL 的 净 变 化 , 则 我 们 关于 指数 的 老 定 义 就 是 
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HD = =-61(ZUV). 


























如 果 我 们 让 图 10-13a OU 的 水 平流 线 连续 地 形变 成 为 














我 介 
化 ) 就 知道 (10.5) 的 右 方 是 不 会 变化 的 . 这 样 我 们 就 得 知 , 有 
KL 上 和 工 内 均 无 奇 点 的 向 量 场 , (10.5) 仍然 是 正确 答案 . 


ro 





































































































的 
是 曲面 S 上 的 向 量 场 Y 的 奇 点 , 我 们 定义 其 指数 如 下 : 取 
而 


现在 假设 图 10-13b 是 画 在 一 张 橡 皮膜 上 的 . 如 果 把 它 连 续 地 拉 成 图 10-13c 那 
曲面, 则 不 但 (10.5) 的 右 方 仍然 有 意义 , 而 且 其 值 也 不 会 变化 . 总 结 起 来 , F s 














LUV, 用 六 (LUTV) 表 


(10.5) 


图 10-13b 中 的 流 线 , 用 


用 惯 了 的 论证 方法 ( 即 一 个 量 既 只 能 取 整 数值 , 又 只 能 连续 变化 , 则 它 不 会 变 











使 把 U 改 成 任意 的 在 














S 的 一 小 片 , BE itt 
























































数 , 即 当 我 们 绕 工 时 , V 相对 于 U 的 净 旋 转 . 














D 取 这 个 名 称 可 以 说 是 为 了 纪念 欧 拉 , 因为 他 发 现 了 这 个 概念 的 最 常见 








且 其 内 再 无 其 他 奇 点 , 再 做 一 个 绕 s 的 简单 环 路 L, 最 后 应 用 (10.5) 来 定义 指 








的 原型 : 关于 多 面体 的 欧 拉 公 














HV -— E+ F = 2. 这 个 公式 的 种 种 推广 和 各 方面 的 联系 , 极 大 地 打 





























了 我 们 的 眼界 . 一 一 译 者 注 





© 所 以 在 球面 上 不 会 有 . 因为 如 果 没 有 奇 点 , 其 指数 和 必 为 0, 而 不 可 能 是 现在 的 X=2 一 2x0=2， 





























(对 于 球面 , 亏 格 g = 0.) 这 个 定理 称 为 hairy ball 定理 , 见 第 7 章 习 题 15 的 脚注 . 一 一 译 者 注 
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图 10-13 


10.3.3 ” 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 的 解释 

现在 我 们 可 以 给 定理 (10.4) 一 个 非常 漂亮 的 证 明 . 这 个 证 明 是 霍 普 夫 本 人 的 ， 
JL Hopf [1956]. 论证 分 成 两 步 : 第 一 步 证 明 , 在 亏 格 已 知 的 曲面 上 , 所 有 向 量 场 的 
指数 和 都 是 相同 的 ; 第 二 步 , 再 找 一 个 具体 的 向 量 场 之 例 , 证 明 这 个 和 就 是 欧 拉 示 
性 数 . 于 是 定理 得 证 . 


















































设 V,W 是 一 个 给 定 的 封闭 曲面 上 的 两 个 向 量 场 . 
见 图 10-14. # v; Æ V 上 的 奇 点 〈 标 记 为 。) , 而 wj 
是 W 上 的 奇 点 (标记 为 ©), 我们 需要 证 明 


X Aalu] = >》 Awiw]. 


与 我 们 对 图 10-10 的 处 理 方法 很 类 似 ，( 用 虚线 ) 把 S 
分 成 者 干 ie Oe, 使 得 每 一 个 曲 边 多 边 形 至 多 含 

一 个 v; 和 一 

vy eee 其 边缘 Kj, 并 在 其 上 
规定 方向 , WRM 5 外 面 (注意 , 5 是 一 个 封闭 曲面 , 因此 把 空间 分 成 内 外 两 部 分 ) 
看 , K; 的 方向 是 逆 时 针 方向 , 就 说 这 个 方向 是 正 向 . ATOR V AW He K; 的 指数 ， 
在 此 多 边 形 上 做 任意 的 非 奇异 的 向 量 场 U 并 应 用 (10.5). FÆ, V AW OK; 的 
指数 之 差 为 


Ivy [Ki 一 -Yi = 

















































































































[or (LUV) ~ ôx, (LUW)] = 5-bx,(ZWV), 





很 明显 , 它 与 作为 基准 的 局 部 向量 场 U 无 关 . 
由 此 我 们 导出 
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这 是 因为 曲 边 多 边 形 的 每 一 个 边 都 按 ] 





场 无 关 . 


>》 Aal- >> Aww] =X (WK IwlEK)) 





Kj 


d 
On 





意向 量 场 , 指数 和 也 为 2. 一 般 证 明 的 第 二 步 ， 





一 个 


列子 , 使 得 指数 和 为 x = (2-29). 图 











X ôk, (LWV) =0. 
K; 


J 








E 反 两 个 方向 各 走 了 一 次 , 因而 造成 了 LWV 
大 小 相同 , 符号 相反 的 变化 . ”我们 这 样 完 成 了 证 明 的 第 一 步 : 证 明 指数 之 和 与 向 量 

















10-11a 的 例子 中 , 指数 和 为 2, 我 们 现在 知道 了 对 于 拓扑 球面 上 的 任 


也 就 是 在 任意 亏 格 g 的 曲面 中 找到 














10-15 就 是 g = 3 时 的 例子 , 对 于 更 大 亏 


格 的 曲面 , 找 一 个 这 样 的 曲面 也 是 显然 的 . 现在 我 们 设想 , 把 糖浆 从 这 个 曲面 的 项 


























上 往 下 倒 , 它 就 会 慢 慢 地 往 下 流 , 从 底部 流出 去 , 而 成 为 曲面 上 的 一 个 流 (也 就 是 一 


个 向 量 场 ) . 这 个 图 就 解释 了 , 指数 之 和 为 x.” 


n 

















里 还 请 注意 ， 














这 里 实际 上 用 到 ] 























这 
的 
这 
FE 


4 曲面 《但 是 洞 的 
个 结论 的 准确 提 法 
释 , 而 不 说 是 证 明 








图 10-15 
一 步 阅 读 的 材料 . 这 些 拓扑 思想 , 再 加 





S 是 封闭 的 , 它 自己 没有 边缘 , 所 以 我 们 只 需 考 虑 多 边 形 Ky 的 各 边 即 可 . 








上 后 两 章 的 一 些 思想 , 打开 了 通 疝 

















一 一 译 者 注 

















微分 拓扑 的 一 个 基本 结果 , 即 “任意 ”二 维 曲 面 都 在 拓扑 上 与 一 个 图 10-15 那样 
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， 即 亏 格 是 任意 整数 g) 等 价 














以 及 证 明 绝 非 易 事 . 所 以 作者 很 细心 地 说 这 个 小 节 只 是 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 的 解 























. 做 这 样 的 曲面 , 如 作者 所 说 “是 显然 的 ”, 但 是 


























-H 


兴趣 的 读者 , 可 以 去 阅读 微分 





拓扑 学 的 专著 . 译 者 注 
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个 重要 分 文 黎 曼 曲面 的 大 门 . 特别 是 , 我 们 希望 你 在 阅读 克 莱 因 的 重要 著作 Klein 
[1881] 时 , 会 容易 一 些 , 这 一 著作 支持 了 黎 曼 原来 的 用 空间 曲面 上 流体 的 流动 的 途 
径 来 研究 多 值 函数 . 也 请 参看 Springer [1957, 第 1 章 ], CREA LAR T SEAN 
专著 , 但 加 上 了 一 些 有 益 的 附加 评论 . 对 于 黎 曼 曲面 比较 抽象 比较 现代 的 介绍 , 可 
见 Jones and Singerman [1987]. 最 后 , 更 多 地 讲 拓扑 学 本 身 , 我 们 推荐 Hopf [1956], 
Prasolov [1995], Stillwell [1980, 1989], 特别 是 , Fulton [1995].° 




































































































































































10.4 J 题 


























1. 用 代数 和 几何 两 种 方法 证 明 向 量 场 z? 的 流 线 是 在 原点 切 于 实 轴 的 
于 向 量 场 1/ 有 此 事 也 成 立 . 

2. 用 计算 机 画 出 1/(zsin? z) 的 向 量 场 . 利用 图 形 来 决定 各 个 极点 的 位 置 与 
3. 用 计算 机 画 出 














周 . 解释 为 什么 对 


En 















































Ss 
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ce 






























































P(z) = 2? + (-1 + 5i)2? + (-9 — 2i)z + (1 — 7i) 

的 向 量 场 . 利用 此 图 形 做 P(z) 的 因 式 分 解 , 再 把 这 些 因 式 的 括号 乘 开 来 验证 结果 . 
4. 设 向 量 场 V 的 流 线 中 有 一 个 简单 闭环 路 L. 解释 为 什么 OL 一 定 会 包围 V 的 奇 点 . 
5. 求 出 图 10-16 所 示 的 3 个 奇 点 的 指数 . 


SZ 
Zan 


6. 请 注意 , 本 章 所 研究 的 各 个 奇 点 的 邻 域 , 都 是 由 图 10-17 画 出 的 3 类 扇形 构成 的 , 各 称 
为 椭圆 的 、 抛 物 的 和 双 曲 的 . 用 e、p 和 h 来 记 围 绕 一 个 奇 点 的 3 种 类 型 的 扇形 的 个 数 . 








































































































图 10-16 




































































@ 我 愿 向 希望 多 知道 一 些 拓 扑 学 的 读者 , 推荐 W. G. Chinn and N. E. Steenrod, First Concepts of 
Topology, (The Math. Assoc. of America 1966) 一 书 . 中 译本 , FETT, 江 泽 涵 译 , 《拓扑 学 的 
要 概念 》, 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1984. Steenrod 是 拓扑 学 大 师 , 他 写 这 本 书 (以 及 此 书 所 属 的 一 套 
丛书 ) 的 目的 是 向 “广大 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 ”介绍 拓扑 学 是 什么 . 特别 是 , 作者 们 的 取材 
与 本 书 很 相近 , 这 样 , 读者 更 容易 看 到 在 复 分 析 中 介绍 拓扑 学 的 这 些 内 容 是 多 么 自然 , 也 更 容易 理解 
本 书 的 许多 拓扑 概念 的 本 质 . 译 者 注 





































































































题 419 





(i) 验证 上 题 的 









































椭圆 的 抛物 的 双 曲 的 
图 10-17 
3 个 奇 点 的 指数 可 以 用 本 迪克 孙 ” 定理 正确 而 轻松 地 预测 如 下 : 


$=145(e-h). 


(ii) 解释 这 个 公式 . 


7. 已 给 一 个 定义 在 


一 个 向 量 场 W, 如 图 10-18 所 示 . 如 果 Ay [C] =n, kK Ww 














圆周 C 上 的 向 量 场 V, 在 C 上 男 做 



































































































































































































































































































































































































































译 者 注 





Zw ([C}. [此 题 取 自 Prasolov [1995, 第 6 章 ], 答案 也 可 
在 此 书 中 找到 .] 

8. Æ f,g 是 球面 S 到 其 自身 的 连续 的 一 对 一 映射 , 则 其 
复合 fog 也 是 . 现在 来 证 明 fig 和 fog 中 , EVA 图 10-18 
一 个 有 不 动 点 . 我 们 用 反 证 法 证 明 如 下 . 

(i) 证 明 车 此 结果 不 真 , 则 对 S 上 任 一 点 p, f(p) 与 [fo9](p) 必 为 不 同 点 . 
(i) 这 时 可 以 导出 , S 上 有 唯一 的 有 向 圆周 CL, 并 按 指定 的 顺序 通过 p、f(p) 和 [fo g](p) 
= 8 
(iii) 设 有 质点 以 单位 速度 沿 Cp 运动 , S V(p) 为 它 过 p 点 时 的 速度 向 量 . 因为 p 是 任 
意 的 , V 就 是 9 上 的 向 量 场 . 
(iv) 求助 于 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 , 得 出 想 求 的 矛盾 . 
9. 继续 上 题 , 像 下 面 这 样 来 应 用 这 个 结果 . 
(i) 令 g= 了 ,导出 fof 必 有 不 动 点 . 
(ii) $ g 为 对 径 映 射 , 证 明 : 或 者 f 有 不 动 点 , 或 者 f 把 某 点 映 为 其 对 径 点 . 

10. 在 封闭 光滑 曲面 S E, 任 取 一 组 点 si, s2,:… , sn， 请 试 着 以 水 果 或 者 蔬菜 的 表面 为 例 ， 
研究 以 下 的 说 法 : 在 S 上 存在 一 个 流 , 以 si, s2,… ,sn 为 其 仅 有 的 奇 点 , 而 且 其 奇异 性 
的 性 态 ( 偶 极 子 、 涡 旋 等 ) , 除了 一 个 点 外 均 可 任意 地 确定 . 

11. 设想 单位 球面 S 分 成 为 五 个 多 边 形 , 其 边缘 为 “球面 上 的 直线 ”, 即 大 圆 . S EMV Æ 
这 样 分 割 所 得 的 边缘 与 顶点 的 数目 . 

(i) AA, 表示 单位 球面 上 的 n 边 形 , 用 6.2.1 节 的 (6.9) 证 明 
A(Pn) = [nr 的 顶 角 之 和 ] — (n 一 2). 
[提示 : 把 的 各 个 顶点 与 一 个 内 点 连接 起 来 , 把 Fn 分 解 为 n 个 三 角形 .] 

© Ivar Bendixson, 1861—1935, 瑞典 数学 家 . 
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(ii) 对 所 有 多 边 形 求 和 , 证 明 

















F-E+V=2. 
[这 是 勒 让 德 1794 年 的 论证 , 结论 本 身 是 下 题 结果 的 特例 .] 

12. $ 5 是 一 个 亏 格 为 g 的 封闭 的 光滑 曲面 , 于 是 其 欧 拉 示 性 数 是 x(5) = 2-29. All 

图 10-14 一 样 , 把 S 分 成 F 个 多 边 形 , 其 边缘 与 项 点 的 总 数 分 别 为 婧 和 V. 

(i) 在 橘子 表面 上 画 一 个 图 , 使 你 通过 作 图 确信 可 以 在 整个 曲面 上 得 到 一 个 流 , 而 其 奇 
点 仅 是 : (1) 在 下 个 多 边 形 的 每 一 个 中 都 有 一 个 源 ; (2) 在 巨 条 边缘 的 每 一 条 上 , 都 
有 一 个 简单 鞍点 ; (3) V 个 顶点 都 是 汇 . 
(ii) 对 于 一 般 曲 面 5 上 的 这 种 流 , 应 用 庞 加 莱 - 霍 普 夫 定理 ,导出 以 下 的 值得 注意 的 结 


果 欧 拉 公式 : 











































































































F-E+V= x(S). 
(iii) 对 你 在 (i) 中 的 例子 以 及 轮胎 曲面 验证 (ii) 中 的 结果 


13. 图 10-19 画 出 了 从 一 点 p 向 光滑 曲面 8 所 做 的 法 线 . 令 R(q) 记 由 p 到 5 中 的 点 gq 的 
距离 . 我 们 称 点 g 为 RE 的 一 个 临界 点 , WRA g 在 S 内 运动 时 , R 的 变化 率 为 零 . 我 们 
不 需要 指定 4 在 哪个 方向 运动 , 因为 我 们 假设 了 5 在 g 点 有 切 平面 . 




































































5 Fo 
5 
~ W 
图 10-19 





(i) (RRATA4AM4 ¢ A R 的 临界 点 时 pq 才 是 5 的 法 线 . 

(ii) RÆ S ERF HREAN p 为 中 心 的 同心 球面 族 SFAR” E S 的 截面 . 
在 图 上 所 画 出 R 的 临界 点 的 附近 画 出 这 些 水 平 曲线 的 草图 . 注意 , R 的 局 部 极 大 点 
或 极 小 点 与 5 的 其 他 点 的 区 别 在 于 , 在 其 他 点 处 , 若 gq 沿 着 不 同方 向 离开 临界 点 ， 
可 以 增加 或 减少 . 

(iii) 假想 p 点 会 生成 一 个 吸引 力 场 , 使 得 空间 中 的 质点 受到 指向 p 点 的 力 F. 例如 我 们 
可 以 假设 p 是 地 球 的 中 心 , 这 时 五 就 是 地 球 的 引力 场 . 如 果 一 个 质点 被 约束 只 能 
在 S 上 运动 , 则 此 质点 只 对 FP 关于 S 的 投影 Fs 有 响应 . 画 出 Fs 的 流 线 . 它们 
与 (ii) 中 讲 的 R 的 水 平 曲 线 有 何 关系 ? 
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(iv) 你 刚才 看 到 了 R 的 临界 点 就 是 Fs 的 奇 点 . 怎样 用 Fs 的 奇 点 的 指数 7 (q) 来 


分 (让 中 所 讨论 的 临界 点 的 类 型 ? 

















(v) 我 们 就 用 这 个 指数 A (q) 来 定义 法 线 pg 的 重 数 . 用 庞 加 莱 








的 结果 : 
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LE 来 导出 以 下 


由 任意 点 p 可 以 向 S 做 出 的 法 线 的 总 数 ( 按 其 重 数 计 ) 与 p 的 位 置 以 及 
S 的 准确 形状 均 无 关系 , 而 等 于 x9). 


























这 个 可 爱 的 结果 基本 上 归属 于 里 











希 ”, JL Reech 

















1858], 虽然 他 并 未 使 用 








x(S) 的 语 






































他 也 没有 用 以 上 的 论证 . 














alin 
































= 》 
后 看 来 ,里 

















希 的 工作 很 明显 是 英 尔 斯 


“理论 的 前 驱 ， 
































而 且 大 约 早 了 70 多 年 . ] 























(vi) 当 S 是 一 个 环 面 (轮胎 ) 时 , 找 几 个 p 点 的 位 置 来 验证 里 希 
@ Ferdinand Reech, 1805—1884, 法 国 工 程 师 . 一 一 译 者 注 
@ Harold Calvin Marsten Morse, 1892—1977, 美国 数学 家 . 一 一 译 者 注 





















































我 们 早 就 承诺 过 , 有 一 种 理 


生动 . 我 们 
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11.1 流量 与 功 























ER HAE EREN 余 径 打下 基础 . 








了 , 可 以 直 


接 去 读 11.2 节 


11.1.1 流量 
为 了 比 以 前 更 仔细 地 定义 流量 , 请 看 图 11-1. 在 有 向 路 径 K 的 每 一 点 处 都 做 


























解 复 积分 的 方式 , 比 第 8 章 中 几何 化 的 黎 曼 和 更 加 





如 果 对 向量 计算 已 经 很 熟悉 




















WP K 的 单位 切 向 量 T T 的 方向 同 K) 和 























个 单位 法 向 量 N, N 的 方向 

















定义 为 : 当 我 们 沿 K 的 方向 运动 时 , N 指向 我 们 的 右 侧 . 若 用 相应 的 复数 来 表示 ， 


这 个 规定 


此 图 还 显示 了 怎样 把 一 个 向 量 场 2X CHIN EI 














就 相当 于 





图 11-1 









































F 面 上 流体 的 速度 场 ) 分 解 为 














有 第 二 个 能 携带 流体 穿 过 K, 而 在 单位 时 间 内 穿 过 路 径 的 无 











JANEM IE: 
X =(X-T)T+(X-N)N. 
这 两 个 分 量 中 只 有 
穷 小 段 ds 


为 现在 流量 








的 流体 总 量 ( 即 流量 ) A(X - N)ds. 这 对 于 以 前 的 定义 是 一 个 改进 , 因 
aH SHS: 因为 N 指向 kK 的 右 方 ， ERIA, 流量 就 是 











EW, 反之 则 是 负 的 . X 穿 过 K 的 总 流量 FLX , K] 


积分 : 
































就 是 穿 过 这 些 线 元 的 流量 的 





F[X, K] = Ie (X - N)ds. 








请 自行 验证 流量 满足 关系 式 
F|-X, K] = F[X,-K] = -F[X, K]. 


11-2 就 K 为 包围 阴影 区 域 R 的 简单 闭环 的 情况 进一步 说 明了 流量 的 概 
È. 11-2a MH X 的 法 向 分 量 , 我 们 对 这 个 有 符号 的 量 做 积分 就 可 以 得 出 
F|X, K]. 图 11-2b 说 明 如 何 估 计 流 量 . 我 们 用 具有 有 向 边缘 A; AY OR 
RE K, 并 在 每 个 A; 的 中 点 做 关 的 法 向 分 量 . 于 是 流量 就 可 以 用 有 阴影 的 矩形 
的 有 符号 的 面积 的 代数 和 来 逼近 . 在 图 上 所 画 的 情况 下 , 正面 积 显然 多 于 负面 积 , 所 
以 流量 为 正 . 当 这 些 A; 越 变 越 小 , 其 数目 越 来 越 多 时 , 这 个 近似 就 越 来 越 好 . 


























































































































在 图 11-2a 的 简单 环 路 K 的 情况 下 , 对 于 流量 还 有 一 种 有 趣 的 看 法 : 

F(X, K] = [单位 时 间 流 出 及 的 流体 总 量 ] — [单位 时 间 流 入 有 R 的 流体 总 量 ]. 
以 下 我 们 恒 设 流体 是 不 可 压缩 的 . 这 样 只 要 在 R 内 没有 源 和 汇 , 流入 R 的 流体 必 
定 都 会 流出 R, 所 以 



































F(X, K] =0. 


其 实 我 们 还 要 反 过 来 应 用 此 式 来 给 出 一 个 定义 : 如 果 对 于 区 域 R 内 的 所 有 简单 环 
路 , 流量 均 为 零 , 就 说 这 个 区 域内 的 流体 是 无 源 的 . 这 种 没有 任何 有 限 的 源 或 汇 的 
流 的 最 简单 例子 就 是 X = 常数 . 如 果 环 路 中 包含 了 (例如 ) 一 个 源 , 则 不 可 压缩 性 
就 指出 , 流量 就 是 这 个 源 的 强度 . 
虽然 我 们 只 讨论 二 维 流 , 至 少 也 应 该 提 一 下 三 维 流量 的 概念 . 如 果 流 体 在 通常 

的 空间 中 流动 , 谈论 穿越 一 条 曲线 的 流量 是 没有 意义 的 , 但 是 确实 可 以 讨论 流体 穿 
越 一 个 曲面 的 总 量 对 于 时 间 的 变化 率 . 如 果 现 在 N 表示 曲面 的 单位 法 线 向 量 , 则 
穿 过 曲面 的 无 穷 小 面积 A FE SOY (XN) dA 来 表示 . 于 是 穿 过 曲面 的 总 流 
就 是 此 量 在 此 曲面 上 的 积分 ， 和 二 维 情况 一 样 , 三 维 流 的 不 可 压缩 性 等 价 于 说 : 
一 封闭 曲面 不 包含 源 或 汇 , 则 必 有 和 零 流量 . 
最 后 还 要 指出 , 流量 一 词 译 自 flux, 这 是 一 个 拉丁 词 , 意 为 “流动 ” CHow) , I 
在 标准 的 做 法 是 , 对 于 任意 向 量 场 , 在 讲 到 这 个 数学 定义 时 , 总 是 使 用 “流量 ”一 词 ， 
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而 不 问 它 讲 的 是 不 是 某 种 流动 的 物质 . 例如 电场 表示 一 种 力 , 但 是 电磁 学 的 4 个 基 
本 定律 之 一 (麦克 斯 韦 方 程 ) 指出 , 我 们 可 以 把 它 想象 为 一 种 不 可 压缩 流 , 而 正 负 
EE 荷 则 起 了 源 和 汇 的 作用 , 所 以 穿 过 空间 中 任 一 封闭 曲面 的 流量 , 就 等 于 此 曲面 所 
包围 的 总 电荷 (高 斯 定律 ) . ” 

11.1.2 I) 


迄今 为 止 , RANA SX 的 法 向 分 量 , 现在 转 到 切 向 分 量 . 为 此 , 我 们 现在 
把 X 想象 为 一 个 力 场 而 不 是 流体 的 流 场 . 如 果 一 个 质点 受到 某 个 力 场 X 的 作 
而 得 到 无 穷 小 位 移 , 则 由 初等 物理 知道 , 此 力 场 所 做 的 功 〈 即 所 耗 能 量 ) 等 于 X A 
位 移 方向 的 分 量 乘 以 移动 的 距离 . 这 样 , 如 果 此 质点 沿 及 运动 一 个 距离 ds, 则 X 
所 做 的 功 为 (X -T)ds. 和 流量 一 样 , 这 是 一 个 有 符号 的 量 , 符号 的 物理 意义 我 们 马 
上 就 来 解释 . 如 果 质 点 沿 整 个 环 路 及 运动 , 则 向 量 场 X 所 做 的 总 功 为 
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W(X, K] = a (X - T)ds. 


图 11-3a 画 出 了 X 的 切 向 分 量 , 我 们 必须 把 这 些 有 符号 的 量 加 起 来 , 才能 得 出 W. 














和 对 F 一 样 , 请 验证 W 适合 下 式 : 





W[-X, K] =W[X,—K] = —W[X, K]. 








注意 , 和 流量 F 不 同 , 如 果 想 把 这 个 概念 推广 到 三 维 力 场 , 对 W 无 须 做 任何 修正 ; 
考虑 力 场 对 于 治 空间 曲线 运动 的 质点 所 做 的 功 是 完全 有 意义 的 , 而 且 公 式 也 和 二 维 
情况 一 样 . 

图 11-3b 画 出 了 一 个 既 能 解释 W 的 大 小 又 能 解释 其 符号 的 理想 实验 . 想象 力 
场 作用 的 平面 是 冰 面 , 质量 m 很 小 的 冰球 可 以 在 上 面 无 摩擦 地 滑动 . 我 们 在 冰 面 
上 做 一 条 狭窄 的 无 摩擦 的 小 沟 , 形状 如 K, 其 宽度 足够 把 一 个 小 冰球 以 速度 vin 射 
入 沟 中 .从 图 上 可 以 看 到 , 在 小 冰球 的 旅程 开始 一 段 , 力 场 中 的 力 是 反抗 它 的 运动 
的 , 如 果 vin 不 够 大 , 它 就 会 慢 下 来 , 然后 停止 , 以 后 就 会 沿 着 原 路 回 到 出 发 点 . 但 


O 也 正 因为 如 此 , 在 我 国 许多 文献 中 常用 “ 通 量 ”一 词 , 例如 电 通 量 、 磁 通 量 等 . 译 者 注 
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是 同样 清楚 的 是 , 如 果 我 们 以 足够 的 速度 射 入 小 冰球 , 它 就 会 克服 X 的 反抗 , 而 最 
终 以 速度 vous 出 现在 小 沟 的 终点 . 令 小 冰球 开始 和 末尾 的 动能 为 Ein 和 Eut, 则 














1 1 
Ein = ain: Ent 一 Bout: 


物理 学 的 一 个 最 神圣 的 原理 就 是 “能 量 守恒 ”. 它 宣布 , 能 量 既 不 能 创造 , 也 不 
能 毁灭 , 只 能 从 一 个 种 类 变 成 另 一 个 种 类 . 所 以 力 场 X 在 小 冰球 身上 耗 用 的 能 量 ， 
也 就 是 它 所 做 的 功 W, 就 会 变 成 小 冰球 的 动能 的 改变 量 ; 















































MVout 十 MVin 


W(X, K] = Eoi = Ein = | 5) (Vout Vin) 
二 平均 动量 ]( 速 度 改变 量 ) 





WN 

















这 个 公式 也 给 出 了 功 的 符号 的 清楚 的 意义 : 它 就 是 速度 改变 量 的 方向 . 这 样 , 如 果 
W 为 正 , 向 量 场 将 耗 用 能 量 来 加 速 冰球 , 从 而 增加 它 的 动能 , 如 果 Ww 为 负 , 冰球 就 
要 放弃 部 分 动能 以 做 功 抵 抗 向 量 场 . 

下 一 步 再 想象 把 K BAR, 使 它 的 两 头 几乎 连接 起 来 成 为 一 个 闭环 . 当 冰 球 
在 相应 的 小 沟 里 运行 时 , 出 口 基本 上 就 是 入 口 . 假设 冰球 在 出 口 的 速度 大 于 在 入 
的 速度 . 把 小 沟 两 头 连接 起 来 , 冰球 就 会 在 团 环 上 一 圈 又 一 圈 地 越 转 越 快 , 每 转 一 
圈 都 得 到 一 点 能 量 要 是 能 控制 这 个 能 量 , 就 能 解决 世界 能 源 危 机 了 ! 

虽然 我 们 能 做 出 如 此 的 数学 模型 , 但 如 果 不 从 外 部 向 这 个 冰球 - 力 场 系统 输入 
能 量 , 这 个 物理 系统 决 不 会 如 此 运行 : 它 将 保持 能 量 不 变 , 使 得 冰球 在 出 口 处 的 速 
度 与 射 入 时 的 速度 相同 ”. 这 样 的 向 量 场 称 为 保守 的 . 从 数学 上 看 , X 为 保守 的 当 




























































































































































































WIX, ERAI] = 0. (11.1) 


正如 我 们 可 以 把 流量 概念 用 于 并 不 表示 流动 物质 的 向 量 场 , 我 们 也 可 以 把 功 
的 概念 用 于 并 不 表示 力 的 向 量 场 ， 然而 , 在 这 种 一 般 的 背景 下 , 标准 的 说 法 是 
WX, K] BOA X Ye K WTR, 而 不 称 为 功 ， 和 “流量 ”一 词 一样 , 这 个 词 也 来 自 
于 把 X 想象 为 表示 一 个 流 . 要 想 知 道 为 什么 , 取 K 为 一 闭环 , 并 且 做 下 面 的 理想 
实验 Chl Feynman [1963]) . 设想 在 平面 上 有 流体 流动 , 其 速度 场 为 X. 如 果 突 然 
把 流体 处 处 都 冰冻 起 来 , 只 有 那 条 小 沟 除外 , 而 小 沟 里 的 流动 情况 和 没有 结 冰 以 前 
一 样 .“ 环 流 ” 就 是 未 结 冰 的 流体 绕 (就 是 “ 环 着 ”K) 的 速度 乘 以 K 的 长 度 [ 练 
习 ]. 

























































































































































































© 如 果 从 系统 外 输入 能 量 , 则 沿 着 闭环 所 做 的 功 不 一 定 为 零 ， 事实 上 , 所 有 电机 的 运行 全 有 赖 于 旋转 
能 量 守恒 ,因为 要 使 磁铁 旋转 就 必须 做 功 ， 见 
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Feynman [1963]. 
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如 果 对 每 一 个 闭环 环流 都 是 零 


WIX, K] 而 不 问 xX 的 物理 本 质 是 什么 TPE “无 旋 ” 

















(11.1) 的 简称 而 已 . 这 样 保守 力 场 也 就 可 以 说 是 无 旋 力 场 . 
11.13 ”局 部 流量 和 局 部 功 


现在 我 们 关于 无 源 和 无 旋 向 量 场 X 的 定义 是 











| 六 ,任意 闭环 | =0 以 及 WX ER 





我 们 的 下 一 个 目标 是 证 明 X 还 有 两 个 非常 简单 的 局 








的 性 质 . 




















为 此 我 们 需 MT 要 计算 流量 





这 量 与 功 当 闭 环 很 小 而 趋 于 一 








意 闭 坏 ] = 0. (11.2) 


部 性 质 等 价 于 上 面 两 个 非 局 部 














点 时 的 极限 状况 , 即 为 “无 穷 


小 财 环 ”时 的 状况 . 我 们 以 后 还 要 证 明 这 种 极限 状况 与 无 穷 小 闭环 的 形状 无 关 . 这 



































水 平 的 直线 段 与 铝 直 的 直线 段 , K» e. 见 图 11-4. 























样 我 们 就 可 自由 地 把 闭环 选 成 小 正方 形 , 其 中 心 为 我 们 关心 的 点 , 比如 > 点 , 边 为 





图 11-4 








FW 的 准确 计算 可 以 通过 在 正方 形 四 边 的 四 个 中 点 (a,b, c, d) 处 分 别 计算 














X 的 值 , 再 对 适当 分 量 求 和 来 求 出 . 当 s 一 0 时 , 近似 值 就 成 了 精确 值 , 下 面 的 方 
程 也 是 这 样 , 我 们 马上 就 会 用 到 它们 : 


























这 里 0.P(z) 就 是 OP 在 > AZI. 
于 是 对 于 流量 我 们 有 











F(X 











P(a) — P(c) = €0,P(z), 





















































] = eP(a) + eQ(d) — eP(c) — eQ(d) 


= e[{P(a) — P(c)} + {Q(b) — Q(d)}] 





= ¢7[0, P(z) + 8,Q(z)]- 


如 果 考 虑 梯度 算 子 V 与 向 量 场 X 的 形式 点 积 


Or P 
X a = ] 
ý o p ee 
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即 可 化 简 此 式 . 量 VX 称 为 X 的 散 度 (许多 书 上 记 作 divX) , 利用 这 个 概念 就 
有 
































F(X, O] = [V- X(2)](O MAR). (11.3) 


在 下 一 节 里 , 我 们 将 看 到 , 即使 将 口 代 以 任意 形状 的 无 穷 小 环 路 , (11.3) 仍然 
成 立 . 这 个 重要 结果 还 可 以 解释 “ 散 度 ” 一 词 的 来 由 , 因为 这 个 公式 说 的 就 是 VX 
即 为 穿 过 每 个 包围 着 z 的 单位 面积 流出 〈 即 散 出 ) 的 局 部 流量 . 以 后 我 们 就 把 “ 单 
位 面积 的 局 部 流量 ”简单 地 说 成 “流量 密度 ”. 

对 于 功 也 重复 以 上 的 分 析 , 我 们 就 会 得 到 [练习 ] 



































































































































W(X, 0] = [V x X (2) (2 的 面积 )， (11.4) 




















这 里 的 形式 又 积 定义 为 


Ox Poy 7 
vxx=(% )x( 2) =a yP. 


E’ Vx X MA X 的 旋 度 (许多 书 上 记 作 curl X). JLA EWH, CER X 
“ 绕 着 z 点 旋转 ”的 程度 . 在 物理 上 , 如 果 用 力 场 来 讲 , 旋 度 就 是 绕 单位 面积 运动 所 
做 的 功 , 或 者 说 是 “ 功 密度 ”. 用 流体 来 讲 也 有 一 个 很 生动 的 解释 . 如 果 我 们 把 剪 成 
小 圆 盘 的 小 纸 片 , 丢 在 流体 表面 的 z 点 处 , 一 般 说 来 , 它 不 仅 会 随 着 过 z 的 流 线 以 
速度 |X(z)| 运动 ( 平 动 ), 还 会 绕 圆 心 以 某 个 角速度 w(z) 旋转 . 可 以 证 明 , X 的 决 
定 角速度 的 方面 就 是 其 旋 度 : 











































































































w(z) = SIV x X(z)]. 


正 因为 如 此 , curl 在 许多 书 上 记 作 rot, 即 旋转 (rotation) 的 简写 . 
11.1.4” 散 度 和 旋 度 的 几何 形式 * 


EH, 我 们 是 从 考虑 特殊 形状 的 区 域 中 流出 的 流体 来 得 到 散 度 的 表达 式 的 , 但 
区 域 的 形状 与 流 并 无 内 在 的 关系 . 如 果 考 虑 从 男 一 个 无 穷 小 “矩形 ”RR 流出 的 流体 , 






























































D 又 积 本 来 是 向 量 , 这 个 概念 内 冀 地 只 能 用 于 三 维 空间 . 但 是 在 我 们 的 情况 下 二 维 向 量 场 和 可 以 看 
FE 三 维 向 量 的 特例 : X = (Xi (x,y), X2(x,y),0), V = (Ox, Oy, Oz). 按 三 维 又 积 的 定义 , 应 该 有 
V x X = (dy0 — z X2, 02X1 — O20, Ox X2 — OyX1) = (0,0, 3r X2 — OyX1). 这 里 我 们 本 质地 应 
了 各 个 分 量 都 只 依赖 于 二 维 变量 (x,y), Bil z. 这 样 V x XX 就 成 了 “标量 ”( 更 准确 地 说 应 该 是 
A Boa”, 因为 车 采用 了 左手 坐标 系 , 它 将 为 反 号 ) . 所 以 在 复 分 析 的 框架 下 ,又 积 成 了 一 个 标 
量 . 1.3.7 节 中 就 是 这 样 解释 又 积 的 . 所 以 这 里 只 是 泛称 V x X 为 一 个 “ 量 ”. 如 果 想 要 更 加 协调 地 
解释 这 个 问题 , 或 者 想 要 推广 到 更 高 维 的 空间 , 通用 的 也 是 最 简单 的 方法 , 是 应 用 外 代数 理论 . 

一 一 译 者 注 













































































































































































428 第 11 章 向 量 场 与 复 积分 





那么 将 会 得 到 更 多 的 洞察 , 这 个 “矩形 ”有 两 边 是 向 量 场 X 的 流 线 , 而 另 两 边 则 是 
流 线 的 正 交 轨迹 的 一 段 . 见 图 11-5. 














图 11-5 
图 中 > 是 一 点 , 而 R 最 终 将 会 缩 成 这 一 点 , 我 们 就 是 要 在 此 点 求 X 的 散 度 . 























S 5S 和 PP 是 过 zz 点 的 流 线 及 其 正 交 轨迹 ,s M pra SHA P ERIM, p 的 增 
加 方向 选 定 与 X 成 正 的 直角 《〈 如 图 上 的 箭头 所 示 ) . 

从 R 的 净 流 出 流量 等 于 流入 流量 与 流出 流量 之 差 , 前 者 是 |X |dp, 后 者 仍 是 此 
式 , 不 过 要 取 在 R 的 对 边 上 而 且 反 号 . 现在 很 清楚 , 有 两 个 因素 使 得 流出 的 流体 多 
于 流入 的 流体 : (1) 在 出 口 处 流速 |X| 更 大 ; (2) 在 出 口 处 两 条 流 线 的 距离 dp 更 大 . 

第 二 个 因素 显然 受 X 的 方向 在 dp 间距 中 有 多 大 的 变化 所 控制 , 即 受 已 在 > 
点 的 曲率 sp 控制 . 说 精确 一 点 , 如 果 用 5 来 表示 一 个 量 在 流 线 上 运动 ds 时 的 增 
Kin, 则 5(dp) = kpdsdp [练习 ]. 这 样 
























































































































































(RAST EE) = 6{|X|dp} = 5(|X|)dp + |X|6(dp) 
=(0,|X|+ «p|X|)(R WAR). 








V- X =0,|X| + nplXl. (11.5) 


事实 上 , 这 个 公式 对 于 三 维 向 量 场 也 成 立 [练习 ], 只 要 存在 "一 个 正 交 于 流 线 的 曲面 
P, A np 是 其 主 曲率 之 和 |. 

现在 转 到 绕 R 的 环流 . 用 完全 同样 的 推理 , 就 会 给 旋 度 以 同样 干净 的 公式 [ 练 
J]: 













































































V x X = -|X| + xs|X], (11.6) 


这 里 ks 是 流 线 S 在 > 点 的 曲率 . 
虽然 我 们 相信 (11.5) 和 (11.6) 必定 已 经 为 麦克 斯 韦 、 凯 尔 文 和 斯 托 克 斯 等 人 
所 知 , 但 在 现代 的 文献 中 没有 看 到 有 人 引用 过 它们 . 
























































© 这 种 存在 的 条 件 是 : 旋 度 或 者 为 零 , 或 者 正 交 于 向 量 场 . 














11.1.5 ”零散 度 和 零 旋 度 向 量 场 


由 定义 (11.2) 以 及 结果 (11.3)、 结果 (11.4) 可 知 , AX EEK R 中 为 无 源 
且 无 旋 的 , WE R 的 每 一 点 均 有 
V-X=0 UR Vx xX=0. 
这 时 我 们 就 说 X 在 R 中 是 零散 度 和 零 旋 度 的 . 
例如 , 考虑 一 个 具有 强度 S 的 源 点 的 向 量 场 : 
aon Seaton 
2nz y/(a* +”) 
除 在 原点 外 , 它 应 该 处 处 有 零 流量 密度 ( 即 散 度 ) , 而 在 原点 , 此 向 量 场 无 定义 . 请 自 
行 验证 此 事 . 回想 一 下 ， Ea 它 也 是 一 根 很 长 的 有 电荷 均匀 分 布 的 导线 
所 生成 的 静电 场 . 我 们 现在 看 见 了 , 说 这 个 场 是 局 部 保守 的 也 是 有 物理 意义 的 . 如 
果 是 局 部 保守 的 , 当 我 们 把 冰球 〈 现 在 它 必 须 带 有 电荷 才能 感到 静电 场 的 作用 力 ) 
射 入 一 个 无 穷 小 环 路 , 在 回 到 起 点 时 , 冰球 的 动能 不 变 . 要 证 明 这 个 局 部 保守 性 , 就 
必须 验证 这 个 场 是 零 旋 度 的 . 
我 们 已 经 看 到 , 一 个 无 源 且 无 旋 的 向 量 场 必 是 零散 度 和 零 旋 度 的 . 在 本 节 结 束 
时 , 我 们 想 要 证 明 其 逆 ; 车 在 一 区 域 中 , 一 个 向 量 场 散 度 和 旋 度 均 为 零 , 则 它 对 区 域 
中 所 有 简单 环 路 的 流量 和 功 也 都 为 零 . 这 时 , 我 们 有 : 



























































































































































































































































一 向 量 场 在 一 单 连通 区 域 中 无 源 且 无 旋 , 当 且 仅 当 它 具 有 零散 度 和 























为 了 理解 这 个 逆 定 理 , 考虑 图 11-6( 它 其 实 是 复制 了 图 8-27 的 一 部 分 ) . 把 那 
个 图 所 说 明 的 推理 再 重复 一 次 . 首先 注意 , 如 果 图 上 的 网 格 越 来 越 细 , 则 K 上 的 流 
量 和 功 就 趋 于 C 上 的 流量 和 功 . 其 次 , 把 流量 和 功 与 K 内 的 散 度 和 旋 度 联系 起 来 . 
请 验证 , 原来 给 出 


fre =Y E fode 这 里 是 对 有 阴影 的 正方 形 求 和 ) 























































































































的 推理 现在 就 会 给 出 
FIX, K] = FIXO] 《这 里 是 对 有 阴影 的 正方 形 求 和 ) , 
























































W(X, = 》 WIX, 口 (这 里 是 对 有 阴影 的 正方 形 求 和 ) . 


















































@ 因为 这 个 原因 , 在 大 多 数 文献 中 就 只 说 一 个 向 量 场 为 无 源 或 无 旋 , 而 不 用 零散 度 或 零 旋 度 的 说 法 . 
— 译 者 注 
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图 11-6 
然而 , 在 现在 的 背景 下 , 这 些 结果 都 可 以 从 物理 直观 上 得 到 . 第 一 个 结果 是 说 ， 
K 流出 的 流体 总 量 等 于 由 各 个 内 部 小 正方 形 流出 的 流体 流量 之 和 . 第 二 个 结果 说 
WAT ANE? 

现在 让 网 格 中 的 小 正方 形 缩小 以 致 覆盖 C 的 整个 内 域 R. 利用 (11.3) 和 (11.4) 
并 把 对 于 小 正方 形 的 求 和 代 以 对 于 无 穷 小 面积 dA 的 二 重 积 分 , 我 们 就 会 得 到 高 斯 
定理 





































































































F[X,C] = | Y- X]dA, (11.7) 


以 及 斯 托 克 斯 定理 
JWw[X,C] = | IV x X]dA. (11.8) 
R 





从 这 些 公式 就 可 以 看 到 , 若 散 度 和 旋 度 在 R 中 处 处 为 零 , 则 C 上 的 流量 和 功 也 为 
F, 这 就 是 我 们 想 证 明 的 事情 . 

仍然 追随 第 8 章 的 逻辑 , 我 们 来 看 当 一 个 闭 回路 《或 具有 固定 端点 的 开 回路 ) 
连续 形变 时 , 对 于 流量 和 功 会 发 生 什 么 事情 . 你 应 该 能 够 看 到 (11.7) 和 (11.8) AR 
两 个 形变 定理 : 






































若 回 路 只 扫 过 散 度 为 零 的 点 , 则 流量 不 变 . (11.9) 
若 回 路 只 扫 过 旋 度 为 零 的 点 , MARR, (11.10) 


11.2 ”从 向 量 场 看 复 积 分 


11.2.1 波 利 亚 向 量 场 
现在 从 向 量 场 的 观点 来 考察 积分 


| Hee 
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见 图 11-7. 在 求 它 的 黎 曼 和 时 , 像 8.3.1 节 那 样 , 不 把 H = | 五 |e 与 dz = eicds mi 
在 各 自 的 复 平 面 上 , 我 们 只 能 得 到 不 多 的 好 处 . 而 我 们 仍然 面临 着 一 个 问题 , 就 是 














涉及 了 两 个 角 的 相 加 : Hdz = | 瓦 leite+pds， 而 角 的 相 加 不 容易 做 到 可 视 化 . 正如 











向 量 的 减法 比 加 法 更 为 自然 [连接 两 个 向 量 的 端点 即 可 ], 角 的 减法 也 比较 自然 , 因 














为 只 需 做 两 个 方向 的 夹 角 即 得 . 























的 解决 . 我 们 称 这 个 新 向 量 场 为 H 





11-7 





























现在 考虑 一 个 新 问 量 场 , 即 在 z AN A(z) Ti ea A(z) = Ale’, 
这 样 我 们 提出 的 从 向 量 场 的 观点 来 考察 积分 的 问题 , 就 可 Lb | 

的 波 利 亚 ” 向 量 场 . 在 说 明 这 个 新 向 量 场 是 如 何 
解决 我 们 的 问题 以 前 , 我 们 要 : (i) 先 给 







































































个 警告 ; (ii) 再 做 一 个 保证 . 

















(i) 五 的 波 利 亚 向 量 场 并 不 是 











H 





的 普通 向 量 场 对 实 轴 做 反射 而 得 , 如 果 那 样 





















































做 , 就 会 对 z 点 附加 一 个 向 量 A(z). 如 果 亲 手 画 (或 者 用 计算 机 画 ) 一 下 z 和 2? 

















的 波 利 亚 向 量 场 , 这 一 点 就 会 变 得 很 清 


























楚 . 与 图 10-1 比较 , 就 可 以 看 到 所 得 的 相 图 











(而 不 是 向 量 场 ) 与 (1/z) 和 (1/2?) 的 相 图 一 样 . 这 是 因为 , 2 和 (1/z") 指向 相同 








方向 . 
(ii) 我 们 立刻 就 会 看 到 , 用 波 利 





























亚 向 量 场 来 表示 H, 所 得 极 多 , 而 在 目前 , 我 们 
只 想 强 调 指出 , 这 样 做 毫 无 损失 : 新 向 量 场 和 老 向 量 场 含有 相同 的 信息 . 例如 , 当 我 
门 转 到 波 利 亚 向 量 场 时 , 环 路 工 的 指数 只 改变 符号 : 














Fall] = —Fu{L}. 


这 样 , 一 个 解析 的 五 的 n 阶 零点 , 仍然 清楚 地 表现 为 其 波 利 亚 向 量 场 的 奇 点 , 只 不 
过 其 指数 不 再 是 n 而 是 —n. 类 似 地 , m 阶 极点 , 仍然 表示 为 其 波 利 亚 向 量 场 的 指 





























数 m( 而 非 —m) 的 奇 点 . 



























































现在 回 到 积分 问题 , 波 利 亚 同 量 场 的 一 大 优点 就 在 于 它 与 回路 所 成 的 角 0〈 见 




















11-7) 现在 是 96= a 一 (-6) = a + B, 这 正 是 我 们 想 要 使 之 可 视 化 的 两 角 之 和 , 也 





























图 
就 是 黎 曼 和 中 dz 这 一 项 的 辐 角 . 更 好 的 是 , 我 们 还 有 


Hdz =|Hle'?ds = 








|H| cos @ +ilH|sinO]ds 





@ George Pólya, 1887—1985, 匈牙利 裔 


[E] 








数学 家 . 一 一 译 者 注 
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=(H-T+iH- N\ds. 


这 样 , 黎 曼 和 每 一 项 的 实 部 与 虚 部 正 分 别 是 其 波 利 亚 向 量 场 对 于 回路 的 相应 元 素 的 
功 与 流量 . 我 们 就 这 样 发 现 了 , H 在 一 个 回路 上 的 复 积分 , 可 以 用 其 波 利 亚 向 量 场 
在 此 回路 上 的 功 与 流量 给 出 生动 的 解释 (这 也 是 波 利 亚 的 功劳 ”): 


| H(z)dz = W[H, K] + iF [H, K]. (11.11) 
K 











































































































由 于 以 下 的 事实 , 这 个 解释 变 得 特别 有 用 : 计算 机 可 以 立即 画 出 你 的 被 积 函数 
的 波 利 亚 向 量 场 . 只 要 看 一 看 癌 量 场 沿 着 回路 和 穿越 回路 流 过 多 少 , 就 可 以 对 积 4 
之 值 很 快 得 到 一 个 感觉 了 . 例如 , (222) 沿 着 从 1 一 i 到 1 +i 的 直线 段 的 积分 显然 
应 该 是 i 乘 以 一 个 正 数 . (为 什么 ?) 想 要 知道 更 多 的 利用 (11.11) 计算 积分 的 真相 ， 
请 参见 Braden [1987]. 

我 们 对 于 (11.11) 的 兴趣 主要 不 是 来 自 这 种 实际 的 方面 , 更 多 的 是 来 自 它 在 理 
论 上 的 意义 : 关于 流 场 和 力 场 的 思想 , 可 以 对 复 积 分 提供 一 种 新 视角 , 反 过 来 也 是 
一 样 . 下 面 我 们 将 要 给 出 这 两 个 方向 的 例子 
11.2.2” 柯 西 定理 


如 果 给 定 了 复 映射 万 (z) =u + iv 的 向 量 场 的 图 像 , 我 们 能 不 能 一 下 子 说 出 来 , 
是 不 是 解析 的 ? 按照 问题 的 这 样 的 提 法 , 就 我 所 知 , 问题 没有 满意 的 回答 . 然而 ， 
如 果 我 们 看 波 利 亚 向 量 场 , 则 是 有 答案 的 , 而 且 这 个 答案 揭示 了 物理 学 和 复 分 析 之 
间 一 个 美丽 的 联系 : 















































































































































































































































H 的 波 利 亚 向 量 场 具有 零散 度 和 零 旋 度 当 且 仅 当 HARM. (11.12) 




















证 明 具 不 过 是 简单 的 计算 : 








以 及 


VxH= ( Ox x ( “ ) -aro 
Oy 一 人 


这 样 , AINA AS, 当 且 仅 当 五 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 . 为 了 将 来 的 应 用 ， 
请 注意 这 两 个 方程 具 是 一 个 复方 程 的 两 个 侧面 : 



































id,H -ôH = V x H +iV H, (11.13) 





© Jl Pólya and Latta [1974]. 
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令 其 左 方 为 零 就 是 CR 方程 的 紧凑 写法 .” 

有 了 这 样 的 联系 , 就 有 了 柯 西 定理 的 第 二 个 解释 , 即 物 理解 释 . 与 第 8 章 的 几 
何 解释 相 比 , 这 个 解释 的 直观 性 绝 不 逊色 . 因为 如 果 五 在 包围 区 域 R 的 简单 环 路 
K 内 处 处 为 解析 的 , 则 它 的 波 利 亚 向 量 场 在 R 内 有 零 流量 密度 〈 作 为 流 场 ) , 还 有 
零 功 密 度 〈 作 为 力 场 ) . 这 就 意味 着 , 作为 流 场 , 从 R 内 不 会 有 流体 的 净 流 出 ; 作 
为 力 场 , BK 射出 的 冰球 回 到 原 地 后 , 动能 不 变 . 由 (11.11) 知 OY K 的 积分 必 

EE— MERE, 对 于 这 个 物理 解释 还 给 出 了 一 个 更 加 数学 化 的 版 本 , 就 是 使 
用 高 斯 和 斯 托 克 斯 定理 的 版 本 . 如 果 在 现在 的 背景 下 来 重 述 那里 的 论证 , 对 于 包围 
区 域 R 的 简单 环 路 K, 把 (11.7) 和 (11.8) 代入 (11.11), 就 有 


































































































































































































f aox- [v maasi f [V - HA, (11.14) 




















如 果 互 在 RR 中 具有 零 旋 度 和 零散 度 , 它 自然 为 零 . 
11.2.3 BF: 面积 作为 流量 


作为 一 个 有 趣 而 且 有 启发 性 的 例子 , 我 们 用 物理 上 很 直观 的 高 斯 定理 和 斯 托 克 
斯 定理 来 重新 考虑 以 下 结果 : 








































































































f zdz = 2A. (11.15) 
K 


注意 A(z) = z 的 波 利 亚 向 量 场 是 五 (z) = 2, CER FEN Gs AAS, 
像 源 点 一 样 . 但 是 和 源 点 不 同 , 流速 随 距离 增加 , 这 就 使 得 这 个 流 很 清楚 不 会 是 零 
散 度 的 . 实际 上 , 经 过 计算 其 流量 密度 , 就 有 


We 


换言之 , 在 每 个 单位 时 间 , 都 有 2 单位 流体 输入 每 个 单位 面积 . 所 以 流体 流出 到 的 


流量 是 24. 另 一 方面 , 这 个 流 是 零 旋 度 的 : 


nl la 
Oy y 


所 以 绕 K 的 环流 为 零 . 把 这 些 事实 代入 (11.14) 即 得 (11.15). 






























































































































































O 另 一 个 常用 的 记号 是 2 = 10, +ið), 于 是 (11.13) 左 方 为 零 又 可 以 写 为 ZH = 0. 这 个 记号 


称 为 庞 培 (Dimitrie Pompeiu, 1873—1954, 罗马 尼 亚 数 学 家 ) 记号 . 这 也 是 CR 方程 常用 的 写法 . 
见 第 12 章 习 题 7. 译 者 注 
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图 11-8 就 是 用 这 种 新 方法 观看 (11.15) 的 例子 , 把 K 的 形状 选 为 圆周 , 为 的 是 
使 得 环流 和 流量 的 值 都 成 为 明显 看 得 出 来 的 . 









































很 清楚 , 在 图 上 的 两 个 圆 弧 上 , A(z) = 2 没有 环流 , 而 在 两 个 直线 边 上 , 环流 大 
小 相等 , 方向 相反 . 所 以 绕 K 的 总 环流 为 零 . 同样 清楚 的 是 , 穿 过 两 个 直线 边 的 流 
BAX. 较 远 的 大 弧 长 为 ad, 穿 过 它 的 流速 为 a, 所 以 穿 过 大 弧 的 流量 是 a29; 类 似 
, 穴 过 小 弧 的 流量 是 29. 这 样 ， 


Fle, K] = (流出 的 流体 ) - (流入 的 流体 ) =2 [Fats — 50 ?| ==2( 明 最 面积 )， 
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在 往 下 讲 以 前 , 先 来 弄 清 有 关 向 量 场 z 的 一 个 悖 论 似 的 特点 : 流体 是 均匀 地 穿 
过 平面 输入 的 , 然而 又 只 从 一 个 点 , 即 原 点 , 放射 出 去 . 这 一 点 的 解释 ( 见 图 11-9) 
在 于 , 平凡 的 恒等式 z = zo 十 (z 一 z0) 表明 , 从 原点 发 出 的 流 其 实 是 两 个 流 的 又 加 : 
一 个 是 无 源 且 无 旋 的 向 量 场 zo, 男 一 个 是 原来 的 流 , 但 是 以 z 为 中 心 而 不 是 以 原 
点 为 中 心 . 






























































11.2.4 PIF: 环绕 数 作 为 流量 
其 次 , 对 于 具有 基本 重要 性 的 公式 


1 
-dz = 2niv[L, 0], (11.16) 
LZ? 


我 们 来 看 一 下 波 利 亚 向 量 场 怎样 也 给 予 它 新 意义 . 按照 (11.11), 
E =dz = W[(1/3), L] + iF[(1/2), £]. 
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图 11-10 从 新 观点 表现 了 这 





流利 亚 向 量 场 (1/z) 是 我 们 的 老 朋 友 一 一 位 于 原点 而 强度 为 2r 的 源 . 














个 结果 的 直观 本 性 . 如 果 环 路 不 包围 源 , 则 流入 与 

















流出 的 流体 等 量 ; 如 果 环 路 包围 








更 一 般 地 说 ， 每 当 环 路 包围 源 点 一 次 , 就 会 生成 2 流量 . 





了 源 , 则 它 与 在 原点 输入 的 所 有 的 2x AAA AK. 





F=47 A 








图 11-10 

















为 了 结束 对 于 (11.16) 的 解释 , 我 们 还 要 证 明 源 是 纯粹 的 流量 , 就 是 说 , 在 这 个 


场 中 , 每 个 环 路 生成 的 功 (环流 ) 











HE. 因为 源 除了 在 原点 以 外 均 为 零 旋 度 的 , 斯 托 

















克 斯 定理 保证 了 对 于 不 包围 0 的 环 路 , 场所 做 的 功 为 零 . 如 果 环 路 包围 了 0, 情况 











就 不 那么 显然 . 然而 对 于 以 原点 
理 , 就 能 够 自己 完成 全 部 论证 了 . 


























为 中 心 的 圆周 , 情况 仍 是 显然 的 . 再 求助 于 形变 定 








考虑 图 11-10 中 的 有 阴影 的 扇形 , 则 与 另外 一 件 事情 有 关 . 这 事情 就 是 : 在 回 





路 与 扇形 相 堆 的 每 一 段 曲 线 , 流 














量 大 小 总 是 相同 的 , 但 是 流量 的 符号 却 与 回路 的 方 








向 有 关 . 请 静心 想 一 下 这 件 事 与 环 绕 数 的 穿越 法 则 〈 见 7.1.3 节 (7.1)) 的 联系 . 

















11.2.5 ”向 量 场 的 局 部 性 态 * 

















我 们 前 面 已 经 对 于 无 穷 小 正方 形 证 明了 六 :. 互 和 YY x AORN H 的 流量 密度 





和 功 密度 . 但 是 为 使 (11.7) 和 (1 


























1.8) 真正 有 意义 , 还 需 证 明 这 个 解释 对 于 任意 形状 








的 无 穷 小 环 路 仍然 持续 有 效 . 现在 我 们 就 通过 验证 散 度 与 旋 度 具 有 与 无 穷 小 环 路 
的 选择 无 关 的 意义 来 把 (11.7) 和 (11.8) 放 在 更 可 靠 的 基础 上 . 为 此 , 我 们 先 来 分 析 
般 的 波 利 亚 向 量 场 AD 在 原点 附近 的 局 部 性 态 . 想 要 推广 到 原点 以 外 的 其 他 点 是 



































自明 的 . 
在 原点 附近 的 任意 点 > = 0 
数 都 是 取 在 原点 处 的 : 











H(z) — H(0) =20,H 


























mo 


Ain 





十 iy, 下 面 的 公式 是 瓦 (2) 的 很 好 近似 , 其 中 


+ yOyH = e H- 5(2— 2)yH 


= [ðH - idy H]z + = >， H +i0,H]z. 











令 |2| > 0 取 极 限 , 就 会 得 到 精 而 


ARAT. 
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回 到 波 利 
的 近似 展开 式 























亚 向 量 场 本 身 , 并 以 (11.13) RAER, 即 得 到 关于 波 利 亚 向 量 场 互 


H(z) = H(0)+(V- H) (V x HB) +07, (11.17) 


z 
2 











其 中 C = 5[0.H —id,H). 注意 , 当 五 为 解析 函数 , 从 而 向 量 场 H 无 源 又 无 旋 时 ， 





(11.17) WIEK 

















地 化 归 为 泰勒 级 数 的 前 两 项 : H(z) = H(0) + H'(0)z 十 …. 





图 11-11 


th: 在 原点 附近 , 向 量 A(z) 与 原点 处 的 向 量 A(0) 几乎 没有 区 别 . (11.17) 的 后 三 项 


是 对 此 的 近似 
在 原点 处 的 旋 











画 出 了 分 解 式 (11.17) 的 意义 . 除非 H(0) = 0, 否则 此 式 的 第 一 项 占 
































修正 . 第 二 项 是 一 个 无 旋 的 向 量 场 (请 与 图 11-8 比较 ) 目 其 散 度 为 党 
E 原 点 处 的 散 度 相同 . 第 三 项 是 一 个 无 源 的 向 量 场 , 其 旋 度 等 于 He) 
度 , 是 常 值 . 最 后 一 项 为 既 无 旋 又 无 源 的 . 













































































注意 , 这 个 分 解 在 几何 上 是 有 意义 的 , 因为 每 一 个 分 向 量 场 , 定性 地 说 , 并 不 受 


系数 大 小 的 影 
现在 回 到 






































响 .我 们 希望 观察 到 这 些 , 这 会 使 (11.17) 既 可 信 又 有 意义 . 
原来 的 问题 . 令 K 为 绕 原 点 的 任意 形状 的 小 简单 环 路 , A 为 它 所 包 






































围 的 面积 . 我 们 想 要 证 明 , H 在 0 的 散 度 与 旋 度 , 正 是 单位 面积 的 流量 和 单位 面积 
WINK 缩 为 原点 时 的 极限 值 . 在 (11.11) 中 利用 (11.17), 我 们 得 到 
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图 11-11 





WIH, K] +iF|H, K] -4 H(z)dz 
K 





| IK 








=H0) $ d+ 3V- Ħ -iV xH] f zd +T $ zdz. 
K 2 K K 











K 缩 为 一 点 时 , 这 个 近似 式 就 会 变 为 精确 式 . 即使 K 不 是 很 小 , 我 们 也 知道 这 





























三 个 积分 精 有 














WA 











f=0 f ade = 2A, f edz =0. 
K K K 





@ 对 于 第 2 项 ( 源 ) 和 第 3 项 ( 涡 旋 ) 这 是 显然 的 , 但 是 对 最 后 一 项 则 不 然 , 见习 题 10. 
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WIH, K] +iF[H, K]) = [|V x H+iV- HJA. 
令 左 右 两 边 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 就 得 到 我 们 想 证 明 的 结果 . 
11.2.6 HAAR 
波 利 亚 向 量 场 还 使 我 们 能 把 柯 西 公式 的 数学 解释 写成 更 具有 物理 直观 的 形式 . 
考虑 函数 



























































4a 

















z- O 
AA (z= p) 
其 中 f(z) 是 解析 的 . 因为 A(z) RE p 点 之 外 都 是 解析 的 , 它 的 波 利 亚 向 量 场 H 











Ke 


RE p 点 之 外 流量 密度 和 环流 密度 都 是 零 . 这 样 , 如 果 C 是 绕 p 点 的 一 个 简单 环 
路 , 则 其 所 有 流量 和 环流 均 应 由 p 发 出 . 为 了 找 出 WIA, C] 和 FH, O01], 我 们 应 该 
E p 的 紧邻 处 研究 H. 
WR f(p) = 4 十 iB, 则 在 紧邻 p 处 波 利 亚 向 量 场 H 
eraile 
Z—Dp 之 一 万 Z—Dp 


无 法 区 分 . 图 11-12 对 于 正 的 A, B 画 出 了 这 个 向 量 场 , 并 显示 了 上 面 的 代数 分 解 


式 的 几何 意义 . 
EE 


图 11-12 






































































































































第 1 项 很 熟悉 , 是 位 于 p 点 强度 为 2r4 的 源 , 若 4 为 负 , 则 是 一 个 汇 . 第 2 项 
是 一 种 不 太 熟 悉 的 场 i/(z 一 有) 的 倍数 , 它 表 示 一 个 在 p 点 处 的 涡 旋 .” 很 容易 看 到 ， 
在 绕 此 涡 旋 的 任意 圆周 流 线 上 的 环流 都 是 2r, 所 以 在 绕 p 的 任意 简单 环 路 上 , 环 
流 之 值 也 是 2r, 因此 我 们 说 这 个 涡 旋 的 强度 是 2x. 但 另 一 方面 , 它 在 任意 环 路 上 的 
流量 总 是 零 . 所 以 我 们 说 , 源 是 纯粹 的 流量 , 而 涡 旋 则 是 纯粹 的 环流 . 

这 些 观察 给 了 我 们 一 个 稍 有 不 同 的 观看 柯 西 公式 的 方法 : 














































































































f(z) dz = WH, C] + iF [H, C] 
cz 一 D) 
= —2nB+i2nA =2nif(p). 




















D 我 们 现在 是 使 用 涡 旋 一 词 的 狭义 . 原来 我 们 使 用 它 则 是 指 所 有 在 拓扑 意义 下 具有 这 个 形状 的 场 . 
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11.2.7 ER 


如 果 n 是 一 个 正 整数 , 则 z” 处 处 解析 , 它 的 波 利 亚 向 量 场 如 相应 地 处 处 有 
零散 度 与 零 旋 度 . 柯 西 定理 的 物理 版 本 就 给 出 



























































f "dz = W[H, C] + iF[Ħ,C] = 0. 
C 


至 少 在 C 是 以 原点 为 中 心 的 圆周 时 , AY DAF AR EIT A OE E 11-13 画 
IS Zz 和 如 在 这 种 圆周 上 的 性 态 . 现在 看 来 很 清楚 , 对 于 每 一 个 有 阴影 的 圆 盘 , 流 
入 的 流体 和 流出 的 流体 一 样 多 , 所 以 F = 0. 也 可 以 看 到 如果 把 向 量 场 看 成 力 
场 ,) 任意 质点 绕 任 意 一 个 这 样 的 圆周 转动 一 周 所 做 的 净 功 为 零 , 所 以 W = 0. 
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ML >. | A. | 
= MN A 
= e y y 
A ‘ Á 
> AML 
图 11-13 








我 们 可 以 把 这 个 想法 弄 得 更 精确 ， 首 先 请 注意 , 对 于 圆周 上 的 任意 向 量 场 , 把 
整个 图 形 绕 圆心 做 任意 旋转 , 并 不 会 改变 功 与 流量 之 值 . 其 次 , 我 们 要 利用 这 些 特 
殊 的 向 量 场所 具有 的 吸引 人 的 对 称 性 . 把 z 的 向 量 场 旋 转 (r/2) 就 会 得 到 原 向 量 
场 的 反 号 , 而 相应 地 也 就 会 得 到 原来 的 功 与 流量 的 负 值 . W 和 F 既 要 维持 原 值 , 又 
BRS, 它们 就 只 能 为 零 . 

同样 的 论证 也 可 用 于 z 旋转 (r/3) 以 及 z” 旋转 n/(n +1). 请 用 计算 机 验证 
n=3 的 情况 . 要 想 更 好 地 理解 这 里 的 对 称 性 , 请 参看 习题 10. 


11.2.8 ” 负 需 和 多 极 子 


考虑 负 徊 函数 (1/2), 其 中 m 是 正 整数 . 它们 的 波 利 亚 向 量 场 除了 在 原点 有 
奇 点 外 , 处 处 为 零散 度 和 零 旋 度 . 所 以 如 果 一 个 简单 环 路 C 不 包围 原点 , 则 沿 它 的 
流量 和 环流 均 为 零 . 然而 , 我 们 既然 已 经 在 m = 1 的 情况 下 知道 了 , 奇 点 能 够 生成 
流量 和 环流 , 多 少 有 点 神秘 的 是 , 除了 om = 1 的 情况 以 外 , 即使 C 包围 了 奇 点 , W 
和 FRASE. 

下 面 来 看 m A 1 时 的 负 窜 函数 (1/2). 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 的 情况 下 , 我 们 
仍然 可 以 和 在 正 容 的 情况 一 样 , 看 出 这 个 结果 . 图 11-14a 对 于 所 谓 偶 极 子 场 (1/2) 
表明 了 这 一 点 . 论证 和 前 面 一 样 : 这 个 向 量 场 在 旋转 x 以 后 会 反 号 , 对 于 更 一 般 的 












































































































































































































































O 在 2? 这 一 特例 下 , Braden [1991] 也 看 到 了 这 一 点 , 但 是 他 并 没有 给 出 下 面 的 一 般 论证 . 
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(1/2™), 其 中 m £1, 则 在 旋转 x/(m 一 1) 后 反 号 . 知道 了 对 于 圆周 W 和 FAF, 
就 知道 [参见 (11.9) 和 (11.10)] 对 于 一 切 通过 圆周 的 连续 变形 可 以 变 成 的 环 路 , 它 
们 仍然 为 零 , 但 是 在 形变 过 程 中 , 不 得 穿越 原点 . 








[a] a [b] 
\! / 
Be, < 
A Pa 
4, 人 
7 | 
图 11-14 


现在 让 我 们 超越 几何 解释 来 寻求 更 能 服 人 的 物理 解释 . 图 11-14b 画 出 了 偶 极 
T (1/27) WHR, 其 流 线 看 起 来 都 是 圆 形 的 . 用 简单 的 几何 论证 就 可 以 证 明 他 们 的 
确 是 完美 的 圆周 [练习 ]. 我 们 以 前 看 见 过 类 似 的 东西 吗 ? 答案 是 有 的 : 第 10 章 , 图 
10-3 画 的 由 同样 强度 5 的 源 和 汇 组 成 的 一 对 电 葆 的 场 就 是 . 所以, 看 起 来 只 要 让 
源 和 汇合 并 起 来 成 为 一 个 偶 极 子 就 行 了 . 这 就 以 一 种 惊人 的 漂亮 方式 解 开 了 这 个 
奥秘 : 源 和 汇 都 不 产生 环流 , 而 包围 源 和 汇 在 内 的 环 路 , 则 分 别 得 到 相等 但 反 号 的 
流量 , 加 起 来 流量 也 就 是 零 . 

这 个 解释 基本 上 是 正确 的 . 然而 , 当 源 和 汇 越 来 越 靠 近 时 , 就 有 更 大 一 部 分 流 
体 还 没有 从 源流 出 去 , 就 被 汇 否 进去 了 , 在 源 和 汇 磅 到 一 起 的 那 一 瞬间 , 就 彼此 消 
灭 了 , 所 以 就 根本 没有 了 场 . 现在 利用 10.1.4 节 (10.1) 从 代数 上 来 研究 它 . 

设 源 和 汇 沿 一 条 固定 直线 L 接近 原点 , 而 工 与 实 轴 成 角 o ARINMA L 
称 为 这 个 电荷 系统 的 轴 . 在 上 述 (10.1) PS 4 = sei = —B, 则 电荷 对 的 场 (10.1) 
变 成 












































































































































—id 
2eSe ~ 1 (11.18) 
(z 


D(z) = | on — E2@-i26)’ 
“SUR ALTA 2e 一 0 时 它 就 会 消逝 . 那么 , 怎样 在 这 时 求 这 一 对 电荷 所 成 的 场 
We? 办 法 就 是 : 与 间隔 2e 成 反比 地 增加 强度 S, 而 使 2e5 保持 常 值 不 变 . 如 果 把 这 
个 常数 值 记 作 Qk, 电荷 对 的 场 就 有 极限 ( 当 = 一 0 IND 

De) =, 

它 是 把 图 11-14 中 的 一 般 的 偶 极 子 场 旋转 角度 + 办 而 且 把 流速 按 因 子 大 放大 而 得 ， 
XA k 就 叫 作 偶 极 子 的 “强度 ”. 这 样 看 来 , (&/22) 的 波 利 亚 向 量 场 就 是 一 个 偶 极 
T, HH d 的 方向 , 其 强度 是 |d|. 复数 d PRA BARB. 
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上 F 面 我 们 是 让 两 个 强度 相等 而 符号 相反 的 源 互相 融合 , 同时 增加 其 强度 以 防止 
彼此 消灭 , 这 样 得 出 了 偶 极 子 . 我 们 要 问 , 如 果 继 续 这 个 把 戏 ,“ 让 两 个 强度 相等 而 
符号 相反 的 偶 极 子 融合 , 同时 又 增加 其 强度 , 以 防止 彼此 消灭 , 又 会 发 生 什 么 事情 
呢 ?” 图 11-15 揭露 出 令 人 兴奋 的 答案 . 图 11-15a 中 画 了 一 对 强度 相等 但 符号 相反 
的 偶 极 子 , 分 别 位 于 te, 其 偶 极 算 分 别 为 实数 td, 图 11-15b mi y (1/23) 的 波 利 亚 
向 量 场 . 二 者 惊人 地 相似 , 我 们 确实 能 够 代数 地 证 明 , 图 11-15b, 即 所 谓 四 极 子 , 确 
实 是 图 11-15a 适当 的 极限 . 













































































































































































图 11-15a 中 的 场 是 


e= al 


-5) 
WA 4 与 间隔 e 成 反比 增长 而 保持 k= Ade 不 变 , 则 这 一 对 强度 相等 但 符号 
相反 的 偶 极 子 融合 以 后 就 生成 四 极 子 


1 1 
Z—e)? (z+e)? 








(11.19) 


| = sa 


















































JOES 

一 般 地 说 (q/23) 的 波 利 亚 向 量 场 就 称 为 具有 四 极 短 4 的 四 极 子 

我 们 就 这 样 解释 了 何以 (1/23) 的 环流 和 流量 都 为 零 : 图 11-15a 的 每 一 个 侦 极 
子 者 不 会 生成 环流 和 流量 , 所以 它们 融合 而 成 的 四 极 子 [图 11-15b] 也 不 会 . 请 按 此 
电路 继续 下 去 , 用 几何 和 代数 两 种 方法 证 明 , 两 个 矩 大 小 相等 但 反 号 的 四 极 子 融 全 
成 所 谓 八 极 子 场 (1/), 并 依 此 类 扒 

侦 极 子 、 四 极 子 、 八 极 子 等, 总 称 为 多 极 子 , MBOR BUE, JERAN 
AB. 


11.2.9 ”无 穷 远 处 的 多 极 子 


虽然 正 整 数 暴 函数 的 环流 和 流量 为 零 再 也 没有 神秘 之 处 了 , 但 是 找 出 它们 类 似 
于 负 知 情况 的 物理 解释 仍然 是 很 好 的 . 要 想 知 道 怎样 做 , 我 们 先 从 常 值 函数 f(z) = 
a 开始 , 它 的 流利 亚 向 量 场 是 具有 常 值 速度 |a| 而 与 同方 向 的 流 





















































































































































11.2 从 向 量 场 看 复 积 分 
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如 果 站 在 这 个 流 中 间 , 你 会 感到 流 是 从 天 边沿 着 a 的 方向 流 过 来 , 然后 又 在 反 


方向 的 天 边 消 失 , 就 好 像 在 
有 意义 , 用 球 极 射影 站 
线 , 它们 的 射影 就 是 沿 此 方向 通过 
图 形 : 在 无 穷 远 处 有 一 个 偶 极 子 ! 
步 的 分 析 . 如 果 我 们 站 在 10.1.2 节 


那样 的 














f 





但 只 


现在 对 此 做 进 一 
BPR, f 
远 处 ， 最 终 在 
‘在 于 , 在 此 过 程 中 ， 
我 们 可 






































巴 流 线 映 到 





黎 曼 


aR SERIA 

















E 我 们 邻近 处 
E JE JY IG A 

















十 北极 的 














E. 

















圆周 , 我 们 了 











由 合 为 








ik S & 
于 常 值 : 
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WA 














用 计 








11.2.10 








A 
向 量 场 为 





5 








既 已 知道 2° 给 出 无 穷 远 处 
‘et 


F- 


明 它 . 按 此 方式 进行 下 去 


机 来 证 





明 , 它 


J 以 用 (11.18) 来 代数 


























, 又 会 


洛 朗 级 数 作 为 多 极 子 展开 








上 面 的 思想 使 我 介 
有 3 阶 极 点 外 , f(z) 为 解析 的 . 第 9 章 告诉 我 们 , f(z) 有 以 下 形状 的 洛 朗 级 数 : 


E 奇 点 z = 0 附近 , 它 的 性 态 由 

















I Fie BH 








级 数 和 留 数 定 到 








WERT, 那么 , z! 的 流利] 
相应 于 无 穷 远 处 的 四 极 子 . 也 可 以 用 (11.19) 来 从 代数 上 证 
得 知 2? 相应 于 无 穷 远 处 的 八 极 子 [练习 ], 依 此 类 推 


EE 有 了 新 的 视角 . 




















FE 无 穷 远 处 有 一 个 源 和 一 个 汇 一 样 . 为 了 使 这 个 想法 真正 








SME. 
e> 00 时 , 确实 有 D(z) 一 0. 但 是 如 
成 正比 地 增长 , 使 得 (S/e) = 常数 = kn, W e 一 co 时 电荷 对 的 场 趋 
iy D(z) = —ke'?. 












































易 知 , 它 是 











旋 的 组 合 
为 了 可 视 化 地 掌握 这 种 展 


车 加 而 成 的 . 





个 四 极 子 、 





所 以 洛 朗 级 数 的 主 


























AAA 





要 稍微 离 
































场 的 精 有 
我 们 








再 大 一 点 ， 


常 接近 奇 点 处 , 这 个 场 完 


开 一 点 点 , 四 





在 不 远 不 近 处 , 我 们 清 


1A 





7 2, ws! 


AW 


啊 比 之 第 


全 由 
的 影 











极 子 

















因为 这 些 流 线 是 沿 方向 a 的 平行 直 
是 就 会 得 到 类 似 于 图 10-11b 


中 图 10-3 的 那 一 对 源 和 汇 
的 流 将 近似 地 有 常 值 的 速度 和 方向 . 如 果 源 和 汇 都 退 向 无 穷 
MART, 则 对 于 常 值 场 的 近似 就 会 越 来 越 好 . 障 
任意 有 限 远 点 处 场 的 大 小 会 不 会 
也 看 到 : 当 


H 
N 








FEAF? 





IE 














BEBR T A 








E 原 点 处 


(11.20) 


学 家 所 说 的 多 极 子 展开 . 


图 11-16 所 示 


R 的 一 个 典型 的 P. 在 

















-E 


特征 是 有 









































2 项 的 偶 极 子 , 就 有 


























楚 地 看 到 一 个 偶 极 子 场 的 两 个 环 这 一 




















的 形状 将 ! 























与 图 
































11-12 比较 , 在 此 
aoe 

















部 分 都 可 

















四 极 子 和 偶 极 子 相 对 于 第 1 项 的 源 / 涡 旋 组 
留 数 p 决定 . 请 
再 继续 向 外 走 , 比方 说 远 远 超越 单位 
以 忽略 不 计 了 . 

















所 衰落 了 . 
特征 . 最 后 , 如 果 距 
E, 都 要 退 居 后 位 了 , 这 时 ， 
图 中 p= 
个 主 部 比 之 (11.20) 的 其 余 
首先 是 a 变 得 很 重要 , 然后 bz 取而代之 , 如 此 等 等 


说 实在 


4 个 环 , 但 是 上 


-2 决定 , 而 主 部 的 波 利 亚 


个 偶 极 子 和 一 个 如 图 11-12 ASHE A A 
部 就 是 物 
式 的 意义 , 请 看 
页 的 四 极 子 统治 








ENN, 








A+iB. 





E 离 


. 这 样 ， 
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高 的 多 极 子 , 没有 终止 . 


当 我 们 接近 无 穷 远 点 时 , 这 个 场 先是 像 一 个 作 
然而 和 接近 极点 不 同 , 在 我 们 走向 无 穷 远 处 的 旅程 中 , 我 们 经 历 的 是 阶 数 越 来 越 




















图 11-16 


当然 , 一 般 的 f 还 可 能 有 其 他 奇 点 , 当 |z| 增加 到 接近 原点 和 最 近 的 另 一 个 奇 






































RT, 然后 像 一 个 四 极 子 , 如 此 等 等 





点 的 距离 时 , (11.20) 就 不 再 有 意义 了 . 但 无 论 如 何 , 在 (11.20) 仍然 有 效 的 区 域内 ， 
我 们 总 可 以 把 非 负 究 想 作 代表 无 穷 远 处 的 多 极 子 . 





总 结 起 来 说 , 洛 朗 级 数 和 留 数 定理 














Eo 以 从 物理 











上 这 样 来 到 
流 和 流量 的 唯一 一 项 是 (p/z), 它 又 可 以 分 解 成 一 个 强度 为 W 











E 解 : 会 生成 非 零 的 环 
= —2nilm(p) 的 涡 旋 








和 一 个 强度 为 F = 2xRe(p) 的 源 的 组 合 . 所 有 其 他 的 项 则 相应 于 既 不 生成 环流 又 
不 生成 流量 的 多 极 子 , 其 中 有 限 多 个 位 于 各 个 极点 处 , 其 余 的 则 位 于 无 穷 远 处 . 








11.3 


11.3.1 引言 
































相 图 用 起 来 这 样 方 便 , DBI EAs 
在 本 节 中 我 们 会 看 见 , 如 果 一 个 向 量 场 或 者 无 ; 
种 画 相 图 的 特殊 方法 , 使 得 长 度 也 能 表示 出 来 . 
虽然 最 终 我 们 要 考虑 解析 函数 的 流利 亚 向 吉 


复 位 



































场 写作 H. 


11.3.2” 流 函数 


现在 设 H 是 一 种 流体 的 无 源流 . 形变 定理 (11.9) 告诉 我 们 , 如 果 一 
接 两 个 定点 , 则 穿 过 此 曲线 的 流量 与 曲线 的 选取 无 关 . 这 样 , 如 果 KK 是 由 任意 














别 考 虑 无 源 性 和 无 旋 性 的 意义 仍 是 有 启发 的 , 考虑 到 最 终 











EH, 它 是 既 无 源 又 无 旋 的 , 但 
的 目的 , 我 们 继续 把 














记 , 一 般 说 来 它们 不 能 表示 向 量 的 长 度 . 
原 或 者 无 旋 , 或 者 二 者 兼备 , 则 有 
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nj E 








条 曲线 连 
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a 到 动态 z 的 回路 , 则 罕 过 它 的 流量 





pi 


Vv(z) = F[H, K] 


将 是 z 的 适当 定义 的 函数 , 称 为 流 函 数 . FEAA a, 则 新 的 流 函 数 与 老 的 流 函 
数 只 差 一 个 附加 常数 . 

设 z 位 于 过 a 的 流 线 上 任意 地 方 , 见 图 11-17. 选 K 为 此 流 线 上 由 a 到 zz 的 
一 段 , 我 们 看 到 W(z) = 0. 类 似 地 , Beg 位 于 过 另 一 点 p 的 流 线 上 某 处 . 取 KK 为 这 
样 的 路 径 : JEM a 到 p, 继 之 以 由 p 到 9 的 流 线 , 我 们 看 到 Yq) = Wp). 换言之 ， 




















is 


是 流 函 数 的 水 平 曲线 . 





z 
ee 
|) 


图 11-17 


我 们 现在 不 再 如 以 前 那样 随机 地 画 一 些 流 线 来 做 相 图 , 而 按 如 下 方式 做 图 : 选 
一 个 数 k, 只 做 W = 0, k, 42k, 43k,- 这些 流 线 . 见 图 11-17. 用 这 个 特殊 方法 做 
HAHEI, 则 流速 将 由 这 些 流 线 密集 的 程度 来 表示 . 现在 来 论证 这 一 点 , 并 且 把 它 弄 
导 更 准确 . 
因为 没有 流体 穿 过 流 线 , 所 以 我 们 可 以 把 两 条 相 邻 流 线 之 间 的 区 域 看 成 一 根 管 
道 , 而 流体 就 在 此 管道 中 流动 . 连接 管道 两 侧 的 任意 一 段 曲线 都 有 相同 流量 , BY. 
这 样 我 们 就 可 以 采用 法 拉 第 和 麦克 斯 韦 的 语言 , 比较 定量 地 称 这 个 管道 为 流 管 . 

11-17 中 的 阴影 区 域 就 是 这 样 一 个 流 管 的 一 部 分 , 其 开始 处 和 结尾 处 的 截面 
都 画 成 垂直 于 流 线 〈 长 度 分 别 是 e 和 e). 如 果 k 选 得 充分 小 , 则 在 每 个 截面 的 
各 点 处 , 流速 v = H| 都 近似 地 相同 , 故 可 设 在 两 个 截面 上 的 流速 分 别 为 wm 和 ve, 
而 流入 和 流出 这 个 阴影 区 域 的 流量 分 别 近 似 地 为 erv 和 cove CAE FORD . 
当 % 取得 越 来 越 小 时 , 这 两 个 近似 值 也 就 越 来 越 精确 , 即 有 

k k 


vV = —; V2 = —. (11.21) 
Ej E2 
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为 了 维持 币值 的 流量 , 管道 变 宽 时 , 流速 就 一 定 下 降 . 
总 结 起 来 有 : 
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用 天 流 管 做 一 个 无 源 向 量 场 相 图 如 上 . Hk RAR, 则 在 任 
意 点 的 流速 近似 地 等 于 除 以 该 点 附近 的 流 管 宽度 . 对 于 无 穷 小 的 ” (11.22) 
k, 就 得 到 精确 的 结果 . 
然而 , 经 过 一 个 区 域 的 流 管 的 根 数 与 & 成 反比 变动 , 所 以 若 k 选 得 太 小 , 相 图 就 
变 得 挤 成 一 片 . 事实 上 , 只 要 画 少数 几 条 流 线 , 就 会 对 流速 的 大 小 有 很 好 的 感觉 了 . 
请 与 10.1.2 市 的 图 10-3 比较 . 
现在 把 这 个 想法 用 于 五 (z) = iz 这 个 简单 的 〈 非 解析 ) 的 例子 . 它 的 波 利 亚 向 


日 
Bast as Hal FO}, 
一 化 


流 线 是 一 顺 时 针 方向 绕 原 点 的 圆周 , 绕 每 个 圆周 的 角速度 等 于 




































































tat 
SS 
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半径 . 见 图 11-18. 














wt 





























虽然 这 个 向 量 场 不 是 无 旋 的 [V x H = -2], MICE [V H = 0], 所 以 具 
有 流 函 数 . 为 方便 起 见 , 令 a = 0. 我 们 已 经 知道 流 线 是 以 原点 为 中 心 的 圆周 , 所 以 
为 了 求 半径 为 R 的 流 线 上 的 亚 值 , 就 必须 找到 通过 由 原点 到 此 圆周 上 任 一 点 的 路 
径 的 流量 . 选 此 路 径 为 正 实 轴 上 由 0 到 R 的 一 段 , 我 们 看 到 


0 
ds = dz, n- NE 


me i 1 
v= |(H-Njas =| zdz = ae 

知道 了 流 函 数 以 后 , 就 能 做 出 特殊 的 相 图 了 . 令 k= (1/2), 我 们 就 知道 流 线 的 
半径 是 VI, V2,V3,…. 图 11-18 上 就 画 出 了 这 些 流 线 , 并 且 定 性 地 证 实 了 (11.22) 
的 预测 : 当 我 们 由 原点 向 外 走时 , 流 线 就 越 来 越 靠 拢 , 反映 了 流速 的 增加 . 
11.3.3 ”梯度 场 

上 面 我 们 看 到 了 , 怎样 在 已 知 流 函数 v 以 后 用 几何 语言 做 出 一 个 无 源 的 向 量 
场 H. 为 了 找到 一 个 用 本 来 表示 H 的 简单 公式 , 我 们 需要 梯度 场 VV 的 概念 . 它 
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KEXI E PTET AY Tel Gy 
Vý = | or )e- ( ony = VW =0,0 + ið. 
Oy Oy 


梯度 场 Vw 可 以 用 图 11-17 中 的 流 线 做 简单 的 几何 解释 . 为 了 看 到 这 一 点 , 我 
们 把 由 于 无 穷 小 运动 dz = dz + idy 而 产生 的 无 穷 小 变化 aw 用 点 积 表示 为 


əv d 
dv = (3P )dz + (3V )dy = | © | a ese, 
Oy dy 








如 果 dz WFR, 则 dz = 0, 所 以 VE 与 此 方向 的 点 积 为 零 . 还 有 , 如 果 dz 与 
Vy 成 锐角 , Ww 增加 . 这 样 , 我 们 有 
VU 的 方向 与 流 线 方向 正 交 , MAW 沿 此 方向 增加 . 这 样 , iV 

指向 H 的 方向 . 


见 图 11-19. 

关于 VY 的 方向 就 讲 这 么 多 ， 它 的 大 小 又 如 何 ? 在 图 11-19 〈 它 基本 上 是 
图 11-17 的 复 本 ) F, RIRE k 为 无 穷 小 ， 在 VV 的 方向 取 dz = elds, 这 里 
-0 是 VY 的 辐 角 , 我 们 就 有 dz = |Vw|ds. 特别 是 , 若 令 ds = e (k 流 管 的 宽度 ) ， 
则 dw=k. 所 以 

















(11.23) 























IVY] = (k/e). 


得 出 的 流速 公式 (11.22) v = |A| 这 样 , |YZ| = [F]. 











其 右 方 就 是 我 们 前 面 














图 11-19 


把 这 个 结果 与 (11.23) 联合 起 来 , 我 们 就 得 到 用 立 表示 H 的 简单 公式 : 








H=-iVy S$ mel on | (11.24) 
—0,0 

















请 对 我 们 前 面 的 例子 五 (z) = iz 试 一 试 这 个 公式 . 对 那个 例子 我 们 已 经 知道 , 波 利 
亚 向 量 场 有 流 函 数 丈 = (x? + y?)/2. 



































446 第 11 章 向 量 场 与 复 积分 





现在 考虑 下 面 的 问题 :“ 如 果 还 要 求 H 为 无 旋 的 , 则 w 还 必须 满足 什么 附加 
的 条 件 ?” 答 案 是 , 它 必 须 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 





AY = OU + HW = 





拉 普 拉 斯 方程 的 解 称 为 调和 函数 , 所 以 我 们 可 以 把 这 个 结果 重 述 如 下 : 


当 且 仅 当 流 函 数 为 调和 函数 时 , 无 源 场 才 是 无 旋 的 . 








证 明 只 是 简单 的 计算 : 





11.3.4” 势 函数 

下 一 步 设 H 是 已 知 其 为 保守 的 ( 即 无 旋 的 ) 力 场 . 这 时 , 是 功 而 非 流量 与 路 径 
无 关 . 这 样 , WR K 是 由 任意 定点 a 到 动 点 z 的 回路 , 则 这 个 场 对 于 沿 K 运动 的 
单位 质量 的 质点 所 做 的 功 是 > 的 一 个 适当 定义 的 函数 







































































5(z) = WIE, K]. 





这 个 函数 称 为 势 函数 ， 然 而 在 不 同 前 后 文中 又 有 不 同 的 名 称 , 例如 静电 学 中 称 为 
“静电 势 〈 位 ) ”, 流体 力学 中 称 为 “速度 势 "， 而 在 热流 的 情况 下 就 是 我 们 熟知 的 温 
E. 和 流 函 数 的 情况 一 样 , 男 选 a 点 只 会 对 D 添加 一 个 附加 常数 . 

现在 我 们 来 对 更 进行 以 前 对 o 进行 过 的 研究 . 水 平 曲线 6 = 常数 称 为 等 势 
(位 ) 线 . 它 的 几何 意义 是 什么 ? 正如 图 11-20 所 示 , 答案 是 : 

























































































等 势 线 是 力 线 的 正 交 轨迹 . (11.25) 

















理由 是 很 清楚 的 , 把 质点 由 a 移动 到 p 需 做 一 定 的 功 5(p), 再 沿 过 p 的 正 交 轨迹 
移动 到 q, 则 不 需要 为 外 的 能 量 . 这 样 , Dp) = 5(9). 

在 图 11-20 上 , 仿照 图 11-17 Pee aan WOE, 我 们 没有 画 出 随机 的 
等 势 线 : 只 画 了 & = 0,41, +21, - 这 些 流 线 . 在 此 图 上 , 把 质点 从 一 条 等 势 线 
移动 到 紧邻 着 的 下 一 条 ， 定量 1 的 功 . 所 以 我 们 把 这 样 两 条 相 邻 的 等 势 线 
所 围 成 的 区 域 称 为 一 个 1 功 管 . 

设 1 取得 很 小 , 考虑 把 一 个 质点 移 过 图 11-20 中 的 短 截面 6 所 做 的 功 . 对 于 趋 
PHY 1, 我 们 发 现 
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m= 


A (11.26) 
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这 样 , 力 的 大 小 将 由 等 势 线 的 拥挤 程度 来 表示 : 





Al 11-20 





设 保守 力 场 的 等 势 线 是 按 上 述 方式 由 1 功 管 构 成 的 . 如 果 1 选 
得 很 小 , 则 在 任 一 点 , 力 的 大 小 将 近似 地 由 1 除 以 这 个 功 管 在 此 点 附 (11.27) 
近 的 宽度 来 表示 . 当 ! 为 无 穷 小 时 , 所 得 的 结果 是 准确 的 . 


因为 梯度 场 V6 自动 地 垂直 于 等 势 线 而 且 大 小 为 (1/6)， 故 可 将 (11.25) 和 
(11.27) 综合 为 一 个 简单 的 公式 : 


H = Vö H ( and (11.28) 


最 后 , 再 设 A 是 无 源 的 . 因为 


V-H= Bea Vad Gee = Ad, (11.29) 
Oy O,P 

























































































我 们 看 到 


保守 力 场 为 无 源 的 , 当 且 仅 当 其 势 函 数 为 调和 的 . (11.30) 


11.3.5 ”复位 势 

现在 我 们 关于 无 源 且 无 旋 的 向 量 场 互 已 经 知道 了 两 件 事 : (i) 8 A w 均 存 在 ; 
(ii) 它 是 一 个 解析 函数 的 波 利 亚 向 量 场 . 我 们 在 本 节 中 将 要 试图 说 明 这 两 件 事 的 联 
系 . 












































既然 5 Al w 均 存 在 , 我 们 可 以 把 图 11-17 和 图 11-20 类 型 的 图 形 欠 加 起 来 , 这 
样 , 同时 用 互相 正 交 的 流 管 和 1 功 管 来 把 流 分 制 开 来 . 在 画 这 样 一 个 图 形 以 前 ， 
我 们 先 取 功 的 增 量 与 流 的 增 量 在 数值 上 相同 : l= k. 






































我 们 把 一 个 流 管 和 一 个 天 TAC TT Kae AS k 胞 腔 . 我 们 已 经 
知道 & 胞 腔 的 相 邻 两 边 成 直角 , 所 以 对 于 小 的 有 , 它们 近似 地 为 矩形 . 这 样 的 矩形 
的 两 边 , 我 们 以 前 考虑 过 , HKEE e 与 6. 但 是 , 把 (11.21) 和 (11.26) 综合 起 来 ， 
我 们 就 看 到 






































所 以 


及 胞 腔 在 一 0 时 的 极限 是 正方 形 . (11.31) 

















图 11-21 的 左 图 画 出 了 怎样 把 流 场 近似 地 分 割 成 正方 形 & 胞 腔 . 我 们 在 右 图 上 特 
地 用 黑色 标 出 了 5 = 11k Al y = 3k W k 胞 腔 , 请 把 其 余 的 流 线 和 等 势 线 标 出 来 
[练习 ]. 这 种 标志 方法 是 唯一 的 . 

































































注意 , 只 要 对 很 小 的 画 出 了 这 个 特殊 的 相 图 (包括 等 势 线 ) , |, Hdz 的 值 就 
很 好 求 了 . 因为 如 果 工 穿 过 m 条 等 势 线 和 n 条 流 线 , 则 k(m + in) 就 是 此 积分 很 
好 的 近似 值 . 如 果 L 穿 过 同一 条 等 势 线 或 流 线 不 止 一 次 , m All n 应 该 怎样 计算 ? 
顺便 提 一 下 , 麦克 斯 韦 对 于 大 胞 腔 给 出 了 一 个 很 有 趣 的 物理 解释 ( 见 Maxwell 
[1881])“， 设 向 量 场 表 示 一 种 流体 的 流 , 而 此 流体 在 单位 面积 上 有 单位 质量 ， 在 
k 一 0 的 极限 状况 下 , 在 任 一 胞 腔 内 , 速度 v 都 取 常 值 , 而 且 在 此 胞 腔 内 的 流体 的 


动能 是 





































































































Sc Al 1 2 oe 
动能 = 了 (面积 )o2 = ie (£) = l, 











@ 42M. Kline 主编 的 论文 集 (Mathematics in the Modern World, W. H. Freeman & Company, 
1968) 中 有 一 篇 麦克 斯 韦 传 , 作者 是 纽曼 (James R. Newman) , 对 于 麦克 斯 韦 如 何 用 流体 模型 解 
释 电 磁 现 象 , 有 很 精彩 而 且 通 俗 的 解释 . 对 于 理解 本 书 这 几 章 很 有 好 处 . 此 书 有 中 译本 , 由 齐 民 友 等 
VE, 书 名 《现代 世界 中 的 数学 》, 上 海 教育 出 版 社 , 2004. 所 引用 的 纽曼 一 文 见 该 书 第 98~117 W. 
一 译 首 注 
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每 个 天 胞 腔 都 含有 相同 数量 的 能 量 , 要 计算 某 个 区 域 中 的 总 能 量 , 只 
需 计 算 此 区 域 中 所 含 的 上 胞 腔 的 数目 即 可 . 

















如 果 我 们 把 这 个 向 量 场 重 新 解释 为 静电 场 , 并 把 “能 量 ” 重 新 解释 为 静电 能 , 这 
结果 仍然 有 效 . 麦克 斯 韦 正 是 在 这 样 的 解释 下 发 现 这 个 结果 的 . 
结果 (11.31) 与 复 分 析 有 密切 的 关系 . 为 了 看 出 这 个 关系 , 把 势 函 数 和 流 函 数 
合并 成 单个 复 函 数 OQ, 称 为 复位 势 : 

Q(z) = D(z) + iW(z). 
回 到 在 本 书 中 一 直 占 主要 地 位 的 观点 , 把 8 想 成 一 个 映射 , 图 11-21 的 右 图 画 出 了 
特殊 相 图 在 此 映射 下 的 象 : 


复位 势 映 流 线 为 水 平 直线 , 映 等 势 线 为 铅 直 直 线 . 进一步 看 , 它 映 每 
一 个 正方 形 的 天 胞 腔 为 边 长 为 大 的 正方 形 . 这 样 , 2 是 解析 映射 . 
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我 们 可 以 用 公式 来 验证 这 一 点 . 4 (11.24) 与 (11.28) 相等 , 即 得 
(ae (Se) 
DG -Ov 人 
这 正 是 2 的 CR 方程 . 


复位 势 的 伸 扭 是 什么 ? 考虑 图 11-21 左右 两 图 的 黑色 胞 腔 就 会 发 现 , 如 果 过 > 
的 流 线 与 水 平方 向 的 夹 角 是 0, 2 在 > 点 的 扭转 角 就 是 -0, 这 也 就 是 A(z) 的 辐 角 . 
我 们 也 看 到 , 2 的 伸缩 率 是 (k/e), 这 也 就 是 || = ||. 所 以 ， 

=H 

既然 H 是 一 个 解析 函数 的 导数 , 它 自己 当然 也 是 解析 的 . 这 样 就 得 到 了 以 下 事实 
的 第 二 个 更 加 几何 化 的 证 明 , 这 个 事实 就 是 : 无 源 又 无 旋 的 向 量 场 类 和 解析 函数 的 
波 利 亚 向 量 场 类 是 一 致 的 . 

OQ = 五 这 个 结果 也 可 以 用 式 子 来 验证 . 把 2 的 CR 方程 之 一 代入 (11.28), 就 
得 到 






































































































































H = V@ = 0,8 + idy® = ,6-0V = R= M. 

当 我 们 把 一 个 解析 函数 f 看 作 一 个 共 形 映射 时 , j 就 表示 它 的 伸 扭 . 但 是 因为 
任何 一 个 这 样 的 函数 又 可 以 看 作 一 个 流 的 复位 势 , 我 们 现在 就 有 了 导数 F 的 另 一 
个 解释 , 即 是 由 f 所 描述 的 流 的 速度 的 共 轿 . 相应 地 , 我 们 对 于 临界 点 也 有 了 新 解 
RE: 它们 就 是 速度 为 零 之 处 . 这 种 点 称 为 流 的 驻 点 . 
通过 对 无 源 性 和 无 旋 性 的 意义 分 别 考虑 , 我 们 就 能 理解 非 解析 函数 的 波 利 亚 向 
Dy: 它们 可 能 有 流 函 数 或 者 势 函 数 , 但 不 能 二 者 兼 有 . 如 果 我 们 从 一 开始 就 限于 
完 解析 函数 的 波 利 亚 向 量 场 , 则 可 以 更 快 地 得 到 复位 势 如 下 (但 是 稍 欠 局 发 性 ). 
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= fan 
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若 工 是 从 任意 定点 a 到 动 点 z 的 回路 , 我 们 可 以 定义 


B= i H(w)dw = WH, L] + iF (HT, 1). 

















=> 


晶 是 我 们 在 第 8 草 中 已 经 看 到 , A H 为 解析 的 , 则 此 积分 与 路 径 工 无 关 , 而 为 适 
定义 的 函数 














LK 


Q(z) = | H(w)dw = &(z) 十 还 (2)， 


























它 在 事实 上 是 H WRZ. 更 明确 地 说 , 由 p 点 到 9 点 的 回路 L 的 象 RL) wie 
五 沿 工 的 积分 之 黎 曼 和 所 走 的 路 径 . 于 是 , 积分 值 是 连接 QL) 的 起 点 到 终点 的 向 















































faa 


























(1) 我 们 在 前 面 就 已 经 宣称 , 偶 极 子 H = (1/2?) 的 流 线 是 完美 的 
你 给 出 简单 的 几何 证 明 . 下 面 是 妃 一 个 利用 其 复位 势 的 证 明 : 
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I 





周 , Hi 
























































= 1 1 
H= => B=- þe: 
z zZ 之 


流 线 就 是 水 平 直 线 在 映射 8-1(z) = 一 1/(z 一 c) FINK. 因为 这 是 一 个 反 演 , 直线 在 
反 演 下 的 象 一 定 是 经 过 原点 的 圆周 . 

(2) 一 个 向 东 的 均匀 流 具 有 复位 势 2 = > 如 果 我 们 把 一 个 复位 势 为 2 = (1/2) 
的 偶 极 子 放 到 这 个 流 中 (也 就 是 把 例 1 那样 的 偶 极 子 放 进去 ) , 这 两 个 单独 的 流 就 
会 个 加 成 为 一 个 新 的 流 , 而 其 复位 势 也 就 是 它们 二 者 的 复位 势 的 辣 加 : 





















































1 
Az) = z+ 一. 
(2) =2+- 

















请 用 计算 机 验证 , 这 个 新 流 的 流 线 和 等 势 线 如 图 11-22 所 示 . 请 注意 由 偶 极 子 发 出 
的 流 线 被 均匀 流 扭曲 变形 , 而 不 再 是 完美 的 圆周 , 但 是 越 靠 近 原 点 , 扭曲 就 越 小 . 
















































































图 11-22 
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(3) 位 于 原点 的 强度 为 2r 的 源 具 有 向 量 场 五 = 





(1/2). 


发 出 的 路 径 工 来 计算 功 与 流量 , 就 会 得 到 其 复位 势 为 


Q(z) 


= (z) + iW(z) 


= log; (2) 




















它 的 功 更 是 单 值 的 , 但 


完全 有 道理 的 , 因为 每 








当世 





请 注意 Q(z) 的 单 值 ; 

















[ 逆 








是 流量 本 是 多 值 


WR CBN S82 ee 8) 2-7 




















如 果 我 们 沿 着 从 z= 1 


= In |z| + iðz(z). 


函数 , 其 各 个 值 相差 2r 的 整数 倍 . 这 是 


绕 过 源 一 周 , 它 就 会 截 全 部 输入 源 点 的 2x 条 流 线 一 次 . 


势 线 映 为 水 平 与 垂直 的 直线 














如 果 我 们 想 要 得 到 单 




















可 以 了 . 图 11-23 中 的 阴影 区 域 D 就 是 


值 的 复位 势 ， Rete ay 











1(z) = ez 确实 把 这 个 源 点 的 流 


线 与 等 














FE 意 于 不 包含 源 点 的 单 连 通 区 域 就 








个 例子 . 








两 条 路 径 都 可 以 互相 变形 
举 一 个 例子 , 对 于 图 11-23 的 那个 特定 的 





的 人 
同 值 . 









































而 不 必 离 





区 域 D, Y HE 
分 别 是 (0/4) 和 (9/4). 然而 若 取 另外 的 D, 则 在 这 两 


完全 位 于 





(11 





于 DD 内 的 由 1 到 zz 的 
F D, 所 以 也 就 不 会 越过 源 点 , 从 而 不 改变 流量 . 
+ i) 和 (2 + 2i) 处 唯一 




































































图 11-23 
一 般 说 来 , 如 果 D 是 一 个 单 连通 区 域 , 五 在 其 
利 亚 向 量 场 H E D 中 必 有 单 值 的 复位 势 . 
11.4 J 
1. 对 以 下 各 个 向 量 场 X, 验证 几何 公式 (11.5) 和 (11.6), 
(i) X mi 
(ii) X = 
(iii) X = EHP z= a + iy. 
(iv) X= ,其 中 z=a+iy. 
(v) X= ae Jet, 其 中 z= re”. 




















题 


点 很 可 能 得 到 YAS 





解析 而 j 


ABA Ar A, 则 它 的 小 


给 出 散 度 和 旋 度 的 正确 的 值 . 
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2， 对 以 下 各 个 向 量 场 X, 对 已 给 的 环 路 C 计算 FLX,C] 和 WE, C), 并 把 计算 结果 代入 
(11.7) 和 (11.8) 来 验证 你 的 答案 . 
(i) X =2?,C RMB a<ae<b,-l<y<1 Zid, 并 沿 道 时 针 方 向 运行 . 
(ii) X =i(1/r?)e®, C EK ih a <r <b, 0 <0 <n 的 边界 , 并 沿 逆 时 针 方向 运行 . 




































































3. 用 计算 机 画 出 f(z) = 1/[zsinz] 的 波 利 亚 向 量 场 , 由 此 确定 f(z) 的 极点 的 位 置 和 阶 数 . 
对 于 以 下 每 一 种 C 的 选择 , 利用 在 屏幕 上 对 向 量 的 测量 来 估计 积分 fo Fdz, 然后 估计 
绕 C 的 流量 和 环流 . 在 各 个 情况 下 , 再 用 留 数理 论 算出 精确 值 来 检验 你 的 答案 . 

(i) & C 为 以 一 x 为 中 心 的 小 圆周 . 

(ii) $ C 为 以 0 为 中 心 的 小 圆周 . 
(iii) © C 为 以 7 为 中 心 的 小 圆周 . 
(iv) © C 为 以 27 为 中 心 的 小 圆周 . 

v) $ C ARB l<e<7,-1l<y<1 的 边 . 







































































































































































( 
4. & f(z) = zcosec?z, 重复 上 题 的 (i) 和 (ii). 















































5. 令 工 为 由 实数 -0 到 +0 的 回路 . 取 工 为 直线 段 , 画 出 世上 各 点 的 波 利 亚 向 基 场 来 证 明 
ze*dz 是 纯 虚 的 . 通过 计算 此 积分 的 精确 值 来 验证 你 的 结果 . 
6. 所 有 的 复 分 析 教材 都 承认 不 等 式 















































| f(s)dz 





<| vO (11.32) 























=> 














极为 有 用 , 但 就 我 们 所 知 , 还 没有 任何 一 本 教材 试图 回答 以 下 问题 :“ 何 时 等 号 成 立 ?” 这 
可 能 是 因为 , 如 果 没 有 波 利 亚 向 量 场 的 概念 就 看 不 出 来 漂亮 的 答案 〈 请 与 我 们 在 第 8 章 
中 的 意图 做 比较 ) .然而 有 了 波 利 亚 向 量 场 以 后 , 就 会 得 到 我 们 将 称 为 布 拉 顿 定理 的 结 
















































































(11.32) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 回 路 工 与 f 的 波 利 亚 向 量 场 的 流 线 成 常 角 . 




















请 解释 布 拉 顿 定理 . 
7. 继续 前 题 , 并 设 f(z) =z. 


(i) 证 明 : 如 果 工 是 极 坐标 方程 为 + = e? 的 螺 线 的 一 段 , 则 布 拉 顿 定理 的 条 件 得 到 满 
足 . 
(ii) 通过 显 式 的 计算 来 证 明 (11.32) 中 等 号 确实 如 所 预示 地 成 立 . 


8. 考虑 由 (2n 十 1) 个 强度 均 为 2 的 源 所 生成 的 流 , 这 些 源 分 别 位 于 以 下 各 点 : 





















































0, tn, 2m, =, tna. 














© 见 Braden [1987]. 我 们 在 大 约 与 他 差不多 的 时 间 独 立地 认识 到 这 一 点 . 
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(i) 若 用 Rale) 记 此 流 的 复位 势 , 证 明 
ce[(- 光 人 总 ) (ade) 8 
(ii) 略 去 上 式 中 的 常数 项 , 再 用 第 9 章 的 习题 13 导出 , 当 源 点 的 个 数 无 穷 增加 时 , 02,(z) 


趋向 Q(z) = ln [sin 2]. 
GD 用 计算 机 画 出 速度 向 量 场 V = 2", 以 验证 这 个 结果 . 
(i) 解释 为 什么 源 的 复位 势 的 导数 会 给 出 偶 极 子 的 复位 势 . 
(ii) 就 前 题 画 一 个 草图 来 预测 复位 势 为 Q(z) =  Infsin z] 的 流 的 外 
图 来 验证 你 的 答案 . 
虑 由 (11.17) 所 给 出 的 一 般 向 量 场 的 局 部 分 解 式 中 的 Cz 一 项 . 见 图 11-11. 
(i) 证 明 向 量 场 Cz 的 外 观 基本 上 与 C 之 值 无 关 . 更 准确 地 说 , 车 C = ei*, 则 o 的 增 
加 只 会 引起 向 量 场 Cz 的 整个 图 形 旋 转 , 而 且 旋转 的 速度 只 是 e9 旋转 速度 的 一 半 . 
(ii) 为 使 结果 更 生动 , 请 用 计算 机 做 出 , 当 $ 由 0 增加 到 x 时 , 向 量 场 siyz 旋转 的 动画 . 
(iii) 更 一 般 地 , 证 明 : 如 果 n 是 整数 , F(z) 或 者 表示 2, 或 者 表示 27”, Weel? F 的 向 量 
场 , WU F 的 向 量 场 旋转 $/(n 十 1) 而 得 到 . [注意 , = 一 1 是 例外 情况 (其 中 包 
括 源 和 涡 旋 ) J] 
. 考虑 一 个 流 , 其 道 的 复位 势 是 Q w) = we. 用 计算 机 画 出 它 的 流 线 , 并 且 从 数学 上 
证 明 , 这 个 流 可 以 解释 为 从 渠道 -x < Im(z) < ,Re(z) < 一 1 中 流出 的 流 . 
SAA LLY 








































































































计算 机 夯 出 
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int. 用 计算 机 和 画 出 它 的 流 线 ,， 并 且 从 数学 上 验证 这 个 流 可 以 解释 为 一 个 具有 复位 势 
Q(z) = (1/2) 的 偶 极 子 的 流 在 渠道 -x < Imz < x 中 的 限制 . 
. 继续 前 一 题 . 如 果 在 放 入 偶 极 子 之 前 , 就 已 经 有 流体 在 此 渠道 中 以 常 速 v 流动 , 则 新 的 复 
位 势 是 什么 ? 请 用 计算 机 画 出 流 线 来 验证 你 的 答案 
. RE z = 1 处 有 一 个 强度 为 2r 的 源 , 在 > 1 处 有 一 个 同样 强度 的 汇 . 把 这 一 对 源 和 
汇 放 进 具 有 正 速度 v 的 均匀 流 中 . 找 出 总 流动 的 “ 驻 点 ”( 流 速 为 零 的 点 ) 的 位 置 
(最 好 用 计算 机 ) 描述 当 w 由 0 变 到 3 时 , 这 个 流 如 何 变动 . 
. 如果 有 两 个 源 位 于 一 个 正方 形 的 两 个 相对 顶点 处 , 两 个 汇 则 位 于 另 两 个 顶点 处 , 而 且 它 们 
都 相同 . 证 明 过 此 4 个 顶点 的 圆周 是 一 条 流 线 . 用 计算 机 画 出 整个 流 来 验证 你 的 结果 . 

. 证 明 两 个 强度 相同 的 涡 旋 所 生成 的 流 线 是 卡 西 尼 曲线 ( 见 图 2-8b) , 涡 旋 就 在 焦点 处 . [请 
注意 , 你 的 结果 可 以 立刻 推广 如 下 : 具有 n 个 焦点 的 卡 西 尼 曲 线 是 n 个 强度 相同 的 涡 旋 
生成 的 流 线 , 这 些 涡 旋 就 位 于 焦点 处 .| 

. 证明 图 11-15b 中 的 流 线 和 四 极 子 的 等 势 线 都 是 双 纽 线 ( 见 图 2-9) . 
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12.1.1 ”对偶 流 


和 前 一 章 一 样 , 令 H = 2 为 一 个 定常 的 无 源 且 





其 复位 势 . 如 果 在 每 一 点 我 们 都 把 H 旋转 一 个 固 





Hy =e" H 的 波 利 ] 








地 是 无 源 和 无 旋 的 ， 

















以 下 我 们 将 集中 注意 于 一 个 特别 简单 而 且 
把 WRT ASA, H 

















到 Hayy 的 波 利 可 





流 与 调和 函数 


调和 对 偶 











[无 旋 的 向 
定 角 0, 我 们 








量 场 , 2 一 6 十 这 为 


将 会 得 到 解析 函数 








严 向 量 场 , 即 Ho = etH. 于 是 , 这 个 经 过 旋转 的 向 量 场 将 自动 
KEMA Ry =e MO. 如 果 我 们 写 出 Ro = By + iW, 则 这 
个 向 量 场 的 位 势 和 流 函 数 应 该 是 

By = (cos V)P + (sin V)W 


以 及 Wy = (cos OV — (sin V)®. 





























于 是 A = Hap =i. 在 复 分 析 中 , 标准 的 




















但 是 , 我 不 知道 流 的 共 


























步 说 , 我 们 使 用 了 波 利 
词 的 这 两 种 用 法 直接 冲突 











得 到 的 . 























i 并 不 是 把 原来 的 流 




















他 分 六 (例如 在 拓扑 学 ) 4 





幸而 , 在 数学 的 



































P, 通常 使 月 




















重要 的 情况 , 即 o = + (0/2) 的 情况 . 
向 量 场 , 我 们 给 它 一 个 专门 的 记号 A. 
PERNA A hee” PRR TH. 
LS DENS BILE, 在 数学 上 ?有 什么 联系 . 进 一 
中 倒是 有 真正 的 复数 的 共 罗 ), EEE 
DEE OE ES E BOTT 








另外 一 个 名 词 来 描述 

















这 个 情况 , 这 就 是 使 用 对 偶 一 词 . 所 以 , RAE A 为 互 的 对 偶 流 . 类 似 于 此 ， 


























我 们 也 称 对 偶 流 的 位 势 和 流 函 数 为 对 偶 位 势 包 
我 们 以 后 会 看 到 , 对 偶 流 是 一 个 很 有 月 
物 的 流动 以 后 , 对 偶 流 就 表示 静 ! 



































@ 然而 从 语言 学 来 说 , AP 


© 在 介绍 波 利 亚 向 量 
























































1 对 偶 流 函 数 ” 
的 概念 . 例如 , 在 找到 流体 绕 一 个 障碍 
EE 学 中 类 似 问题 的 静电 场 . 


轿 都 来 自 同一 个 拉丁 字 “conjugatus 





2 意 为 “ 连 在 一 g”, 








向 量 场 . 原 书 定义 A 



































变量 , 向 量 的 值 黎 























[就 已 指出 〈 见 11.2.1 节 ), CHD EERI A z BGA HE H 所 得 的 
民 共 恩 复 数 为 向 量 值 而 得 到 的 向 量 场 . 如 果 我 们 把 z 称 为 











量 场 是 指 自 变量 不 变 , 而 函数 值 变 为 原来 函数 值 的 共生 复 














BL. 原 书 说 波 利 亚 向 量 场 的 引入 造成 了 这 下 








按照 我 们 通常 的 习 1 
如 函数 w = f(z) 




















j 种 用 法 的 直接 冲突 , 就 是 指 本 应 和 



































巴 自 变量 与 函数 分 开 , 可 是 























dy 58 


成 (w,2) = (f,z) 而 把 w 看 成 一 个 泛 函 作 








法 , 则 容易 混淆 不 清 . 至 于 说 到 拓扑 学 , 在 那里 (还 





有 在 泛 函 分 析 里 ) SEA 




















Je 














上 上， 前 者 属于 另 一 个 空间 ， 


























称 为 z 空间 的 对 偶 


















































BEN. 这样 就 有 























己 是 借用 了 拓扑 学 的 ; 





m 





亚 向 量 场 , 则 应 该 把 H 所 在 的 空间 看 成 z 空间 的 对 
其 共 斩 复 数 ， 从 而 得 到 波 利 亚 向 量 场 . 所 以 原 书 作者 申明 ， 
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作为 对 偶 流 的 一 个 有 趣 的 例子 , 考虑 在 奇 点 附近 发 生 什么 情况 . 图 12-1 表明 ， 
当 3 逐渐 由 0 变 成 (r/2) 时 , 源 是 如 何 逐 渐 演 化 为 具有 相等 强度 的 对 偶 的 涡 旋 的 . 
注意 , 图 中 间 的 流 可 以 看 成 原来 的 流 和 对 偶 流 的 登 加 〈 参 见 图 11-12) . 实际 上 , 相 
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LIK 


Hy = (cos¥)H + (sinv)H. 
请 你 自己 验证 , 图 12-1 所 表现 的 流 的 类 型 的 定性 的 改变 , 在 高 阶 多 极 子 的 情况 下 不 
会 发 生 . 例如 , 偶 极 子 的 对 偶 不 过 是 另 一 个 偶 极 子 . 当 0 由 0 变 成 (x/2) 时 , 所 有 
对 应 于 3 的 中 间 值 的 流 是 否 仍 为 偶 极 子 ? 请 参见 第 11 章 的 习题 10. 































































































原来 的 源 对 偶 的 涡 旋 


Y=0 v=n/4 v=n/2 


图 12-1 
顺便 可 以 看 到 , 当 一 个 流 变 成 对 偶 流 时 , 流 线 和 等 势 线 互 换 : 对 偶 流 的 流 线 是 
原来 的 流 的 等 势 线 , 而 对 偶 流 的 等 势 线 是 原来 的 流 的 流 线 . 用 式 子 来 表示 , 这 种 互 
换 表 现在 对 偶 的 位 势 和 流 函 数 恰 好 是 : 









































$=+vy WH w=-e. 

















只 要 看 一 看 图 12-2, 这 两 个 式 子 里 符号 的 变化 就 容易 理解 了 , 此 图 描述 了 典型 
的 流 及 其 对 偶 . [图 上 实 线 是 流 线 , 而 虚线 是 等 势 线 . ] 请 回忆 一 下 , 如 果 我 们 把 这 
个 图 形 看 成 力 场 , 则 当 质 点 治 力 线 运动 时 , 场 将 会 做 功 , 所 以 原来 的 位 势 和 对 个 的 












































原来 的 流 对 偶 的 流 


图 12-2 


456 #8122 流 与 调和 函数 





位 势 都 沿 箭头 所 指 的 方向 增加 类似 地 , 如 果 看 成 流体 的 流 , 当 流 体 从 一 条 有 向 
线 的 左 侧 向 右 侧 流动 时 , 则 流量 为 正 , 所 以 原来 的 流 函 数 和 对 偶 的 流 函 数 , 都 在 图 
示 的 箭头 方向 上 增加 . 我 们 现在 就 清楚 地 看 到 了 Aw 在 同样 的 方向 上 增加 , 而 
































豆 和 下 增加 的 方向 则 相反 
如 果 已 知 一 个 复位 势 2 = 6 +i, 我 们 既 可 以 把 © 看 成 流 函 数 , 又 可 以 把 它 看 
作对 偶 流 的 势 函数 . 类 似 于 此 , 我 们 既 可 以 把 更 看 成 势 函 数 , 又 可 以 把 它 看 作对 偶 





流 的 流 函 数 反 号 . 














因为 任意 一 个 解析 函数 f =u tiv 都 可 以 看 成 复位 势 , 我 们 可 以 


把 这 里 的 用 语 转 用 于 解析 函数 , 而 说 v 对 偶 于 u, 一 w 对 偶 于 v. 

最 后 , 我 们 无 法 抗拒 至 少 提 一 下 以 上 所 述 与 肥皂 泡 ( 即 所 谓 极 小 曲面 ) 有 两 个 
奇迹 般 的 联系 . 第 一 个 奇迹 : 每 个 复 解析 函数 A(z) 都 描述 一 个 极 小 曲面 , 反 过 来 
也 对 . 第 二 个 奇迹 ， 令 9 变动 , 则 相应 于 Hol) 的 极 小 曲面 必定 会 经 历 一 个 无 拉 
伸 的 弯曲 , 在 此 过 程 中 , 所 得 到 的 曲面 全 是 极 小 曲面 ,而 且 所 有 这 些 曲面 都 有 同样 
的 内 蕴 几 何 . 举例 来 说 , 如 果 A 相应 于 所 谓 螺 旋 曲 面 , 则 A 相应 于 所 谓 悬 链 曲面 ， 














































































































图 12-3 画 出 了 它们 如 何 经 过 无 拉 伸 的 弯曲 而 互相 变形 的 过 程 , 而 且 在 此 过 程 中 出 
现 的 曲面 全 是 极 小 曲面 .” 
iti H() YX 



























































关于 极 小 曲面 这 个 迷人 问题 的 初等 介绍 , 见 Hildebrandt and Tromba [1984]; 从 
数学 上 详细 介绍 , 见 Nitsche [1989]. 






































© 作者 在 这 里 给 出 了 有 关 极 小 曲 
旋转 楼 梯 那 样 造 出 来 的 曲面 ， 这 一 点 从 图 上 可 以 看 得 很 清楚 . 悬 链 曲面 则 是 由 旋 链 线 (catenary 
curve) y = §(e? + e7?) SE y = 0 而 得 的 旋转 曲面 ， 可 以 说 它 是 仅 次 于 平面 的 最 简单 的 极 小 
. 除了 平面 以 外 , 螺旋 曲面 是 极 小 曲面 中 仅 有 的 直 纹 面 , 而 基 链 曲面 则 是 极 小 曲面 中 仅 有 的 旋转 曲 
. 作者 提 到 的 Hildebrandt and Tromba [1984] 有 中 译本 《 乌 钵 宇宙 》， 上 海 教育 出 版 社 ，2005. 


















































j 的 最 著名 初等 例子 . 螺旋 曲面 (helicoid) 是 由 螺旋 线 (helix) 如 同 造 







































































































































































































































































— 译 者 注 
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12.1.2 


我 们 知道 , 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 都 自 
FR MIL, 即 每 个 调和 函数 是 否 必 为 一 个 解析 函数 的 实 部 或 虚 部 ? 我 们 将 会 看 至 
和 实 如 此 . 就 是 说 , 若 已 给 一 个 


u 的 所 谓 调和 对 偶 , 使 得 f = ut iv 是 解析 的 . [注意 , 标准 的 用 语 , 则 称 v 为 v 的 





有 

















调和 对 偶 














WANES] 


在 往 下 讲 以 前 , 我 们 
v 十 常数 也 是 . 所 以 , 为 了 唯一 地 确定 v, 还 需要 加 
某 个 特定 的 点 为 零 . 第 二 点 : 
































u=In|z| 就 是 证 据 : v = arg(z). 





设 已 给 一 个 无 旋 向 量 场 , 我 们 知道 
一 个 实 函 数 5(z), 我 们 也 可 以 做 出 一 个 无 旋 


单 值 函 数 的 调和 对 介 














动 地 是 调和 的 . 所 以 自然 会 问 





















































怎样 


改 出 一 个 势 函数 . 但 是 反 过 来 ， 
向 量 场 H, 使 6 为 其 




















H=Y5. 




















my 


aut 
| 情况 
前 和 函数 u, 我 们 一 定 能 找到 另 一 个 调和 函数 w 即 


做 两 点 说 明 . 第 一 点 : 若 v Eu 的 一 个 调和 对 偶 , 则 
上 附加 的 条 件 , 例如 要 求 它 在 
， 可 以 是 多 值 的 , 图 12-1 中 的 
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7AN 
RA 


势 函数 , 即使 得 


如 果 P 还 是 调和 的 , 我 们 又 知道 , H 还 是 无 源 的 [ 见 11.3.4 节 (11.30)], 所 以 它 还 会 
































是 一 个 以 已 给 的 调和 函数 @ 为 实 部 的 解析 函数 . 换言之 , 我 们 已 经 证 明了 


已 知 调和 函数 $ 的 调和 对 偶 就 是 向 量 场 VB 的 流 函 数 . 





另 一 方面 ,到 又 是 VS 的 调和 对 人 

这 个 结果 意味 着 , 关于 解析 函数 的 结果 有 时 可 以 改造 成 为 关于 调和 函数 的 结 
ENTZ, 则 (F) = f(p), 这 里 (F) 
此 可 知 , f 的 调和 实 部 也 服从 平 
意 已 给 的 调和 函数 u, 总 可 以 做 


H 
N. 

















例如 在 第 9 章 
表示 了 在 任意 的 以 p 为 中 ， 
均值 定理 : 















































里 我 们 看 到 , F f= ut iv æf 


的 势 函数 ， 


























重新 考察 7.7.1 节 的 图 7-14, 又 可 以 得 到 一 个 例子 , 在 那个 图 
果 f = ut iv TEE 














心 的 圆周 上 的 平均 值 . 
(u) = u(p). 但 是 我 们 又 知道 了 , 对 于 任意 
出 一 个 解析 函数 以 它 为 实 部 , 这 样 我 们 就 得 到 了 关于 
































调和 函数 在 圆周 上 的 平均 值 必 等 于 它 在 圆心 上 的 值 . 





























AA. 既然 H 是 无 旋 的 , M y 是 调和 的 . 这 时 , 复位 势 9 = + iW A 








骨 和 函数 的 高 斯 平均 值 定理 : 











T 上 达到 《除非 在 此 区 域 中 以 = 常数 ) . 因此 , 从 调和 对 侦 的 存在 性 可 知 


va 
2NA 





He BAH KE APA, 除非 它 恒 等 于 一 常数 ， 


在 此 区 域 的 边界 上 达到 最 大 值 . 





© 原 


书 在 这 里 有 时 漏 掉 了 区 域 连通 性 的 假设 , 这 里 做 了 适当 的 补 白 . 一 一 译 者 注 


























H, 我 们 看 到 了 如 
PANT, 而 此 区 域 的 边界 是 工 , 则 u 的 最 大 值 只 能 在 
否则 它 必 定 











对 于 调和 函数 的 非 零 最 小 值 , 也 有 同样 的 结果 . 

下 面 , 我 们 给 出 在 连通 区 域 中 构造 @ 的 调和 对 偶 严 的 显 式 公 式 . 为 使 亚 为 唯 
一 的 , 我 们 要 求 它 在 某 定点 a 处 为 零 . 这 样 , 如 果 K 是 由 a F p 的 路 径 , 我 们 就 会 
有 流量 公式 
















































































Vy(p) = | (VS) . Nds. 





换 成 用 复 积 分 来 表示 , 就 是 


vip) =m || 


5 (Vaaz , 























正如 我 们 所 看 到 的 , 如 果 限 制 于 一 个 单 连通 区 域 , 5 在 其 中 调和 , 则 这 些 积分 必 为 
单 值 的 . 然而 , 若 区 域 不 是 单 连 通 的 , 或 者 6 在 其 中 有 奇 点 , 则 (一般 说 来 ) Ww 将 是 
多 值 函 数 . 

我 们 现在 以 = r? - 3zy2 为 例 来 说 明 这 些 公 式 , P 显然 是 调和 的 . 取 a = 0, 
p=X+iY, 再 选 K 为 连接 这 两 点 的 直线 段 , 其 参数 表示 为 z =z 二 iy = (X+iY)t, 
0<t<1 因为 


3z2 — 3y? 3X2 3Y? \ , 1 Y 
VD = = t 5 N SS ; 
—6yx 一 6YX VX? +Y? \ -X 
ds = VX? + Y?dt, 由 第 一 个 公式 就 得 出 [练习 ] 


y =3X?Y - YS. 




























































































换 一 个 做 法 , 因为 
VS = (3x? — 3y”) +i6zy = 32°, 


第 二 个 公式 就 给 出 





X+iY 
Y = Im I aay = Im (X + iY)? =3x?y - Y°. 
0 














第 二 个 方法 比较 简单 , 关键 在 于 我 们 有 办 法 把 YB(x, y) 写成 z 的 函数 Q(z), 
但 一 般 说 来 , 这 并 不 是 很 显然 的 . 然而 , 如 果 @ 是 定义 在 一 个 包含 了 实 轴 的 一 段 的 
区 域 中 , 存在 一 个 做 成 这 件 事 的 系统 的 方法 . 

设 此 向 量 场 限制 在 实 轴 上 成 为 V(z), 即 V(x) = VE(z，0). WR B(x, y) 是 一 
个 可 以 用 我 们 熟悉 的 函数 (例如 窜 函 数 、 三 角 函 数 、 指 数 函 数 等 ) 的 显 式 公 式 来 表 
示 的 函数 , 而 这 些 函数 又 很 容易 得 到 在 复 域 中 的 推广 , 那么 V(z) 也 就 会 有 这 样 一 
个 公式 . 如果 在 此 公式 中 把 x 换 成 复数 z, 就 会 得 到 一 个 解析 函数 V(z) 使 得 当 > 
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取 实 值 时 就 有 具有 我 们 需要 的 性 质 : V(z) = 02'(z). 但 是 我 们 在 第 5 章 中 就 已 看 到 ， 
这 意味 着 , 对 于 复 的 >, 这 两 个 函数 也 相等 . 
所 以 我 们 寻找 的 用 z 表示 O'(z) 的 显 式 公式 的 办 法 就 是 : 先 算出 VB(z, y) (不 
管 是 不 是 用 我 们 熟悉 的 初等 函数 来 算 ) , 再 令 y = 0, 最 后 再 把 z 换 成 z: 
Q'(z) = THz, 0). (12.1) 













































































例如 , 如 果 8 = cos [cos z sinh y] ei" * shy, 则 [练习 ] 
V@(x, y) = cos [cos z sinh y] e* °°" cos x cosh y + F, 


MHA Foxe 3 项 之 和 , 但 是 每 一 项 都 在 y = 0 处 为 零 . 利用 (12.1) 就 有 (z) = 
esinz cos z, TLA W = Im esinz. 



































12.2 ARAB 


12.2.1 ”调和 性 的 共 形 不 变性 


S w= f(z) 为 z 的 复 解 析 函 数 . 我 们 把 它 看 成 由 z 平面 到 w 平面 的 一 个 共 形 
映射 (而 不 看 成 向 量 场 ). z 平面 上 的 任意 一 个 实 函 数 5(z) 都 可 以 用 上 莫 写 ”( 或 
移植 ) 为 w 平面 上 的 函数 Siw) 如 下 : 

@[f(z)] = 8(2). (12.2) 

换言之 , 对 于 两 个 平面 上 的 对 应 点 , 赋予 同样 的 函数 值 . 我 们 现在 要 证 明 ( 先 用 式 子 
证 明 , 再 用 几何 证 明 ) 

调和 性 是 共 形 不 变 的 , 即 当 且 仅 当 O(z) 为 调和 时 , O(w) TRA 

和 的 l 

和 前 面 一 样 , 把 O(w) 看 成 向 量 场 了 = VO 的 位 势 . 当 且 仅 当 5 为 调和 时 , V 
才 有 解析 的 复位 势 2(w) = B(w) + iW (w), 其 中 流 函 数 Dw) 是 B(w) 的 调和 对 偶 . 
因为 f 是 解析 的 , 它 与 解析 的 Q(w) 的 复合 也 是 解析 的 : 

f(z) = BIE = G(z) + iW(2). 
这 样 D(z) 作为 解析 函数 的 实 部 也 是 调和 的 . 


在 这 个 重要 结果 后 面 有 一 个 非常 简单 的 几何 思想 . 图 12-4 描绘 出 了 检验 一 个 
已 给 的 实 函数 5 是 否 为 调和 的 可 视 的 方法 . 我 们 再 次 把 6 看 成 力 场 V = V5 的 位 
















































































(12.3) 

















































































































© 这 里 有 一 个 非常 重要 的 条 件 , 粗略 地 说 , 即 要 求 作为 一 个 映射 , S 局 部 地 是 一 对 一 的 . 否则 可 能 无 法 
定义 这 里 讲 的 “ 擎 写 ”. 认真 研究 这 里 涉及 的 问题 超出 了 本 书 的 范围 . 一 一 译 者 注 
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势 . 我 们 知道 , 当 且 仅 当 V 有 复位 势 时 , 6 才 是 调和 的 . 而 当 且 仅 当 这 个 力 场 可 以 
分 割 为 EAD) 正方 形 k eek 
为 了 验证 这 





























图 12-4 











(i) 对 于 很 小 的 大 画 出 等 势 线 : 8 = 0, +k, 42k, 43k, -- 
(ii) 选取 一 个 所 得 的 大功 管 [ 即 图 上 的 阴影 带 形 ], 再 做 KERRE 把 这 个 
管子 分 成 小 正方 形 . 
(iii) 把 这 些 直 线段 延伸 成 为 V 的 力 线 [ 即 图 上 的 虚线 ], 也 就 是 等 势 线 的 正 交 
轨迹 . 
于 是 6 为 调和 的 , 当 且 仅 当 这 些 力 线 把 所 有 其 他 的 上 功 管 也 都 分 成 正方 形 . 图 12-4a 
画 的 是 通过 了 试验 且 是 调和 的 更 图 12-4b 画 的 则 是 没有 通过 试验 , 因此 不 是 调和 
的 D. 现在 可 以 把 结果 (12.3) 看 作对 一 个 几何 试验 结果 的 预告 , 这 个 几何 试验 就 是 
共 形 不 变性 . 我 们 现在 把 这 一 点 讲 清楚 . 
(12.2) 也 在 z 平面 的 每 一 点 定义 了 位 势 5(z), 即 把 w 平面 上 相应 点 的 位 势 
P(w) 之 值 定义 为 z 平面 的 相应 点 处 的 位 势 8(z) 的 值 , 这 里 的 相应 点 w 就 是 > OF 
面 的 > 点 在 映射 4 下 的 象 . 这 样 f 把 5 k DERA D H k DE. 见 图 12-5. 最 
后 , 因为 f 是 共 形 的 , 对 5 所 做 的 试验 网 格 由 正方 形 组 成 , 当 且 仅 当 象 网 格 由 正方 
形 组 成 . 图 12-5 画 出 了 位 势 是 调和 的 情况 . 
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12.2.2 ” 拉 普 拉 斯 算 子 的 共 形 不 变性 
(12.3) 只 是 关于 拉 普 拉 斯 算 子 A 的 共 形 不 变性 的 更 一 般 结果 的 特例 : 
A®(z) = [4%(w)| OR (12.4) 


























对 这 个 结果 , 我 们 要 做 两 种 解释 
在 第 一 个 解释 中 , 我 们 要 用 流量 密度 的 语言 来 重 述 这 个 结果 . 正如 我 们 在 w OF 
面 所 做 的 那样 , 我 们 在 < 平面 上 做 向 量 场 V = VB, 并 且 希 望 弄 明 白 下 面 这 件 事 : 
































V-V(z)= lv V(w)| OR. (12.5) 








现在 考虑 图 12-6, CAE SLR A 4S SA ORE A 
Blz) = (S/A ER—-P ABH V = (3S/2)z， 且 具有 均匀 的 散 度 V-V = 5. 
对 于 很 小 的 k, 图 12-6 的 左 图 是 一 组 特殊 的 等 势 线 D= 0, th, 42k, 43k, …, 5 
强 反 比 于 两 条 相 邻 曲线 的 间隔 . 现在 对 它 做 映射 w = f(z) = cz, 就 是 先 旋转 一 个 角 
arg(c), 再 按 因 子 |c| 膨胀 . 按 定义 , 这 些 膨 胀 后 的 曲线 就 是 B(w) 的 同 值 的 等 势 线 ， 
所 以 ， 



























































1 1 9 
(w) = $(z) = slat’ = api 





MAA V = VE 有 均匀 的 流量 密度 立 .Y = S/|cj? ,于 是 这 个 特例 下 的 (12.5) 得 证 . 

















还 可 以 更 直观 一 点 . 图 12-6 比较 了 左右 两 图 中 离开 阴影 圆 盘 的 流量 . 因为 相 
邻 的 等 势 线 的 间隔 从 左 到 右 , 上 升 了 一 个 因子 Jel, 所 以 在 右 方 象 圆 盘 边缘 上 的 场 强 
就 比 左 方 要 下 降 一 个 因子 |e, 但 边缘 圆周 的 长 度 又 会 上 升 一 个 因子 |c|. 所 以 就 流 
出 象 圆 盘 的 总 流量 而 言 , 仍 与 从 原来 阴影 圆 盘 流 出 的 Y 的 流量 相同 . 最 后 , SALI 
盘面 积 右 方 比 左 方 上 升 了 一 个 因子 |d, 所 以 就 流量 密度 而 言 , 右 方 比 左 方 下 降 一 
个 因子 |cl?. 这 就 是 (12.5) 的 意义 . 
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为 了 把 这 个 思想 用 于 一 般 背 景 下 ,只 需要 认识 到 , 我 们 的 玩具 位 势 和 一 般 的 
位 势 , 就 局 部 性 态 而 言 ， 是 非常 相似 的 , 而 一 般 的 解析 映射 了 与 我 们 的 玩具 映射 
ze cz, 就 局 部 效果 而 言 , 也 是 非常 相似 的 , | 户 | 就 起 了 |c| 的 作用 . 

我 们 不 想 现在 就 把 它 完全 说 明白 ,因为 我 们 马上 就 能 给 出 第 二 个 更 简单 的 解 
RE. 然而 按照 11.2.5 节 (11.17), 在 非常 接近 zo 处 , V(z) 的 性 态 可 以 表示 为 






























































VO =V: Vo] £5) YO), 
AW Y(z) 是 无 源 的 , 当然 也 是 无 旋 的 . 相应 地 , 位 势 的 局 部 性 态 " 则 是 
1 
p(z) = i [V -V(z0)]r? + 7(2), (12.6) 

这 里 r 是 调和 函数 , 而 >= |z—20| 是 由 z 到 > 的 很 小 的 距离 . 我 们 已 经 把 一 般 情 
况 与 玩具 模型 的 关系 说 清楚 了 , 所 以 细节 就 留 给 有 兴趣 的 读者 自己 去 完成 了 . 
12.2.3 ” 拉 普 拉 斯 算 子 的 意义 

给 出 z 平面 上 的 实 函 数 O(z), 我 们 已 经 看 到 , 它 的 梯度 向 量 场 VO 是 一 个 几 
何 量 , 说 是 几何 量 , 就 是 说 它 与 表示 z 所 用 的 坐标 无 关 . 我 们 也 看 到 , 向 量 场 的 散 
度 是 其 流量 密度 的 度量 , 所 以 也 是 几何 地 加 以 定义 的 ， 由 此 可 知 ,， 拉 普 拉 斯 算 子 
46=V.V5 必 定 有 与 坐标 无 关 的 解释 . 

为 了 陈述 这 个 解释 , 回忆 一 下 , 如 果 C 是 以 p 为 中 心 的 圆周 , 而 (6) 表示 5 在 
C 上 的 平均 值 , 我 们 要 证 明 


























































































































































































































$5 在 p 处 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 度量 下 在 以 九 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 上 的 
平均 值 与 ORF E p 的 值 的 偏离 . 准确 些 说 , 若 7 为 此 圆周 的 无 穷 小 半 


径 , 则 


(8) — S(p) = Tras. (12.7) 















































请 注意 , 这 个 结果 与 高 斯 平均 值 定理 是 一 致 的 , 这 个 定理 指出 若 8 是 调和 函数 ， 
则 对 于 任意 大 小 的 圆周 , 而 不 只 是 无 穷 小 半径 的 圆周 , 都 有 (@) — B(p) = 0. 事实 上 ， 
如 果 已 经 信服 了 (12.6), 就 可 以 利用 r 为 调和 , 从 而 适合 高 斯 平均 值 定理 这 一 事实 ， 
直接 导出 (12.7) [练习 ] 

在 给 (12.7) 一 更 直接 的 证 明 以 前 , 让 我 们 回 到 高 斯 平均 值 定理 , 并 且 不 用 复 分 
析 来 重新 导出 它 ” SV = V5 为 势 函数 5 的 向 量 场 . Y 流出 半径 为 ”> 〈 非 无 穷 
小 ) 的 圆周 C 的 流量 是 [练习 ] 


@ 当然 也 可 以 用 更 的 泰勒 级 数 直接 导出 下 式 , 并 且 把 结果 重 写 , 但 是 读 起 来 就 不 那么 显然 了 . 
@ 以 前 我 们 是 利用 (f) = f(p) 来 得 到 高 斯 平均 值 定理 的 , 但 现在 此 式 来 自 柯 西 公式 . 
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O, (PD) = 0, 我 们 就 知道 (D) 





关 的 值 是 5(o). 证 毕 . 





现在 设 V 不 是 无 源 的 , 但 
CBH 11.1.5 节 (11.7)) 就 会 给 出 








FV, C] = 2rr0, (6). 


























因此 , 如 果 5 是 调和 的 , 则 Vo 是 无 源 的 , 而 由 11.1.5 节 (11.7) 即 有 F = 0. 既然 
与 C 的 半径 无 关 , & C 缩 为 p 点 , 即 得 这 个 与 半径 无 



























































是 设 其 流量 


FIV, C] = nr? Ad 以 此 代入 前 面 的 结果 , 即 有 

















BE VV = Ab 为 常数 , 高 斯 散 度 定理 






































Di ($) = Trao. 
把 它 积分 一 下 , 就 得 到 (12.7). 要 想 完成 (12.7) 的 整个 解释 , 就 只 需 看 到 任意 5 的 
拉 普 拉 斯 算 子 在 无 穷 小 圆周 之 内 总 是 常数 即 可 . 
理解 了 拉 普 拉 斯 算 子 的 意义 以 后 , 再 去 理解 由 (12.4) 所 表示 的 共 形 不 变性 就 


















































是 一 件 简单 的 事情 J 
以 方 为 中 心 的 无 穷 小 





似 地 , S Æ C 上 各 点 的 值 


在 
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析 映 射 了 把 一 个 









































以 p 为 中 心 的 无 穷 小 圆周 C 伸 扭 为 一 个 











圆周 C, 新 的 半径 由 



































C 上 的 (6). 这 样 . (12.7) HABIT 





(12.4) 可 以 由 此 直接 得 出 . 


12.3 


儿 何 迷 会 希望 有 一 


r? A®(p) = 7 






































难免 计算 走 到 理解 2 

















多 领域 里 , 大 大 节省 了 人 们 的 劳动 
BO 将 会 很 好 展示 这 个 工具 的 简 








向 量 分 析 中 的 梯 
度 向 量 场 





S 





前 ! 我 们 现在 


上 是 产 = |f lr. HEX, OP) = O(p). 类 
等 于 $ 在 C 上 的 原 象 点 处 的 值 , 所 以 C 上 的 (6) 等 于 


45(O) = 












































If (p) Pr? Ab), 


一 个 强 有 力 的 计算 工具 








个 理想 王国 , 在 这 个 国度 里 , 所 有 的 计算 都 没 必要 了 , 而 统 
统 归结 为 对 于 几何 学 所 提供 的 洞察 做 验证 ， 可惜 , 即使 本 书 的 作者 也 不 得 不 承认 ， 




















E 要 讲述 





种 强 有 力 的 计算 工具 , 它 在 复 分 析 的 许 
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和 优美 . 























节 对 于 “ 复 曲 率 ” 的 研究 〈 请 与 第 5 章 比 

















RAT V 是 作用 在 








个 实 函 数 R(x, y) 上 的 , 从 而 生成 了 梯 


vans = (9 ) a = (08 ), 


我 们 可 自由 地 把 这 个 向 量 想 做 一 个 复 函 数 〈 前 面 我 们 已 经 这 样 做 了 ) 














VR = ðR + idyR. 

















此 , 我 们 可 以 抽 选 出 复 梯 度 算 子 Y AIMEE Claes) Y 的 概念 如 




















V=0,+id, UR V=A,—id,° 
这 两 个 算 子 开辟 了 令 人 激动 的 新 计算 方法 的 道路 . 


设 已 给 一 个 向 量 场 






























































我 们 已 经 看 到 了 V 对 应 的 实 算 子 V, 可 以 形式 地 与 了 做 点 乘 和 又 乘 , 从 而 给 出 f 
的 散 度 V- f AWR V x f. 把 这 些 量 解释 为 流量 密度 和 功 密度 , 说 明 它 们 真正 是 
几何 量 , 就 是 说 它们 是 与 坐标 无 关 的 . 但 是 , 似乎 找 不 到 一 种 自然 的 方法 把 V 直接 
应 用 于 f 以 得 出 一 个 新 向 量 场 Vf. 然而 , 如 果 我 们 用 复 算 子 V 来 取代 v, 并 且 
把 三 换 成 一 个 复 函 数 f= ut iv, 那么 确实 有 一 个 很 自然 的 定义 如 下 : 






















































































Vf = (Or + idy) (u+iv) = (Ozu — Oyv) + i (zv + Oyu) . 
等 价 的 表达 式 








ae 


Vf = VutiVu = Vu + (Vv 旋转 x/2) 


能 够 使 我 们 看 到 VJ 在 几何 上 是 有 意义 的 〈 因 为 Vu 和 Vo 都 在 几何 上 有 意义 ) . 
复 梯 度 算 子 的 力量 来 自 以 下 的 基本 结果 [练习 ]: 





























AnAk 上 为 解析 的 ， 当 且 仅 当 VE = 0, 这 时 Vf = 2 了 1'.? 














容易 验证 Y 有 以 下 的 有 用 的 性 质 ; 

e V(f+9)=Vf+Vg. 

e V(fg)= fVg+g9Vf. 

e T f 为 解析 的 , 则 VF = 了 [9(z)] V9 .例如 




















Ves) = IV g ; 


。 散 度 和 旋 度 的 概念 可 以 干净 地 包含 在 Y 中 : 








Vf=V-f+iV xf. 






































类 似 地 还 有 
Vf=V-f-iVxf, 
® 也 就 是 我 们 前 面 介绍 过 的 庞 培 记号 V = 287 以 及 V = 28,. 译 者 注 
@ 这 个 结果 在 许多 文献 中 是 ee ar f 为 解析 的 充分 必要 条 件 是 Zf=0, 而 且 Za 





Fi 译 者 注 
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此 式 又 一 次 证 明了 , 一 个 向 量 场 为 无 源 且 无 旋 的 , 当 且 仅 当 它 是 解析 函数 的 
WAE H E. 

。 拉 普 拉 斯 算 子 A 可 以 干净 地 表示 为 VV = A= VV. 

你 将 在 下 一 节 和 本 章 末尾 的 习题 中 看 到 这 个 新 技巧 的 力量 . 也 可 以 在 前 几 章 
中 找到 一 些 习题 , 它们 用 新 方法 求解 更 加 容易 . 暂时 , 我 们 先 从 两 个 例子 看 看 复 梯 
度 的 用 处 . 
第 一 个 只 是 简单 地 看 到 高 斯 和 斯 托 克 斯 定理 (11.1.5 节 (11.7) 和 (11.8)) 用 复 
梯度 来 表述 多 么 干净 利落 . 令 C 是 单 连通 区 域 R 的 边界 曲线 , 则 


f sasi] vraa. 


如 果 f 是 解析 的 (Vf = 0) , 那么 立即 得 到 柯 西 定理 . 当然 , 这 不 是 一 个 新 解释 , 只 
不 过 是 前 面 的 物理 解释 的 数学 上 更 精简 的 写法 . 

第 二 个 例子 是 结果 (12.4) 的 男 一 个 推导 . $ 2 =o tiy, wu tiv, 于 是 这 两 
个 平面 上 的 复 梯 度 算 子 分 别 是 V = Op +idy 和 Vy = 0, 十 i0,. 我 们 想 要 证 明 的 结 
果 可 以 ( 比 以 前 更 少 歧义 地 ) 写 为 










































































































































































































































































VV. [f(2)] = lf’ PV TB(). 





因为 w= f(z), 直接 应 用 链 法 则 就 可 以 给 出 [练习 ] 
Ve=fVu UR V= fu. (12.8) 


例如 ， z 7 
Vif(z) = f'Vww = fi (Oy — idy) (ut iv) = 2f’ 


(本 来 就 该 是 这 样 ). 回 到 我 们 的 问题 , 就 容易 得 出 





= (V; ~ B(w) + FV Vu Bl) (注意 Vsf =0) 
= |f Vw Vw 


12.4 回顾 复 曲率 *# 


12.4.1 ”调和 等 势 线 的 几何 性 质 

设 已 给 一 个 实 函 数 O(c, y), 图 12-4 给 出 了 一 个 试验 它 是 否 调和 的 几何 方法 . 
然而 , 这 个 试验 的 第 一 步 就 是 非 几 何 的 , 因为 它 用 到 了 函数 6 的 值 , 而 不 是 仅 用 了 
| 线 5 = 常数 的 几何 性 质 . 这 就 引导 我 们 来 证 明 一 个 更 微妙 的 问题 . 已 给 一 族 曲 线 
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E, 使 它们 能 把 平面 的 一 个 区 域 填 满 , 我 们 怎么 才能 判断 是 否 存在 一 个 调和 函数 6 
使 得 5 恰好 是 它 的 等 势 线 族 ? 

例如 , 设 E 是 以 原点 为 中 心 的 同心 圆周 族 . 如 果 我 们 按照 规则 86(z) = |z| 对 每 
个 圆周 指定 一 个 位 势 值 , 就 会 得 到 图 12-4b, 其 上 的 黑色 方块 “有 麻烦 m, 所 以 这 个 
位 势 不 是 调和 的 . 但 是 我 们 现在 问 的 问题 是 , 仍然 是 同一 族 曲 线 , 能 否 按 不 同 规则 
来 指定 男 一 位 势 , 而 它 却 是 调和 的 ? 事实 是 可 以 . 只 要 令 8(z) = In|z| 就 行 ! 

如 果 对 一 族 曲线 能 够 如 此 调和 地 指定 位 势 , 我 们 就 把 “调和 ”一 词 也 推广 用 于 
这 一 族 曲 线 . 这 样 , 我 们 就 会 说 这 一 族 同心 圆周 是 调和 的 . 这 样 就 可 以 把 未 解决 的 
问题 , 简洁 地 重 述 为 










































































E 的 什么 几何 性 质 决 定 了 它 是 或 者 不 是 调和 的 ? 


回答 这 个 问题 的 方法 之 一 是 把 图 12-4 的 试验 推广 为 图 12.7 上 的 试验 . 
(i) 在 E 中 选 两 条 很 靠近 的 曲线 . 
(ii) 在 这 两 条 曲线 从 区 域 中 分 出 来 的 带 形 [图 上 的 阴影 区 域 ] 中 做 一 些 直线 段 
把 它 分 割 成 小 正方 形 . 
(iii) 把 这 些 直线 段 延长 成 流 线 [图 上 的 虚线 ], 即 E 的 正 交 轨 迹 . 
(iv) 选 一 个 这 样 得 出 的 流 管 [图 上 深 灰 色 的 区 域 ], 再 做 一 些 直线 段 把 它 分 成 小 
正方 形 . 
(v) 把 这 些 直线 段 延长 为 6 的 元 . 
于 是 , E 为 调和 的 当 且 仅 当 所 得 的 网 格 是 由 正方 形 构成 的 . 
我 们 已 经 知道 一 族 同心 圆周 是 调和 的 , 图 12-7a 表明 , 对 称 性 怎样 保证 了 它 能 
通过 试验 . 图 12-7b 则 表明 , 一 族 相 似 的 同心 椭圆 族 不 是 调和 的 . 
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12.4.2 ”调和 等 势 线 的 曲率 


我 们 现在 转 到 这 个 问题 的 第 二 个 , 也 是 更 漂亮 的 一 个 解答 . 令 5 为 正 交 于 E 的 
线 族 ) . 看 一 看 图 12-7 就 会 有 一 个 感觉 , 即 为 了 构成 正方 形 网 格 , E 中 




















中 的 





1 线 族 〈 即 流 











的 曲线 的 弯 


我 们 先 对 E 和 S 的 曲 


























1, 一 定 要 以 某 种 特殊 的 方式 与 S 中 的 曲线 的 弯曲 相 联系 . 只 要 检验 一 
下 这 两 类 曲线 的 曲率 , 就 会 发 现 , 事实 确实 如 此 . 






































线 赋 以 特定 的 方向 , 使 得 它们 的 曲率 具有 确定 的 符号 . S 
| 线 的 方向 可 以 随意 规定 , 但 E 中 曲线 的 方向 要 这 样 规定 , 使 得 由 S 的 切 向 
量 〈 按 照 前 述 的 规定 赋予 了 方向 ) 转 过 一 个 正直 角 后 就 得 到 2 的 方向 . 经 过 任意 已 







































































知 点 wo DA S 中 一 条 曲线 C, AE 中 一 条 曲线 Cs 通过 . 令 它 们 的 曲率 分 别 是 K 


和 ko, 令 81 和 s2 分 别 为 C1 和 Cy 上 的 弧 长 . 我 们 将 会 得 到 下 面 的 惊人 的 结果 : 





























E 是 调和 的 , 当 且 仅 当 Se 4 Gz = 0. (12.9) 
换言之 , 当 且 仪 当 这 两 类 曲线 的 曲率 对 于 相应 弧 长 的 变 率 , 大 小 相等 而 符号 相反 时 ， 





E 是 调和 的 . 注意 , 即使 我 们 没有 在 这 两 类 曲线 上 分 别 指定 方向 , 这 两 个 曲率 的 变 



































率 仍 然 可 以 合理 地 定义 , 因为 , 如 果 把 曲线 的 方向 反 过 来 , 则 < 和 Os 会 同时 反 号 ， 
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使 得 (12.9) 的 每 一 项 不 变 . 











图 12-8 画 出 了 对 于 图 12-7 的 同心 圆周 和 椭圆 如 何 通过 或 者 通 不 过 新 的 试验 . 


为 图 12-8a 的 
图 12-8b 4 





结果 (12.9) WOR 
5 半 所 介绍 的 “ 复 曲 率 ” 概 念 时 人 


解析 映射 矿 的 复 曲 率 向 量 场 自动 地 是 无 源 的 , AARE Y = 


1/|f"'|. 








圆周 和 直线 都 具有 常 值 曲率 , (12.9) 的 成 立 是 平凡 不 足 道 的 ， 在 
P, 在 指定 点 处 , 这 两 个 曲率 都 是 下 降 的 , 所 以 (12.9) 在 该 点 不 会 成 立 . 






























































图 12-8 





E 发 表 于 一 篇 很 有 趣 的 文章 Bivens [1992] 中 . 我 们 在 研究 第 








到 了 它 . 可 以 得 到 以 下 的 待 证 明 的 相关 的 结果 : 





(12.10) 
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(12.9) 和 (12.10) 这 两 个 结果 有 何 联系 ? 首先 要 看 到 , w 平面 上 的 族 E 为 调和 
的 当 且 仅 当 它 是 z 平面 上 的 铅 直 直 线 族 在 一 解析 映射 w = f(z) 下 的 象 . 这 是 因为 ， 
如 果 E 是 调和 的 , 则 其 势 函 数 6(w) 是 一 个 复位 势 z = Q(w) 的 实 部 , 而 此 复位 势 
映 E 为 铅 直 直 线 . 所 以 , 车 令 f(z) = R), 则 这 个 f 就 是 具有 所 求 性 质 的 解析 映 
射 . 反 过 来 说 , A E 是 垂直 直线 族 在 一 个 解析 映射 下 的 象 , 则 它 当 然 是 调和 的 , 它 
的 调和 位 势 就 是 由 此 映射 得 到 的 复位 势 Q(w) = fiw) 的 实 部 . 

这 样 , 47 E 是 调和 的 , 则 过 wo = f(zo) 的 曲线 C 和 Cs 就 是 过 zo 的 水 平 直 线 
和 铅 直 直线 在 f RAR. 但 是 按照 介绍 复 曲率 的 5.9.1 节 的 图 5-20, 我 们 看 到 (12.9) 
中 的 wi, Ko 恰好 就 是 复 映射 在 wo 点 的 复 曲 率 的 实 部 与 虚 部 : 


K(zo) =k, 十 1K2. 




















































































































































































































因为 无 穷 小 的 水 平 运动 dz FARIS) dy, 在 复 映射 /下 被 放大 |f (Co) 倍 而 成 为 
沿 Cy 和 Cs 的 运动 ds, 和 dso, 所 以 复 曲 率 的 流量 密度 为 
+ OK2 = > E + | 








ðsı Os2 

















所 以 结果 (12.10) CE K 为 无 源 的 而 其 流量 密度 为 零 ) AR ARF (12.9) 是 E 为 
和 的 必要 条 件 . (12.9) 的 充分 性 马上 来 讲 . 
为 了 证 明 结 果 (12.10), 我 们 要 利用 前 节 介 绍 的 复 梯度 技巧 , 以 后 我 们 还 会 给 出 
一 个 适当 的 几何 解释 . 我 们 需要 证 明 严 = 1/| f’| 是 复 曲 率 
a 
FARI 
的 流 函 数 , 换言之 , 就 是 需要 证 明 [ 见 11.3.3 市 (11.24)] K = —i VY. 
因为 





Pers 










































































foie: Ba a, al gate 
Succ? v(m) pey) 
所 以 我 们 需要 知道 VI 是 多 少 ， 因 为 f ERR, 所 以 fr 也 是 ， 从 而 Yf = 
0, YF 二 2 久 . 因此 




















2F IVF = VPP HV FP) = PVE + PVE = OFF" 
Ie 

PT 

把 此 式 代 入 前 面 的 方程 , 就 得 到 所 要 证 明 的 结果 : 

Ds 

a 


=> VIf'l= 
































iV% 
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要 到 





E 解 调和 怕 
































EAR (12.9) 这 件 事 也 可 以 不 必 求 助 了 








F 复 分 析 . S S 和 € 表示 向 
































































































































































































































量 场 X 的 流 线 及 其 正 交 轨迹 , 应 用 现在 的 记号 , 11.1.4 节 的 结果 (11.5) 和 (11.6) 成 
为 
VR lca, vx X= + l 
为 使 5 (或 S) 为 调和 的 , X 必须 是 零散 度 与 零 旋 度 的 , 所 以 
ð ð 
ki = ds, nix , k2 Sag ek 
此 立即 得 出 (29). 
作为 本 小 节 的 结束 , 现在 反 过 来 证 明 (12.9) 是 E 为 调和 的 充分 条 件 . S 9(w) 
为 w 平面 上 过 w 的 C1 曲线 与 w 平面 的 水 平 直线 所 成 的 角 . 所 以 w 平面 上 过 w 
的 Cy 曲线 与 水 平 直线 所 成 的 角 为 O + 3. 因为 C1 和 C 的 曲率 就 是 这 两 个 角 对 
于 这 两 条 曲线 上 的 距离 的 变 率 , 我 们 就 有 
ðO  、、 > O00 
Kı 一 Os; 以 及 D= O83 
下 一 步 我 们 来 计算 9 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 理由 一 会 儿 就 明白 了 . 因为 拉 普 拉 斯 
算 子 是 与 坐标 无 关 的 , 我 们 可 以 选用 切 于 C 和 Cs 的 方向 为 坐标 方向 , 这 样 得 出 
0 OO ð (00 OK, Ok2 
ae z Os1 (2) T Oso (£) = Os1 Ae Oso ` 


oP 





方程 (12.9) 就 表示 O(w) 是 i 








ATED, 而 这 时 它 束 是 茶 一 解析 函数 (例如 


G(w)) 的 实 部 . 我 们 现在 定义 一 





个 解析 函数 H(w) = eC x e-i9, RE H x el? 处 








处 切 于 S. 所 以 , S 和 E 恰好 是 一 个 解析 





函数 的 波 利 亚 向 量 场 的 流 线 和 等 势 线 . 证 


毕 . 
12.43 ”关于 复 曲 率 的 进 一 


再 次 设 S AE 是 > 平面 的 水 平 直 线 和 铅 直 直线 在 解析 映射 ww = f(z) FE wY 
面 上 的 象 . 于 是 它们 就 是 向 量 场 及 的 流 线 和 等 热线 , 这 里 8 是 z= Rw) = fw) 
的 复位 势 , WHH w 平面 上 的 S 和 2 映 回 到 > 平面 的 水 平 直线 与 铅 直 直 线 . 

现在 , 在 w 平面 的 wo = f(z0) 点 的 曲率 si 和 kz, 可 以 表示 为 f 在 z 平面 
的 zo 点 的 复 曲 率 的 两 个 分 量 : Ky(z0) = Ai + ink [RNE K 后 加 了 下 标 f, 因为 
我 们 马上 就 会 要 考虑 好 几 个 映射 的 曲率 .] 但 是 , 如 果 我 们 把 复位 势 2(w) 看 成 基本 
的 , 而 不 是 把 w = f(z) 看 成 基本 的 , 不 是 只 把 Rw) AVE f 的 逆 , 那么 怎样 直接 用 
Q2(w) 来 表示 曲率 呢 ? 


步 计 算 
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我 们 将 要 导出 f 在 z 点 的 曲率 Kjy(z) 与 2 在 象 点 w 处 的 复 曲率 Ko(w) 之 间 
的 一 个 十 分 简单 的 关系 式 , 以 此 来 回答 上 面 的 问题 . 因为 f(z) = 1/022'(w), 由 (12.8) 
就 有 










































































Kj = AVC) = -Aul 
= EE Ave (LD) = -9(w) Ko(w). (12.11) 











这 是 很 有 趣 的 . 回忆 一 下 , 一 个 由 z 发 出 的 无 穷 小 复数 〈 即 向 量 ) s 将 被 伸 扭 
A w 发 出 的 象 复 数 fl (ze. 这 样 , 因为 (12.11) 又 可 以 写 为 


Ko(w) = —f'(2)K5(z), 


我 们 就 看 到 , Kp (2) 就 好 像 一 个 无 穷 小 向 量 一 样 被 变换 , 不 过 它 在 w 处 的 象 是 负 的 

在 下 一 小 节 , 我 们 还 会 从 某 种 几何 视角 来 看 这 个 结果 , 但 是 在 目前 , (12.11) 就 
已 经 对 于 无 源 而 且 无 旋 的 向 量 场 的 流 线 与 等 势 线 的 曲率 给 出 了 我 们 想 要 的 结果 , 若 
用 复位 势 来 表示 就 是 : 
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不 过 这 个 结果 已 经 见于 Bivens [1992]. 

下 一 步 我 们 转 到 大 的 旋 度 . 复 曲率 就 是 函数 (Fi) 的 波 利 亚 向 量 场 . 分 母 上 
出 现 | f | 就 已 经 说 明 它 不 可 能 是 解析 的 . 这 样 , 尽管 已 经 证 明 K 具有 零散 度 , CH 
不 会 有 零 旋 度 . 那么 , 它 的 旋 度 是 多 少 呢 ? 

为 了 求 出 它 , 回忆 一 下 

























































































VE=V-K+iVxK. 








ALA Vf =0=VF", 所 以 


-via FU (oa) FO 


KH V-K=0 OCHOA) , 而 
























































See 
VxK= TFE . 
BARMI K 又 微分 了 一 次 , 出 现在 Vic m f 的 导数 的 最 高 阶 数 仍然 是 2 和 
出 现在 大 中 的 f 的 导数 的 最 高 阶 数 一 样 . 其 实 , 这 个 结果 还 可 以 重 写 为 

















V x K = -| f'|IK]?. (12.12) 


12.4 回顾 复 曲 率 * 471 























因为 Ke 是 由 了 儿 何 地 定义 的 , 又 因为 旋 度 算 子 也 是 几何 地 定义 的 , 所 以 的 
旋 度 必定 隐藏 了 关于 映射 太 的 某 些 几何 信息 〈 可 能 是 很 简单 的 ) . 不 幸 的 是 , 我 们 
迄今 还 没 能 解读 出 这 个 信息 . 
12.44 复 曲 率 的 其 他 几何 性 质 

以 上 的 结果 完全 是 通过 计算 得 出 的 , 其 目的 是 说 明 如 何 应 用 复 梯度 技巧 . 现在 
转 过 头 来 寻找 更 加 几何 化 的 解释 , 我 们 从 (12.10) 开始 . 

在 5.9.3 节 中 曾 用 几何 方法 导出 结果 (5.31)， 它 部 分 地 说 复 曲 率 的 流 线 就 是 
BA |F 的 水 平 曲线 . 图 12-9 说 明 这 一 点 : 两 条 相 邻 的 流 线 的 弧 段 被 六 映 为 
两 段 以 原点 为 中 心 的 圆 弧 ， 它 还 画 出 了 沿 着 过 a 点 的 流 线 的 无 穷 小 复数 〈 即 癌 
量 ) dza, 是 怎样 被 f’ (a) 伸 扭 为 fla) 处 的 无 穷 小 复数 "(a)dzi 的 , 它 是 沿 圆周 
FEDI = | 了 (a)| = 常数 指向 逆 时 针 方向 的 ,于 此 相应 , 过 a 点 的 正 交 无 穷 小 复数 
dzz = —idz, 被 伸 扭 为 过 f(a) 的 沿 半径 方向 指向 外 的 无 穷 小 复数 . 






















































































































































































图 12-9 








为 使 KATIE, 就 需要 它 具 有 形式 K = ivy, 所 以 VE 的 方向 必定 如 图 所 
IW CBW 上 升 最 快 的 方向 ) , W y 必定 是 | 瑚 | 的 函数 . 因为 | 在 dz 的 方向 上 
是 上 升 的 , 而 VY 指向 相反 的 方向 , ATE we 必 为 | 户 | 的 下 降 函 数 . 这 样 , 如 果 严 是 
IE 的 任意 下 降 函 数 , 则 iV 将 是 与 大 同方 向 的 无 源 向 量 场 . 余下 的 只 是 需要 证 
明 , ORE A PR Ww = 1/\f"|, K 5 Vw 的 大 小 也 相同 , 即 |K| = VA]. 

S djf'| Fl dw & |f'| Fw 的 相应 于 运动 da 的 改变 量 . 从 图 上 我 们 看 到 
d|f’| = |f"(@)|dzo, PRU Fw = 1/|f'| 有 
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12-10 画 出 了 > 点 处 的 一 个 水 


4 
N 





下 面 再 给 出 (12.11) 的 一 个 更 几何 化 的 推导 
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平 直 线段 怎样 被 映 为 w 处 的 曲线 段 , 其 曲率 为 1, 而 单位 切 向 量 记 为 &. 了 的 逆 
映射 2 则 把 这 个 曲线 段 拉 直 再 送 回 z 点 成 为 直线 段 . 所 以 由 曲率 的 一 般 变 换 规则 ， 
有 





































































































Ko-€+41/|Q|=0. 
换 名 话说, -Ko E EFT 1 /|Q"| = klf 与 此 类 似 , 正 交 于 此 方向 的 分 
BLE Kol fl. 
我 们 现在 看 见 了 由 Ky 先 膨胀 | 户 | 倍 , 再 旋转 一 个 角 arg(é), 即 可 得 到 Ko. 
但 是 z 点 处 的 一 个 无 穷 小 实数 。 也 被 f 伸 扭 为 w 点 处 与 上 同方 向 的 无 穷 小 复数 
ef’ (z), 我 们 看 到 arg(é) = arg(f’), 所 以 


—Ko(w) = f'(2)K5(2), 






























































这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 
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图 12-10 









































对 于 结果 (12.12) 也 可 以 给 出 一 个 更 加 几何 化 的 证 明 . 但 是 我 们 不 想 再 做 下 去 
T, 因为 还 不 能 确定 这 样 做 的 意义 . 
































12.5 ” 绕 障 碍 物 的 流 
12.5.1 引言 


考虑 流体 典型 的 流 , 如 图 12-11 所 示 . 从 我 们 关于 流体 无 笑 性 的 假设 [这 完全 衣 
定 是 理想 状况 ] 可 知 , 如 果 我 们 把 某 一 流 管 〈 图 12-11 的 阴影 区 域 ) 内 的 流体 突然 冻 
结 起 来 , 则 没有 冻结 的 流体 仍然 和 以 前 一 样 地 流动 . 如 果 认 为 图 12-11 表示 的 是 热 
流 , 同样 的 想法 仍然 是 成 立 的 : 如 果 把 金属 板 上 的 阴影 区 域 突然 换 成 不 导热 的 材料 ， 
则 金属 板 的 其 余部 分 的 热流 不 会 受到 扰动 . 这 个 情况 比 之 流体 的 情况 就 不 那么 理想 
化 了 . 

反 过 来 , 如 果 我 们 把 一 个 障碍 物 放 到 流 中 , 则 新 的 被 扰动 的 流 一 定 是 这 样 的 : 
障碍 物 的 边缘 B 一 定 是 一 条 流 线 , 或 者 由 几 条 流 线 构成 如 果 我 们 把 被 扰动 流 的 

















































































































复位 势 2 看 成 一 个 映射 , 以 上 所 述 就 意味 着 ， 


线 的 几 段 . 


Co 









SZ 


图 12-11 
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人 2 映 B 为 水 平 直线 , 或 一 条 水 平 直 


€ 














所 以 求 绕 着 给 定 的 B 的 流 这 个 问题 , 就 相当 于 求 具有 这 个 性 质 的 共 形 映射 0. 








事实 








述 如 下 : 求 一 个 调和 的 流 函 数 本 , 使 之 在 B | 


E, 因为 一 个 已 给 的 流 的 复位 势 只 能 人 确 
一 步 要 求 这 个 水 平 的 象 直线 就 是 实 轴 . 这 个 问题 的 
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定 到 相差 一 个 常数 , 所 以 我 们 还 可 以 进 
述 方 式 , 也 可 以 换 一 个 方式 重 
当然 , 满足 这 个 要 求 的 不 同 的 





流 有 无 限 多 . 如 果 再 加 上 其 他 要 求 , 就 会 只 有 一 个 解 , 例如 要 求 在 远离 障碍 物 处 流 
个 绕 B 的 流 合 加 起 来 将 给 出 第 三 个 这 样 的 流 . 








是 均匀 的 . 事实 上 , A 


12.5.2 ”一 个 例子 

















作为 出 现 障 碍 物 情况 下 的 流 的 第 一 个 例子 , 考虑 Q(z) = zz 十 (1/z) 的 情况 . 见 


图 12-12. 正如 我 们 以 前 讨论 过 的 那样 , 此 图 表示 在 一 个 向 右 的 均匀 流 中 于 原点 处 























碍 物 ( 即 有 阴影 的 区 











释 并 非 偶然 .| 单位 圆周 C 
下 事实 看 出 来 , 即 8 把 这 两 个 半 
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请 注意 图 上 的 网 格 在 











aq 





























Qe'*) = ei +e 8 





圆周 都 映 到 实 轴 




















= 2 cos 0. 


插入 一 个 偶 极 子 . 另 一 方面 , 对 此 图 肯定 也 可 以 做 第 二 种 解释 : 
A) 放 在 均匀 流 中 产生 的 流 . [以 后 我 们 会 看 到 , 此 图 有 两 种 解 
KL PRES Viz V = 0 的 一 段 , 这 件 事 很 容易 从 以 
的 线段 -2 < x <2: 


我 们 先 在 绕 任 意 形状 的 障碍 物 的 背景 下 来 讨论 这 个 问题 . 





对 于 绕 一 障 但 物 的 任意 的 流 , 障碍 物 的 边缘 曲线 B 都 是 
有 具 有 零 流量 . 如 果 把 这 个 障 但 物 放 进 均匀 流 中 , 则 在 B 外 (无 穷 远 点 除外 ) 没有 奇 
E CBH 11.1.5 节 (11.9)) 可 知 , 如 果 把 B 变形 为 
障碍 物 的 闭环 则 可 以 不 越过 
的 闭环 都 有 零 流量 , 这 个 


























点 , 所 以 由 关于 零散 度 流 的 形变 定型 
绕 障 但 物 的 任意 闭环 , 通过 它 的 流量 始终 为 零 . 不 包围 
奇 点 而 收缩 为 一 点 , 所 以 通过 它 的 流量 也 为 零 . 既然 所 有 



























































它 是 把 一 个 圆 形 障 








Fl 处 的 破裂 , 并 请 验证 这 两 点 都 是 流 的 驻 点 . 
虽然 这 个 流 是 绕 C 的 在 无 穷 远 处 为 均匀 的 可 能 的 流 , 但 它 绝 非 唯一 的 这 种 流 . 








流 线 组 成 的 , 所 以 B 
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流 就 不 只 是 局 部 无 源 的 , 而 且 是 完全 无 源 的 . 换 一 种 方式 来 说 , 通过 连接 两 点 的 任 
意 曲 线 的 流量 不 依赖 于 此 曲线 的 选取 . 











图 12-12 


但 是 对 于 绕 B 的 环流 / 功 来 说 , 情况 就 完全 不 同 了 , 因为 没有 任何 事先 已 知 的 
理由 使 得 此 环流 为 零 . 令 5 表示 环流 值 , 则 由 关于 零 旋 度 流 的 形变 定理 (11.1.5 节 
(11.10)) , 对 于 绕 此 障碍 物 的 任意 简单 闭环 , 环流 都 为 S, 而 对 于 不 包围 障碍 物 的 闭 
W, 环流 为 零 . 换 一 种 方式 来 说 , 这 就 是 说 闭环 的 环流 依赖 于 路 径 的 选取 , 视 其 关于 
障碍 物 的 环绕 数 而 定 . 所 以 , 沿 着 由 一 定点 到 动 点 z 的 路 径 的 环流 6(z) 是 z 的 多 
值 函数 : 如 果 这 样 两 条 路 径 构 成 的 闭环 绕 障 但 物 周 , 则 沿 这 样 两 条 路 径 所 得 的 
p(z) 之 值 相差 ns. 

至 于 把 一 个 给 定 的 障碍 物 放 到 一 定 速度 均匀 流 中 所 产生 的 流 的 唯一 性 的 结果 ， 
我 们 现在 可 以 陈述 如 下 (但 不 给 出 证 明 ): 对 于 环流 5 的 每 一 个 值 , 恰好 有 一 个 流 . 
特别 是 ， 只 有 一 个 无 旋 流 , 即使 得 9 = 0 的 流 ， 对 于 圆 形 障 人 碍 物 , 这 个 流 就 是 图 
12-12 所 示 的 流 . 

在 圆 盘 的 情况 下 , (RAH SAO 的 流 . 我 们 只 要 把 图 12-12 的 完全 无 旋 流 
与 原点 处 的 一 个 强度 为 5S 的 涡 旋 的 流 钱 加 起 来 就 行 了 . 图 12-13 画 的 就 是 具有 很 
小 的 5 之 值 的 流 . 我 们 强烈 鼓励 读者 自己 用 计算 机 验证 一 下 这 个 图 形 . 
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当 逐 渐 增 加 5 的 值 时 , 就 会 看 见 贺 周 上 的 两 个 驻 点 相向 运动 , 直到 最 终 在 i 点 
处 融合 . S 取 何 值 时 会 出 现 这 个 情况 ? 请 用 精确 的 计算 来 验证 你 的 经 验 的 答案 . 让 
S 的 值 继续 增加 , 这 个 驻 点 就 会 离开 圆周 沿 着 虚 轴 向 上 运动 , 这 样 就 会 得 到 定性 地 
与 图 12-13 中 流 不 同 的 流 , 见 图 12-14. 


Al 12-14 
现在 再 回 到 图 12-12 中 的 完全 无 旋 流 . 图 12-15 试图 比 以 前 更 细致 地 表现 其 复 


位 势 的 几何 性 质 . 图 的 上 部 , 其 实 基本 上 是 图 12-12 的 复制 , 而 下 部 则 是 它 在 复位 
势 映 射 下 的 象 . 虽然 做 这 个 图 时 希望 它 是 自明 的 , 我 们 还 是 要 给 出 以 下 说 明 . 
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的 二 


我 们 


如 果 我 们 选择 由 p 发 出 的 路 径 来 测量 环流 和 流量 , 则 Q(p) = 














图 上 的 流 是 完全 无 源 而 且 


无 旋 的 , 所 以 





Q(z) 是 z 的 单 值 






































一 的 . 


p 到 zi 和 zo BREA EA 
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VAJ 





然而 , 绝 无 两 个 严格 位 于 
盘 外 和 下 面 的 图 


( 即 有 逆 映 射 2- 









































中 连接 O 








) . [图 的 下 部 的 连接 2( 





a 
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下 面 的 图 用 黑 
点 的 曲 尺 用 








说 成 是 平面 沿 此 直线 段 做 了 一 个 切口 .] 
ERAM 
B, WA EMEA BA 

















ORTS 








盘 外 的 点 使 得 


画 了 两 条 路 径 ， 使 全 


PRA. 
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电荷 儿 乎 立刻 就 会 被 安置 











在 我 们 也 要 求 8 在 导体 边缘 上 为 常 


于 是 图 12-16 就 表示 此 藉 
与 其 轴 的 平面 上 让 
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为 C 是 原来 的 流 的 流 线 , 它 就 是 对 偶 
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的 .] 

正如 我 们 要 求 流体 的 流 W 在 障碍 物 的 边缘 为 常数 一 样 ， 
F 要 求 静 电场 在 导体 边缘 处 垂直 
E E = V5 不 垂直 于 边 


数 . 这 就 等 价 于 
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就 必定 有 导体 边缘 的 切 向 的 非 零 分 量 , 这 就 意味 着 那里 的 自由 电荷 会 受到 一 个 力 
的 作用 而 移动 , 这 与 此 场 已 经 安置 成 一 静电 场 相 矛盾 . 


























图 12-16 








图 上 还 画 出 了 负电 荷 @ 与 正 电荷 @ 在 圆柱 表面 上 的 平衡 分 布 . 这 个 分 布 应 
该 是 这 样 的 , 即 电荷 密度 正比 于 表面 上 的 《有 符号 的 ) 电场 强度 . 如 果 把 相 图 分 成 
小 正方 形 (图 12-16 已 经 这 样 做 了 ) , 这 意味 着 , 电荷 密度 正比 于 〈 每 个 单位 长 度 
上 ) 离开 导体 表面 的 电力 线 的 密度 . 为 什么 ?] 想 要 更 多 了 解 静 电学 的 物理 学 , 请 读 
Feynman [1963]; Maxwell [1881] 则 给 出 了 一 个 几何 处 理 方法 . 

12.5.3 ”镜像 法 

前 面 我 们 是 把 单位 圆 盘 放 进 均匀 流 中 , 得 到 了 图 12-12 中 的 流 , 为 了 说 明 当 同 
一 个 障碍 物 出 现时 , 还 有 哪些 不 同 种 类 的 流 是 可 能 的 , 现在 把 单位 圆 盘 放 进 这 样 一 
个 流 中 , 它 由 位 于 z = 2 且 偶 极 矩 为 -(1 +i) 的 偶 极 子 所 生成 , 看 一 看 会 出 现 什么 
样 的 流 . 因此 , 未 经 扰动 的 复位 势 是 

2,(2) = e (12.13) 

很 明显 , 扰动 后 的 流 的 复位 势 看 起 来 一 定 像 图 12-17: 在 接近 z = 2 处 和 在 远 
离 障碍 物 处 , 流 线 一 定 像 2。 的 流 线 , 而 且 单 位 圆周 也 是 一 条 流 线 . 下 面 我 们 要 用 所 
谓 镜像 法 证 明 , 图 12-17 除了 因为 要 好 看 而 有 一 点 差错 外 , 正 是 精确 的 图 . 为 了 解 
释 这 个 方法 , 我 们 从 一 个 简单 得 多 的 例子 开始 . 

考虑 位 于 (2 十 i) 处 强度 为 2r 的 源 的 流 , 如 果 放 进 下 半 平 面 作为 障碍 物 , 会 得 
到 什么 样 的 流 ? 未 扰动 的 流 的 复位 势 是 

Qu(z) = log(z — 2 — i). 


很 明显 , 扰动 后 的 流 的 复位 势 2a〈 这 是 我 们 想 去 求 的 ) 的 流 线 看 起 来 大 概 是 像 图 
12-18 那样 的 : 在 奇 点 附近 很 像 Q, 的 流 线 , 而 且 障 人 碍 物 的 边缘 也 是 流 线 . 图 12-18 





























































































































































































































478 第 12 章 流 与 调和 函数 





其 实 是 精确 的 图 , 这 样 可 以 看 出 来 : 画 出 等 势 线 [虚线 ], 把 流 场 分 割 为 小 正方 形 . 我 
们 现在 来 讲解 怎样 用 镜像 法 求 Na. 
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Al 12-18 





我 们 在 第 5 章 中 就 已 看 到 , Wt LOR REE ( 见 5.9.5 节 ) 指出 , 在 实 轴 一 侧 为 
解析 , 而 且 在 实 轴 上 取 实 值 的 函数 〈 例 如 Qa, 注意 现在 实 轴 是 一 条 流 线 , 不 妨 设 为 
Y= 0)， 必 可 通过 在 共 箔 点 取 共 斩 象 而 解析 延 拓 到 实 轴 另 一 侧 . 这 件 事 在 图 12-18 
上 看 得 很 清楚 而 且 很 生动 : 上 半 平 面 的 正方 形 网 格 经 过 对 实 轴 的 反射 就 成 为 下 半 
平面 的 正方 形 网 格 . 于 是 图 12-19 就 给 出 了 完整 的 流 . 

直观 地 看 , 我 们 发 现 了 在 出 现 障 但 物 时 可 以 这 样 来 找 出 流 : 把 障碍 物 拿 走 , 而 
在 实 轴 的 镜像 点 处 放 一 个 与 原来 的 源 同样 强度 的 源 就 行 了 . 这 样 Og 就 由 这 两 个 源 
登 加 而 成 : 






































































































































Qa(z) = log(z — 2 — i) + log(z — 2 + i). 
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请 用 计算 机 做 图 来 验证 此 式 恰好 生成 图 12-19. 
更 一 般 地 说 , 如 果 在 上 半 平 面 放置 了 许多 多 极 子 〈 包 括 源 、 涡 旋 、 偶 极 子 等 ) ， 
记 这 组 多 极 子 所 生成 的 未 扰动 的 复位 势 为 2,, 若 在 其 中 放 进 下 半 平 面 作为 障碍 物 ， 
扰动 了 的 复位 势 Qa, 将 是 这 组 多 极 子 的 未 扰动 流 , 与 它们 的 镜像 的 未 扰动 流 的 登 
加 . 注意 , 尽管 镜像 多 极 子 的 类 型 与 大 小 均 与 原来 的 多 极 子 相同 , 其 多 极 矩 的 方向 
则 不 同 . 例如 一 个 方向 为 (3 — 2i) PRE, 将 会 LETT EJ (3 + 2i) 的 偶 
IKIE. 一 般 地 说 , 上 共有 多 极 矩 8 We Pas BN A See IRIE Q 的 多 极 子 . 
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现在 我 们 把 这 个 方法 变 成 一 个 公式 . 我 们 在 第 5 章 中 已 经 证 明 , 从 已 给 的 解析 
映射 f(z) 可 以 按 下 式 生成 一 个 新 的 解析 映射 f(z): 





Fe = 了 (12.14) 






































这 个 新 解析 函数 的 物理 意义 很 容易 看 到 : 如 果 Qu 仍 表示 一 组 在 上 半 平 面 的 多 极 子 
所 生成 的 未 扰动 的 复位 势 , 则 Oe 将 是 它们 在 下 半 平 面 的 镜像 的 未 扰动 的 复位 势 . 
这 样 , 扰动 了 的 复位 势 的 公式 就 是 









































Qalz) = Rulz) + QE(z). (12.15) 























注意 , 这 个 公式 确实 满足 施 瓦 茨 对 称 原 理 : Q(z) = Rale), 所 以 实 轴 仍 是 一 条 流 线 . 
然 , 如 果 Qu 表示 下 半 平 面 的 一 组 多 极 子 生成 的 未 扰动 的 复位 势 , (12.15) 仍 是 在 
出 现 了 障碍 物 现在 是 上 半 平 面 一 一 后 的 解答 . 
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可 以 用 基本 上 相同 的 方法 来 求 图 12-17 那 种 障碍 物 为 圆周 而 非 直线 时 的 扰动 
了 的 流 . 请 再 看 那个 图 . 我 们 随意 画 出 了 一 条 流 线 = 常数 , 如 果 我 们 像 图 12-12 
中 那样 , 按 一 个 算术 级 数 来 取 WEL, 就 能 够 把 这 个 流 场 分 割 为 无 穷 小 正方 形 网 
格 , 并 使 单位 圆周 由 这 些 无 穷 小 正方 形 的 边 组 成 . 正如 我 们 在 第 5 章 中 所 看 到 的 那 
样 , 可 以 把 这 个 网 格 拓展 过 障 但 物 ( 见 图 12-12) , 但 是 这 时 必须 把 关于 直线 的 反射 
换 成 它 在 圆周 时 的 类 似 物 一 一 反 演 . 

做 了 关于 单位 圆周 的 反 演 以 后 , 就 会 得 到 图 12-20, 在 z = 2 处 的 偶 极 子 变 成 了 
在 (1/2) 处 的 另 一 个 偶 极 子 . 现在 很 清楚 , 为 了 求 出 Qa, 应 该 除去 这 个 障碍 物 , 并 
且 把 这 两 个 偶 极 子 的 未 扰动 流 登 加 起 来 . 但 是 这 个 在 (1/2) 处 的 新 侦 极 子 的 未 扰动 
复位 势 又 是 什么 呢 ? 
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图 12-20 


我 们 在 第 5 草 中 已 经 看 到 , 如 果 把 关于 直线 的 反射 换 成 天 于 单位 圆周 的 反 演 ， 
则 可 以 修改 (12.14) 以 生成 一 个 新 解析 函数 fT, 其 定义 如 下 : 


























六 





fi(z) = (2). (12.16) 


这 个 新 解析 函数 的 物理 意义 很 像 前 面 所 述 : 如 果 Qu 表示 单位 圆周 外 的 一 组 多 极 
子 所 生成 的 未 扰动 的 复位 势 , 则 Ot 将 是 它们 在 单位 圆周 内 的 反 演 象 所 生成 的 未 扰 
动 复位 势 . 类 比 于 (12.15) 的 公式 就 是 


Qalz) = Rulz) + A(z). (12.17) 


它 自 动 地 满足 关于 对 称 性 的 要 求 Qi(z) = Q4(z), 所 以 单位 圆周 也 是 一 条 流 线 . 这 
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个 结果 称 为 米尔 恩 -汤姆 森 " 圆 周 定理 . 如 果 92。 表示 一 组 全 都 位 于 单位 圆周 内 的 
多 极 子 , 则 这 个 Qa 仍然 表示 出 现 障碍 物 时 的 解答 . 强调 全 都 二 字 的 理由 , 下 面 会 要 
解释 . 

现在 应 用 这 个 方法 来 求 图 12-20 的 流 的 经 过 扰动 的 复位 势 (当然 也 就 求 出 了 
图 12-17 的 流 的 经 过 扰动 的 复位 势 ) . 如 果 2 是 由 (12.13) 给 出 的 , 则 






















































































就 容易 看 出 它 确实 是 位 于 (1/2) 处 偶 极 子 ， 因为 上 式 后 面 的 常数 项 对 流 并 无 影响 , 
所 以 它 就 是 位 于 (1/2) Abid BOY (1 -i)/4 的 偶 极 子 . 注意 , 与 关于 直线 的 反 
射 不 同 , 现在 不 仅 偶 极 矩 的 方向 受到 反 演 的 影响 , 其 大 小 也 受到 影响 : 反 演 后 的 偶 
极 子 强度 只 有 原 偶 极 子 的 (1/4). 把 这 两 个 偶 极 子 琶 加 起 来 , 我 们 就 得 到 

















































































































(1 +i) qv 


Dalz) = al) + A = AF + Se, 




















你 可 以 用 计算 机 来 验证 这 个 公式 确实 给 出 了 图 12-20 中 的 流 . 

图 12-20 和 图 12-19 一 样 有 对 称 性 , 但 是 和 以 前 的 情况 比较 , 更 为 微妙 : 由 它 
的 做 法 来 看 , 在 关于 单位 圆周 做 反 演 后 , 此 图 将 被 复制 . 如 果 把 图 12-20 We BAY Se Pk 
HE, 这 个 对 称 性 也 就 跳 到 黎 曼 球面 上 去 了 . 我 们 在 第 3 章 里 已 经 讲 过 , 关于 单位 
到 周 的 反 演 等 价 于 黎 曼 球面 关于 其 赤道 平面 的 反射 , 所 以 南半球 面 上 的 流 和 北半球 
面 上 的 流 应 该 彼此 互 为 关于 这 个 平面 的 镜像 . 看 看 图 12-21 吧 ! 请 注意 , 在 球面 上 
这 两 个 偶 极 子 的 强度 相同 . 

我 们 现在 看 到 , 图 12-12 只 不 过 是 图 12-21 的 极限 情况 , 因为 当 南半球 的 偶 极 
子 向 南极 ( 即 0) 移动 时 , 它 的 反射 就 向 北极 (co) 移动 , 而 在 oo 处 的 单独 的 偶 极 子 
的 场 将 投影 为 平面 上 的 均匀 流 . 

我 们 在 第 5 章 里 已 经 看 到 , 关于 直线 的 反射 和 关于 圆周 的 反 演 , 都 只 是 关于 曲 
线 的 施 瓦 茨 反 射 的 特例 . 我 们 现在 利用 这 一 事实 来 推广 镜像 法 . 举例 来 说 , 把 一 个 
椭圆 E 放 进 均匀 流 中 . 很 清楚 , 这 时 的 流 将 会 是 像 图 12-22 那样 的 流 . 说 这 个 流 就 
是 精确 的 流 , 仍然 可 以 从 流 场 可 以 分 割 为 正方 形 网 格 看 出 来 . 那么 , 怎样 去 分 割 呢 ? 
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® Louis Melville Milne-Thomson, 1891—1974, 英国 数学 家 . 一 一 译 者 注 
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图 12-22 

















在 关于 曲线 K 的 施 瓦 次 反射 Rk 的 情形 , (12.14) 和 (12.16) 的 推广 是 























PO = f ReO. 














例如 , 若 K 是 实 轴 (这 时 Rel) = D, W fh = ft, EK RMR Gxt 
RK(2) = 1/2), WW ft = fi. 这 样 , E OQ, EMT K 的 一 侧 的 一 组 多 极 子 的 未 扰动 
的 复位 势 , 则 以 KK 为 障碍 物 的 经 过 扰动 的 复位 势 将 是 








Nalz) = Rulz) + H(z). 





这 个 公式 自动 地 适合 OF = Na, 所 以 K 是 一 条 流 线 . 
例如 , 设 图 12-22 中 的 椭圆 E 的 方程 是 (z/2)2 +y = 1. 这 时 有 ( 见 5.11.5 


T) 
a! 


Re (z) 3 


[5 一 4 2-3]. 


所 以 , 对 于 Rule) = z, 我 们 有 

















您 可 以 





昌 计 算 机 来 验 说 


12.5 














Ralz) = 3 


[2z - v2? 3], 


绕 障碍 物 的 流 


483 




















= 
VAJ 














要 把 Qa RE (3/4) 即 可 . 


12.5.4 把 一 个 流 映 为 另 一 个 流 











我 们 前 下 











已 





经 确定 了 一 件 事实 , 即 一 个 共 形 映射 把 一 个 无 源 且 无 旋 H 





流 线 和 等 势 线 , W 











的 用 处 . 








处 有 单位 速度 ,5 


E 这 个 公式 会 给 出 图 12-22. 然而 , 并 不 是 所 有 的 事情 都 真正 
是 “似乎 是 这 样 ”". 尽管 OQ, 是 速度 为 1 的 向 右 的 均匀 流 ， Qa 对 于 很 大 的 |z| A 
速度 为 (4/3) 向 右 的 均匀 流 . 当然 , 如 果 我 们 希望 流 在 远离 椭 





是 
mi 
N 








的 定常 流 的 











为 另 一 个 同类 的 流 的 流 线 和 等 势 线 . 这 个 思想 有 许多 理论 和 











I 实际 






































它 在 理 


察 一 下 11.3.5 节 
在 右 方 给 出 另 一 个 定常 无 源 无 旋 流 . 复 
具有 速度 1 的 均匀 流 . 例 妇 
从 新 观点 来 看 , 这 就 是 一 个 四 





是 




















就 是 恒 等 映射 2 
为 了 说 明寺 
物 放 进 均匀 流 内 
图 





anj 
Li 























w= f(z), 它 是 由 > 平面 


vat 


da 








我 们 已 经 知道 把 








12-22 HAN ZEAL (z/2)2 + y? 





的 图 11-21. 对 左 方 的 定 各 无 源 无 旋 流 施 加 任意 
位 势 可 以 定义 为 特殊 的 映射 
































(2) =z. 它 也 应 该 就 是 这 样 


一 个 流 映 为 男 一 个 流 的 共 形 映射 的 实用 性 , 我 们 回 到 把 一 个 障 
的 流 这 个 问题 . 作为 一 个 例子 , 我 们 重新 来 推导 
1 的 流 . 假设 我 们 已 经 知道 一 对 一 的 共 形 映射 


, 青 求 绕 此 障碍 物 P 











E C 的 外 域 , 到 w AF EASA 
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VAJ 





上 的 单位 
Hh EME 














单位 
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论 上 有 一 个 好 处 , 它 对 于 复位 势 概 念 本 身 提 供 了 一 种 新 的 洞察 . 重新 考 
FE AB HRY 








yf, 就 


f = 2, 其 象 流 





1, 可 以 问 , 一 个 具有 速度 1 的 均匀 流 的 复位 势 是 什么 ? 
这 个 流 为 具有 速度 1 的 均匀 流 的 共 形 映射 


. 所 以 , 它 





但 
Ey 




















A) E 的 外 域 的 . 


一 个 速度 为 1 的 均匀 流 以 后 绕 C 的 流 , 对 此 流 施 以 


映射 了 就 给 出 绕 E 的 流 . 如 果 我 们 还 要 求 绕 E 的 流 在 远离 E 处 为 均匀 的 , 则 我 们 





必须 要 求 f(z) 4 

















(1/ 





回忆 一 下 5. 


椭圆 (x/a)? + (y/b)? = 1, XŒ p= (a +b)/2, q = (a — b) /2. 所 以 在 (2/2)? +y? = 


如 果 对 本 在 原 流 线 和 象 流 线 指定 


cl) BS e 同方 向 的 均匀 流 . 为什么? 


























10.2 节 的 图 5-22. 当 z = e 描 出 C 时 , w= pet + 





的 情况 , 押 求 的 映射 为 


如 图 12-23 所 示 





远离 C 处 , 这 个 映射 接近 于 (3/2)z; 可 以 看 到 , 当 左 方 的 


w= fle) =5 (3242). 








, C 被 映 为 E, 而 与 C DIE AW eek SB 共 焦 的 椭圆 . 在 
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D: 








Dl 





FE 远离 C 处 很 接近 恒 等 映 射 的 常数 倍 , 即 当 | 2] 很 大 时 , f(z) ~ cz. 
同样 的 值 , 则 象 流 在 远离 BE 处 就 将 是 一 个 速度 为 
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(12.18) 








周 变 大 时 , 它们 的 象 将 
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接近 是 它们 (3/2) 倍 大 的 圆周 . 这 样 , f 将 映 绕 C 的 流 为 , 把 E 塞 进 速度 为 (2/3) 
的 均匀 流 以 后 得 到 的 流 . 
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图 12-23 


现在 做 详细 的 计算 来 验证 确实 恢复 了 图 12-22 中 的 流 . 因为 绕 C 的 流 的 复位 
势 是 Oz) = zz 十 +, 因为 在 z 的 象 点 w = f(z) 处 , 复位 势 2(w) 的 值 按 定义 就 是 


Q(z), 所 以 有 Q(w) = zz 十 (1/2z). 为 了 把 它 表示 为 w 的 显示 的 函数 , 我 们 从 (12.18) 
中 把 z 解 出 来 , 得 到 



















































































1 
?= ņz(w+ w? — 3), 

















[为 何 只 取 + 号 ?| 虽然 我 们 可 以 立刻 就 把 它 代 入 O(w) 的 式 子 而 得 其 值 
少 用 一 点 代数 , 首先 注意 , 由 (12.18) 有 (1/2) = 2w 一 3z. 于 是 











但 是 最 好 



























































B(w) = z+ (1/z) = 2(w — z) = £ (2w — Vw? — 3). 





除了 有 一 个 因子 (2/3) 以 外 , 它 与 我 们 以 前 利用 施 瓦 茨 反射 得 到 的 公式 是 一 样 的 ， 
而 此 因子 表示 在 远离 E 处 速度 为 (2/3), 这 正 是 我 们 期 望 的 . 
作为 这 个 思想 的 另 一 个 例子 , 现在 设 把 放 进 一 个 方向 为 e* 的 均匀 流 中 . 为 
了 找到 绕 五 的 流 , 我 们 只 需要 找 出 , 当 把 C 放 进 这 样 一 个 流 时 所 得 到 的 流 , 然后 再 
以 作用 于 它 . 因为 未 扰动 的 复位 势 是 Rul) = etz, 由 镜像 法 即 知 绕 C 的 流 是 
(24(2) = Rulz) + (z) =e 2 + ae 
o = (2/4) IN, 就 得 到 图 12-24 左 方 的 流 . 右 方 则 是 对 绕 C 的 流 以 f 作用 后 所 得 
| 的 绕 E 的 流 , 也 就 是 我 们 想 要 的 流 . 请 用 你 的 计算 机 来 验证 这 个 图 . 
用 这 个 方法 , 只 要 选取 一 个 解析 映射 w= f(z), 它 把 C 的 外 域 一 对 一 地 共 形 
地 映 到 一 个 障碍 物 的 外 域 , 而 且 f(z) 在 远离 C 处 性 态 接 近 于 cz, 就 可 以 得 到 绕 无 
穷 多 个 障碍 物 的 流 , 其 复位 势 是 Blw) = fw) + [1/f-1(w)], 这 个 障碍 物 的 边缘 
是 曲线 B = f(C). 
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12.6 ” 黎 曼 映射 定理 的 物理 学 


12.6.1 引言 


回忆 一 下 , 黎 曼 映射 定理 (3.9.1 节 (3.54)) 指出 , 任意 单 联 通 区 域 R, 只 要 不 是 
全 平面 , 必 可 一 对 一 地 共 形 地 映 为 任意 其 他 的 这 类 区 域 5. 承认 了 这 件 事 , 我 们 就 
看 到 , 取 5 AAMAR D 不 会 失去 一 般 性 , 而 且 , DAB AIM, 就 有 多 少 由 R 
到 S 的 这 种 映射 , 后 来 , 7.7.1 节 (7.14) 又 指出 , 这 些 自 同 构 都 是 刚性 的 双 曲 运动 ， 
它们 具有 3 个 自由 度 . 这 样 , 我 们 想 要 证 明 的 , 就 是 如 下 的 完整 结果 : 在 RR 与 DD 间 ， 
存在 一 对 一 共 形 映射 的 一 个 3 参数 族 . 

这 个 基本 的 结果 至 少 有 两 个 标准 的 证 明 , 每 一 本 比较 深 的 复 分 析 教材 都 包含 了 
其 中 的 一 个 . 尽管 其 中 一 个 论证 (属于 克 贝 “) 本 质 上 是 构造 性 的 (因此 在 原则 上 
是 可 以 理解 的 ) , 但 是 我 们 却 未 能 找到 一 种 与 本 书目 的 相符 的 表述 方法 . 有 兴趣 的 
读者 可 以 在 Hilbert [1932] 中 找到 关于 克 贝 证 明 的 基本 思想 的 极 好 讲解 , 其 技术 细 
节 则 可 在 Nehari [1968] 或 Nevanlinna and Paatero [1969] 中 找到 .” 就 我 们 所 知 , 这 
个 思想 最 深刻 的 研究 是 由 Henrici [1986] 给 出 的 . 

但 是 还 是 出 现 了 一 个 更 明亮 的 音调 , 上 面 关 于 流 的 思想 , 将 要 使 我 们 更 深刻 地 
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® Paul Koebe, 1882—1940, 德国 数学 家 . re ULI -SUEH AUS EM ERE EAE, 似乎 本 书 作者 因为 
它 本 质 上 是 构造 性 的 证 明 , 才 说 它 在 原则 上 是 可 以 理解 的 ? 另 一 种 证 明 是 什么 , 作者 没有 提 到 . 是 否 
指 的 是 黎 曼 基于 狄 利克 雷 原理 的 证 明 ? 如 果 是 , 则 在 缺少 很 大 的 准备 之 前 , 还 很 难 在 复 分 析 的 基本 教 
材 中 向 读者 介绍 . 所 以 , 这 一 节 标 题 是 黎 曼 映 射 定理 的 物理 学 , 似乎 着 眼 于 其 物理 意义 , 而 没有 给 出 
完整 的 数学 证 明 . 一 一 译 者 注 
@ 读者 也 可 以 在 Ahlfors [1979] (中 译本 ,《 复 分 析 》, 上 海 科 学 技术 出 版 社 , 1984, 第 228 页 ) 中 找到 简 
化 了 的 克 贝 的 证 明 ; 原 书 提 到 的 Hilbert [1932] 也 有 中 译本 :《 直 观 几 何 》,， 人 民 教 育 出 版 社 , 1964; 
所 说 的 证 明 见 下 册 第 261~264 页 . 一 一 译 者 注 
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洞察 这 种 映射 的 存在 以 及 这 一 族 映射 具有 自由 度 3 这 个 事实 . 我 们 将 要 把 从 一 个 
流 到 另 一 个 流 的 共 形 映射 的 思想 反 转 过 来 , 从 而 做 到 这 一 点 . 也 就 是 说 , 求助 物理 
实验 就 可 以 得 到 一 些 流 , 而 这 些 流 则 可 以 用 来 构造 共 形 映射 . 

12.6.2 ”外 映射 和 绕 障 碍 物 的 流 


考虑 图 12-25. 它 的 上 部 画 的 是 一 个 障 但 物 R 被 塞 进 速度 为 1 的 均匀 流 中 . 如 
果 我 们 不 引入 绕 R 的 环流 , 前 面 已 经 说 过 , 这 个 流 是 唯一 的 . 下 一 步 , 在 图 上 任 选 
一 点 [图 上 未 标 出 ] 并 由 此 点 出 发 来 计算 环流 和 流量 , 也 就 是 选 一 个 点 使 得 在 此 点 
势 函 数 D 和 流 函 数 到 均 为 零 . 再 用 很 小 的 来 做 WEM k 功 管 , KR RY 
外 域 分 成 近似 为 小 正方 形 的 大 胞 腔 . 和 通常 的 做 法 一 样 , 设想 大 趋 于 零 , 则 这 些 K 
胞 腔 最 终 成 为 正方 形 . 




































































图 12-25 














如 图 所 示 , Wa Alb 是 R 的 边缘 上 的 驻 点 (其 次 序 是 使 流 由 a 流向 5) ,再 令 
S 和 So 是 边缘 流 线 上 连接 这 两 个 驻 点 的 曲线 段 . 因为 流 是 完全 无 旋 的 , 沿 51 和 
So 的 环流 必 相 等 , 其 公共 值 就 是 a 和 5， 的 位 势 差 
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用 几何 语言 来 说 , 就 是 毗邻 于 S 和 S 的 小 正方 形 的 个 数 一 定 相同 . 因为 天 功 管 以 
等 势 线 为 管 壁 , 所 以 每 个 小 正方 形 的 对 边 的 位 势 差 为 , 这 样 , 毗邻 于 S 和 S2 的 
小 正方 形 的 个 数 必 为 [四 /k. 

现在 把 单位 圆 盘 D 塞 进 速度 为 vit 的 均匀 流 中 , 并 把 所 得 的 流 分 割 为 胞 
iz, 所 用 的 天 值 与 前 相同 . 我 们 对 于 新 流 的 任 一 物理 量 或 几何 量 都 采用 原来 的 流 中 
的 记号 , 但 是 加 一 个 上 标 “~”: 这 样 , 驻 点 就 是 #5 Ab, 连接 它们 的 流 线 段 就 是 S 
和 52,( 相 对 于 任意 选 定点 的 ) 势 函 数 和 流 函 数 就 是 6 和 WV. 

将 R 外 的 点 z 共 形 映 射 到 D 外 的 w= f(z) 点 这 个 方法 , 现在 就 很 明白 了 , 这 
就 是 把 两 个 网 格 的 相应 正方 形 等 同 起 来 ! 现在 请 别 太 兴奋 , 先 把 这 个 实验 做 到 底 再 
说 . 我 们 规定 , 所 谓 “ 相 应 ”就 是 指 , 如 果 我 们 已 知 一 个 网 格格 点 2 的 象 w, 则 任意 
其 他 格 点 的 象 都 由 这 一 对 网 格 来 决定 : 如 果 > 沿 流 线 向 下 游 移动 4 格 , 再 沿 等 势 线 
向 “上 ”移动 2 格 , 则 w 也 要 这 样 移动 . 见 图 12-25. 

然而 , 我 们 不 能 任意 地 把 一 个 特定 的 z 点 映 到 特定 的 w 点 , 因为 理想 的 共 形 
映射 w= f(z) 一 定 把 驻 点 a 和 驻 点 b 映 为 驻 点 如 和 必 . 这 是 因为 临 界 点 a 的 几 
何 “ 签 名 ”就 是 : 在 a 处 , 流 线 与 等 势 线 之 间 的 角度 是 (x/4) [这 一 点 在 图 上 没有 画 
出 来 ], 而 共 形 映射 能 保持 这 个 性 质 . 

障碍 在 于 , 如 果 定 义 a 的 象 为 (必须 做 到 这 一 点 ) ， 则 电 被 映 到 b HAY 
毗邻 5S1 的 正方 形 的 个 数 与 毗邻 Si 的 正方 形 个 数 相同 . 仔细 看 看 图 12-25, 就 会 发 
现 现 在 情况 并 不 如 此 : 沿 Sy 的 正方 形 比 沿 51 的 正方 形 少 . 为 了 纠正 这 一 状况 , 我 
们 必须 稍稍 增加 流 绕 圆 盘 的 速度 v. 更 准确 地 说 , 必须 这 样 选择 v, 使 得 穿越 D 的 
位 势 差 [四 等 于 穿越 R 的 位 势 差 四. 因为 已 知 因 = 40, 我 们 由 此 导出 



























































































































































































































































































































































当 且 仅 当 把 圆 盘 塞 进 速度 为 v = [四 /4 的 均匀 流 时 , 才能 得 到 网 格 
之 间 的 一 对 一 的 共 形 映射 . 




















虽然 我 们 希望 利用 网 格 有 助 于 使 映射 更 加 生动 (也 有 助 于 证 明 此 映射 是 一 对 
一 的 共 形 映射 ), 然而 我 们 也 应 指出 , 网 格 对 于 决定 这 个 映射 并非 必 不 可 少 . 我 
们 所 做 的 只 不 过 是 利用 环流 和 流量 来 确定 z 的 象 : w = f(z) 应 由 

Rw) = Q(z) + | B@ - Qa) 

来 确定 , 方 括号 中 的 常数 是 用 来 保证 立 = f(a) 的 . 

因为 在 每 个 流 中 , 确定 什么 点 为 流量 和 环流 的 零点 , 对 于 构造 f 并 无 关系 , 我 
们 就 看 怎样 确定 对 我 们 更 加 有 利 . 以 下 , 我 们 就 以 原来 的 流 的 零点 之 象 作 为 象 流 的 
零点 . 例如 , 在 图 12-25 F, 如 果 我 们 取 a 点 为 绕 RR 的 流 的 零点 , 即 令 Ra) = 0, 我 
们 就 必须 取 绕 D 的 流 的 零点 为 &( 即 令 Q@) = 0) . 所 以 上 面 的 方程 就 成 为 

Blw) = Q(z). 
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换言之 , “H 








这 时 , 对 于 映射 了 为 什么 可 
和 图 12-15. 复位 势 Q(z) 和 复 
外 域 的 点 , 映 到 沿 实 轴 
首先 把 R 的 外 域 











的 外 域 . 





| 以 写成 f= Q-1o R, 可 
EIA lw), 分 别 把 严格 位 











DFE 





<A] 0 到 [四 HFA 












































故 如 下 解释 . 请 看 图 12-25 
于 R 的 外 域 的 点 和 DD 的 
上 的 点 . 这 样 , f 可 以 看 作 









































用 8 Wea FF AY SSF 














现在 回 





F 的 做 法 和 








映射 本 身 , 并 且 问 ， 
门 首 先 要 解释 























不 把 R 塞 进 具有 
































Ps =e? F(z), WEET F ja 

车 把 R 放 进 一 个 有 不 同方 向 (例如 9) 的 流 中 , 似乎 有 可 能 会 得 到 不 同 的 映射 . 
司 得 放 进 这 样 一 个 方向 为 0 的 均匀 流 中 , 再 用 Pot 作用 于 
3 和 图 12-24, 来 把 这 一 点 想 清楚 . 这 
中 而 得 到 的 映射 , 其 实 只 对 于 这 两 个 


并 非 如 此 . 因 
它 , 就 会 得 到 这 时 的 绕 R 的 流 . 请 细 看 图 
FAXR, 把 RAM D 塞 进 有 不 同方 向 的 均匀 流 























门 什么 新 的 流 . 举例 来 说 , 如 果 我 们 提 
持 毗 邻 Sy 和 Sy 的 大 胞 腔 的 个 数 相 同 . 但 是 这 就 会 给 
站 在 D 外 构造 网 格 时 , 为 什么 不 选 
还 是 为 了 维持 毗邻 S 和 51 的 正方 形 个 数 相同 , 这 就 要 求 # 
什么 ?] 而 这 又 会 给 出 和 前 面 同 相 






























































再 用 8-1 把 有 利口 的 复 平面 映 到 D 


EE 做 出 “多 少 个 ”这 样 的 上 映射? 我 
清楚 , 这 种 做 法 的 表 观 的 自由 度 有 一 些 其实 是 虚幻 的 . 首先 , 为 什么 
任意 速度 的 均匀 流 中 ?我们 当然 可 以 这 样 做 , 但 是 这 不 会 带 给 我 
流速 加 倍 , 则 vw 也 会 加 倍 , 因为 我 们 需要 维 
上 原来 的 映射 f. 其 次 , 当 我 

















用 另外 的 ,使 它 与 原来 上 





REN. 

















H F RIAA F 6 = 0 的 那个 特别 的 四 











然而 很 清楚 , 如 果 我 们 改变 绕 D 的 流 的 方向 $, 确实 会 得 到 新 的 映射 如果 








IF R ZIP k ANIA]? 





E v 改 成 天 [四 /4k, | 为 
















































































方向 0 Al 6 ZH 6 — 0 敏感 : 所 得 的 映射 就 是 Fy oy. 

















因为 p EA N 
我 们 还 丢掉 了 两 个 自 


度 , 我 们 做 出 来 的 



































前 自己 想 想 






































kIT f, 则 相应 于 一 般 值 $ 的 映射 Fy 应 为 
来 一 个 旋转 . 






























































映射 构成 一 个 单 参数 族 . 所 以 ， 
度 . 虽然 我 们 马上 就 要 来 解释 这 一 点 , 还 是 请 你 在 往 下 读 之 














门 这 些 绕 障 碍 物 的 流 , 使 我 们 现在 有 了 决定 








映射 的 物理 方法 , 但 是 我 们 还 缺少 一 个 数学 方法 . 这 是 一 个 很 难 的 问题 . 但 是 当 RR 








是 由 一 个 多 边 形 围 成 的 




















区 域 时 , 这 个 f 确 有 显 式 的 公式 . 它 称 为 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 








ERAR, 这 个 结果 在 Nehari [1952] 和 Pólya and Latta [1974] 中 有 很 好 的 讨论 .” 





我 们 在 此 不 讨论 这 个 问题 ， 
道路 , 使 得 可 以 用 多 边 形 通 近 R 的 边缘 来 求 日 
给 出 了 这 个 问题 的 多 种 算法 处 理 . 
































® Erwin Bruno Christoffel, 1829—1900, 德 
@ 也 可 参看 Ahlfors [1979] (9 





数学 家 . 译 者 注 























lon) 





, 第 234.240 W). 一 一 译 者 注 

















EB, 高 速 计 算 机 的 降临 , 给 我 们 开辟 了 一 条 
H f. Trefethen [1986] 和 Henrici [1986] 
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12.6.3 ”内 映射 和 偶 极 子 


设 在 图 12-25 中 己 经 把 绕 D 的 流速 调整 为 四 /4, 就 可 以 得 到 R 的 外 域 和 D 
的 外 域 之 间 的 共 形 映射 . 如 果 我 们 对 D 的 边缘 做 反 演 , 就 会 得 到 单位 圆周 C 内 的 
一 个 流 , 如 图 12-26b 所 示 . 这 是 我 们 熟悉 的 , 正 是 把 一 个 偶 极 子 放 进 一 个 圆 形 水 池 






































中 所 产生 的 流 . 





类 似 于 此 , 如 果 选 定 R 的 任意 内 点 q, 然后 对 以 q 为 中 心 的 单位 圆周 做 反 演 ” 






































就 会 得 到 图 12-26a 中 的 流 . 请 用 计算 机 或 者 波 塞 利 耶 饮 链 [ 见 第 3 章 习 题 ?] 来 验 
















































































均匀 流 有 单位 速度 , 在 q 点 的 偶 极 子 也 就 有 单位 强度 [练习 ]. 

















图 12-26 


这 样 , 在 原来 的 R 的 外 域 和 C 的 外 域 之 间 的 一 对 一 的 共 形 映射 , 现在 给 出 了 




















证 R 的 边缘 确实 变 成 了 图 12-26a 中 的 曲线 Rt. 在 图 12-25 中 , 远离 R 的 流 线 是 
平行 直线 , 所 以 有 反 演 变换 把 它们 映 为 一 族 彼此 切 于 gq 点 的 小 圆周 . 这 样 , 如 图 所 示 ， 
图 12-26a 中 的 流 表示 在 Ri 围 成 的 水 池 中 放 进 了 一 个 偶 极 子 . 事实 上 , 因为 原来 的 


一 个 RT 的 内 域 和 C 的 内 域 之 间 的 这 种 映射 .比方 说 , 驻 点 a 现在 变 成 驻 点 &, q 
点 变 到 了 0 点 , 而 RI 内 的 黑色 工 形 的 区 域 变 成 C 内 的 黑色 T 形 区 域 . 虽然 当 趋 











近 q 时 , 流速 无 限 增 大 , 映射 的 性 态 在 9 附近 却 没有 大 变 . 作为 一 个 例子 , 请 想 
下 , 当 工 形 区 域 沿 流 线 向 9 滑动 时 , 其 象 将 会 如 何 . 






































我 们 也 可 以 用 大 不 相同 的 方法 来 考虑 这 种 做 法 . 设 Ri 是 一 个 已 给 的 固定 









































线 , 我 们 想 把 它 的 内 域 共 形 映 到 单位 圆 盘 内 . 可 以 如 下 得 出 这 个 映射 了. 

















(i) 把 一 个 单位 强度 的 水 平 偶 极 子 放 在 Ri 的 任意 内 点 p 处 . 把 Ri 的 内 域 分 

















TRAI k 胞 腔 , 并 以 N WERF RT 的 胞 腔 的 个 数 . 
(ii) Æ C 的 中 心 0 处 再 放 一 个 强度 为 d 方向 为 $ 的 偶 极 子 . 把 C 的 内 域 

















D 有 关 下 文 的 思想 可 以 见于 Bak and Newman [1982, 第 186 页 ], Siegel [1969, 第 148 页 ], 特别 是 
Courant [1950]. 虽然 黎 曼 本 人 是 应 用 了 物理 推理 , 但 是 把 他 的 映射 定理 与 偶 极 子 联系 起 来 , 似乎 是 由 





























Hilbert [1909] 开端 的 . 
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aed 





EHR D) 也 分 








HR D 中 之 流 的 大 胞 腔 , 调整 强度 d, 使 得 











MESEJ 


= 





C 的 


k 胞 腔 个 数 也 是 N. 如 果 仍 然 用 四 来 表示 边缘 流 线 上 连接 驻 点 w 和 


mi 


7N 





的 那 一 段 流 线 的 环流 ， 








要 令 d = [四 /4 就 能 满足 这 个 要 求 . 


(iii) 除了 Ri 的 内 域 的 偶 极 子 是 放 在 任意 的 p 处 (而 不 是 特定 的 gq 处 ) 以 外 ， 








我 们 又 回 到 了 

















这 个 由 Ri 的 内 域 到 单位 圆 盘 D 的 一 对 一 
的 . 这 一 点 可 以 从 以 下 事实 看 出 来 : 这 个 映射 

















于 决定 偶 极 子 的 位 置 p, 另 一 个 用 了 
的 自由 度 的 几何 意义 : p 就 是 被 映 为 
p 处 的 扭转 率 , BY $ = arg [f (p)] . 





决定 
EA 









































还 要 注意 , 尽管 f 在 p 点 的 扭转 率 可 以 自由 地 指定 , 其 人 
f'(p)| 只 不 过 就 是 C 的 内 域 中 的 那个 偶 极 子 的 强度 d, 我 们 已 经 看 到 , 在 


事实 上 ， 








H. 


Zx 





图 12-26 所 画 的 情况 , 于 是 映射 f 得 以 完全 确定 . 
的 共 形 映射 f 是 此 类 时 
有 完全 的 三 个 自 | 
































Ie, 

















C 中 
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BIKT H 








ITE p. 不 难 








看 至 


















































射 中 最 一 般 
中 两 个 用 
I 这 种 物理 
心 的 点 , BI f(p) = 0; % 很 明显 就 是 了 在 





缩 率 | f"(p)| 则 不 然 . 





构造 这 个 映射 的 过 程 中 , 它 已 经 被 确定 了 [练习 , 或 者 继续 往 下 读 ]. 换 一 个 说 法 , 就 

















是 已 经 确定 为 |f7(p)| = 四 /4. 
现在 回 到 
PEERY. 其 实 , 为 了 得 出 这 个 一 般 的 | 
以 先 做 出 由 Ri 的 内 域 到 C 的 内 域 的 一 有 
一 次 反 演 ) , 这 样 就 能 从 
在 以 上 的 







































































的 流 . 然而 
为 

















TE 
x 





























图 12-25 是 怎样 做 出 来 的 这 个 问题 , 而 


图 12-25 的 流 得 到 图 
ED RE, 基本 的 一 步 是 把 g 处 的 偶 极 子 移动 到 牺 
图 12-26b 中 的 流 基 本 上 没有 变化 , 做 一 次 反 演 就 会 把 它 返回 到 网 12-25 的 绕 万 
把 图 12-26a 中 的 Ri 返回 为 R 的 边缘 , 就 需要 对 以 q (现在 取 为 原点 ) 
中 心 的 单位 圆周 做 反 演 , 而 p 处 的 偶 极 子 在 R ZAA MADARA RRA (1/p) 











再 来 看 看 为 什么 有 两 个 自 























的 外 域 到 











受 上 映射 ,然后 再 把 反 演 映射 反 过 来 〈 即 必 








D 的 外 域 的 映射 , 我 们 


fa 























fn 














12-26 的 流 . 











处 的 偶 极 子 在 R ZIERA. 图 12-17 就 是 RR 为 一 圆 盘 时 的 这 种 流 . 








FE, 


图 12-25 的 流 的 做 法 就 可 以 看 成 p = q 时 的 特例 , 这 时 RY 

















BET co 处 , 而 不 是 放 在 任意 点 处 . 这 上 





























—~ 


BAR TBE oo Wh, 没有 任何 错误 , 但 是 











我 们 (没有 必要 ) JEH 








KE 
那里 不 可 . 就 前 面 得 到 的 映射 来 说 , EOE 
一 般 的 做 法 则 是 把 R 外 任意 点 处 放 上 一 











TN 

















12.6.4 ”内 映射 、 涡 旋 和 源 


故 就 是 坚持 一 
BY, AAT 





个 人 


就 找到 了 丢失 的 两 个 自 








度 


























巴 这 个 点 映 到 了 oc. 





的 偶 极 子 被 
: 把 DD 外 的 
巴 另 一 个 偶 极 子 也 放 在 
要 把 oo 映 到 oo, 而 我 们 的 








iil 


F 意 的 内 点 p. Bt 





既 已 得 到 了 利用 多 极 子 来 构造 映射 这 个 灵感 , 我 们 就 会 问 , 是 否 可 以 用 最 原始 





的 多 极 子 〈 就 是 源 ) 来 构造 映射 , 这 样 来 





用 流体 的 语言 来 想 问题 , 这 个 想法 就 不 会 起 作用 .天 
的 流 就 无 处 可 去 了 ! E 

















域内 放 一 个 源 , 从 源 出 来 后 进入 区 域 





简化 这 个 偶 极 子 方法 . 然 
H, 4 

















1 果 我 们 在 想 要 























[如 果 我 们 继续 
映射 的 区 
的 出 路 是 再 放 上 一 个 


12.6 歼 曼 映射 定理 的 物理 学 ”491 





同样 强度 的 汇 ,” 这 样 构成 一 对 . 但 是 这 并 没有 对 我 们 在 上 面 使 用 的 偶 极 子 方法 有 
什么 改进 , 因为 侦 极 子 只 不 过 是 这 样 一 对 源 和 汇 的 极限 情况 . 

然而 , 我 们 马上 就 来 说 明 , 使 用 源 来 构造 映射 这 个 企图 的 失败 , 只 是 由 于 我 们 
用 了 某 个 奇怪 形状 的 池塘 里 的 流体 来 思考 . 如 果 应 用 电场 或 者 热流 , 我 们 确实 能 够 
利用 源 来 构造 映射 . 

暂时 还 继续 应 用 流体 的 解释 , 其 实 偶 极 子 方法 还 有 一 个 简单 的 蔡 代 , 但 是 在 源 
所 在 的 地 方 , 现在 放 上 涡 旋 . S B 是 我 们 想 要 映射 到 单位 圆周 C 之 内 的 连通 区 域 
的 边缘 . 为 了 构造 出 此 映射 , 我 们 在 B 的 任意 内 点 p 处 放 一 个 涡 旋 , 再 把 另 一 个 涡 
旋 放 在 C 的 中 心 0 处 . 见 图 12-27. 和 以 前 一 样 , 把 这 两 个 流 都 分 割 成 上 胞 腔 , 共 
形 映射 就 会 跃然 而 出 . 下 面 请 看 详情 . 

第 一 步 , 在 定义 这 两 个 网 格 之 间 的 对 应 时 , 我 们 必须 把 p 映 到 0. 第 二 步 , 如 果 
已 经 确定 了 B 内 部 的 涡 旋 的 强度 S, 则 C 内 部 的 那个 涡 旋 的 强度 5, 必须 使 吡 邻 
C 的 天 胞 腔 的 个 数 六 与 毗邻 B 的 胞 腔 的 个 数 N 相同 〈 图 上 就 是 这 样 画 的 ) . 
想法 和 前 面 用 偶 极 子 来 构造 映射 是 一 样 的 , 但 是 答案 简单 得 多 : 令 5 = 5 即 可 . 怎 
样 解释 呢 ? 


































































































图 12-27 


解释 也 和 答案 一 样 简单 . 请 集中 注意 一 个 涡 旋 , 例如 B 内 部 的 那 一 个 . 它 的 强 




















度 , 按照 定义 , 就 是 沿 绕 p 的 任意 简单 环 路 的 环流 , 我 们 不 妨 就 取 此 简单 环 路 为 一 
流 线 . 等 势 线 把 这 个 流 线 切 成 了 NN Be, 而 每 一 段 的 环流 为 k. 这 样 , S = Nk, 类 似 
地 , S= Nk. 由 此 立即 得 到 , N= N 就 是 5 = S. 

最 后 一 步 , 注意 , 我 们 还 没有 把 映射 定 死 . 在 图 12-25 和 图 12-26 F, 都 有 驻 点 ， 
我 们 必须 把 它们 对 应 起 来 , 由 此 即 可 自动 地 定 死 映射 . 然而 , 现在 没有 了 了 驻 点 , 我 们 
只 好 自己 动手 来 做 这 件 事 . 一 个 普通 的 做 法 如 下 : 在 B 和 C (它们 都 是 流 线 ) 上 各 
取 特 定 的 点 a FG, 并 令 它们 在 映射 下 对 应 . 

如 果 我 们 还 想 更 加 确定 一 点 , 则 可 像 下 面 这 样 做 . 考虑 B 内 部 的 用 粗 虚线 画 的 


@ 当然 也 可 以 放 上 几 个 汇 , 并 使 其 总 强度 与 源 的 强度 一 样 , 但 这 只 会 把 事情 弄 得 更 加 一 团 精 . 
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等 势 线 . EH p 出 发 向 东 行进 , 我 们 就 取 a 为 这 个 等 势 线 与 B 的 交点 . 见 图 





如 果 我 们 现在 取 a = it, 这 两 个 网 格 之 间 的 映射 就 完全 定 下 来 了 . 








部 的 黑色 T 形 区 域 就 被 映 为 C 内 部 的 黑色 工 形 
a 的 唯一 好 处 就 是 , 现在 9 可 





率 : $ = arg [f (p)]. 


和 偶 极 子 方法 一 样 , 我 们 
决定 是 哪个 点 p f 映 到 C 
现在 我 们 转 到 这 个 构造 





中 的 流 . 
的 EH, 















































就 是 f TE p 点 的 人 


























去 











区 域 . 月 
[以 用 f 做 简单 解释 ; 它 很 明显 就 是 f 在 


























它们 相隔 无 穷 小 距 





源 和 汇 : 强度 保持 不 变 , 而 间隔 被 放大 了 |o) 倍 . 所 以 偶 极 子 的 强度 也 有 同样 的 





放大 . 














RAT IA 


点 的 具有 单位 强度 但 











12-27. 
例如 , BA 








日 这 个 特定 方法 确 
E p 处 的 扭转 








得 到 的 是 完全 的 含 三 个 参数 的 映射 族 : 两 个 参数 用 于 
的 中 心 , 一 个 用 于 决定 f 在 
的 另 一 个 物理 解释 . 取 图 12-27 的 对 人 
等 势 线 变 成 了 流 线 , 而 流 线 (特别 是 BR 
每 个 源 的 强度 都 几何 地 表示 为 k 乘 上 由 它 出 发 的 流 线 数 
现在 让 我 们 稍稍 偏离 主题 . 既然 源 的 强度 是 用 从 此 点 发 H 
度量 的 , 那么 一 个 共 形 映射 必定 把 一 个 源 四 
汇 也 是 这 样 . 回 到 网 12-26, 我 们 就 能 
缩 率 了 . Æp 


E p 的 扭转 率 . 

















H. 


8 的 大 流 管 的 数目 来 
强度 的 源 . 很 明显 , 对 于 
理解 为 什么 在 C 内 的 偶 极 子 的 强度 d 恰好 
极 子 可 以 看 成 一 对 源 和 汇 ， 
离 es, 强度 均 为 (1/e). 共 形 映射 了 把 它们 映 为 在 0 点 的 另 一 对 








定 a 和 

















Bim, 即 得 图 12-28 
HC) 变 成 了 等 势 线 . 


用 以 上 同样 












































回 到 图 














12-28 的 物理 解释 . 





我 们 已 经 看 到 , 如 有 果 把 它 看 作 流体 的 流 , 则 这 个 图 








形 用 源 来 解释 是 没有 意义 的 . 但 若 看 成 静电 场 , 则 是 完全 有 意义 的 . 把 图 12-28 的 



















































































阴影 区 域 看 成 两 个 铜 块 的 断面 , 在 这 两 个 铜 块 上 , 则 各 钻 了 一 个 “ 柱 形 ”的 孔 , 其 
边缘 分 别 是 B 和 C. 现在 想象 在 p 和 0 处 各 有 一 根 很 长 很 细 的 导线 穿 过 这 个 孔 ， 
其 上 有 相同 的 均匀 电荷 . 由 这 些 导线 生成 的 静电 场 自然 以 B 和 C 为 等 势 线 , 所 以 
图 12-28 忠实 地 表现 了 这 些 场 , 不 过 流 线 成 了 电场 线 . 

也 可 以 用 热流 来 解释 图 12-28. 想象 由 B 和 C 包围 的 白色 区 域 是 从 导热 的 金 
属 板 上 切 下 来 的 空洞 , 暗色 区 域 充满 了 冰 , 使 得 B 和 C 维持 恒温 (温度 就 是 位 势 ) . 
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如 果 在 p 和 0 处 以 定常 的 速率 引入 或 导 | 





的 场 , 而 用 虚线 画 的 等 势 线 就 成 了 等 温 

然而 , 必须 看 到 , 热流 
理 上 那么 合理 . 理由 在 于 , 当 着 趋 近 一 个 } 
中 , 这 不 会 产生 任何 困难 , 但 在 用 热流 解释 时 , -6 表示 温度 , 所 
会 气 化 了 (vaporize) ! Maxwell [1881] 的 第 51 页 以 后 , 对 于 这 种 物 





源 附近 , 金属 就 
理 区 别 给 出 了 绝 佳 的 讨论 . 

可 能 许多 读者 对 静电 学 不 其 熟悉 
以 尽管 有 如 上 反对 的 理由 , 我 们 还 未 是 坚持 用 热 的 理 
来 表达 我 们 的 思想 . 

一 个 例子 : ABA BE 
让 我 们 在 B = C 的 情况 下 , 把 图 
新 得 到 单位 圆 盘 的 自 同 构 . 
图 12-29 描绘 了 这 时 的 构造 . 我 











12.6.5 





— 



































ZR 
的 点 源 远 不 如 1 


出 热量 





, 则 热流 将 










































































门 以 前 # 





IRA HITT HEL Be AE XG 
原 时 , 势 函数 D 


最 终 定局 为 图 12-28 中 


的 静电 场 点 源 在 物 











会 变 得 任意 大 . 在 静电 学 











以 在 我 们 想象 的 热 





, 但 是 大 概 没 有 什么 人 对 于 热 也 会 不 熟悉 . 所 














从 的 语言 , 而 不 用 静电 学 的 语言 ， 


























12-27 所 示 的 构造 过 程 显 式 地 完成 , 这 样 从 一 


没有 指定 这 两 个 涡 旋 的 强度 5, 因为 





这 对 最 终 的 映射 并 无 影响 , 但 是 现在 我 们 取 5 = -2r. 对 于 图 12-29b 中 的 流 , WE 
流量 的 零点 与 环流 的 零点 均 在 z = 1 处 , 于 是 图 12-29b 的 流 的 复位 势 是 


现在 考虑 图 


Q(w) = ilog w. 








12-29a 中 的 流 . 








[b] 


图 12-29 





我 们 可 











用 镜像 法 来 求 其 

















复位 势 .” 


就 是 说 , 我 们 把 


位 于 p 处 的 一 个 真实 的 涡 旋 , 与 它 关 于 C 的 反射 , 即位 于 (1/ 引 ) 处 的 一 个 强度 的 大 





小 相同 但 是 反 号 和 


势 是 














© 但 请 注 











意 , 我 们 不 

















Q(z) = ilog(z 


p) 


ilog(z 


J (12.17). 理由 可 见习 题 14 


1/p) 


y 


A eT eS eR. 见 图 12-30. 于 是 图 12-29a 中 的 流 的 复位 
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= ilog Z=] 一 6， (12.19) 
万 z 一 工 

















这 里 y, 6 是 常数 . 

在 图 12-29b 中 , 我 们 是 选 了 一 个 边缘 上 的 点 作为 计算 流量 和 环流 的 起 点 , 现在 
对 图 12-29a 中 的 流 , 我 们 也 这 样 做 . 就 等 式 (12.19) 来 说 , 这 就 等 价 于 要 求 常 数 5 是 
任意 实数 [练习 ]. 

为 了 完全 确定 所 求 的 映射 , 现在 需要 决定 a 和. 但 是 这 次 我 们 不 像 在 图 12-27 
的 流 那 样 , 而 是 在 这 两 个 流 中 各 取 一 个 边缘 上 的 点 来 作为 计算 流量 和 环流 的 起 点 . 















































如 前 面 讨论 过 的 那样 , 只 需 令 这 两 个 流 的 环流 和 流量 相等 , 就 能 确定 所 求 的 映射 : 













































































2(w) = 2(z) 
此 式 解 出 w, 我 们 真 束 恢复 了 我 们 熟悉 的 圆 盘 的 自 同 构 : 
w= f(z) = Z=] . (12.20) 





图 12-30 




















当然 , 我 们 所 做 的 事 不 全 是 新 的 , 因为 我 们 应 用 了 镜像 法 , 这 不 过 是 对 称 原 理 
变 个 样子 , 原来 的 结果 就 是 用 对 称 原 理 得 来 的 . 然而 , 希望 你 会 因为 能 从 一 个 新 的 
更 有 物理 味 儿 的 观点 来 看 竺 圆 盘 的 自 同 构 而 得 到 教 益 , 并 感到 赏心悦目 . 
12.6.6 ”格林 函数 


我 们 现在 回 到 图 12-28, 以 及 用 热流 来 构造 共 形 映射 的 方法 . 
12-31 基本 上 是 图 12-28 的 复制 , 但 是 加 了 一 些 我 们 马上 就 会 用 到 的 细节 ， 
我 们 以 定常 的 速率 Qo 向 区 域 R PI p 点 注入 热量 , 同时 让 边缘 B 上 的 温度 保持 
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为 零 . 当 热 的 分 布 达 到 稳定 以 后 , R 中 的 温度 将 是 一 个 适当 定义 Cp 点 除外 ) 的 调 
和 函数 9,(2), 称 为 R 的 以 p 为 极点 "的 格林 函数 ” 




















图 12-31 
作为 一 个 例子 , 我 们 来 求 单位 圆 盘 的 格林 函数 . 在 图 12-29a 中 , 我 们 考虑 了 在 
p 点 放 一 个 强度 为 -27 的 涡 旋 所 产生 的 流 . 因为 我 们 选 了 C 上 一 点 作为 流量 和 环 
流 的 零点 , 所 以 在 边缘 流 线 上 , 流 函 数 之 值 为 零 . 所 以 , 它 的 对 偶 流 就 是 我 们 所 求 的 
格林 函数 : 在 p 点 有 强度 为 2r 的 源 , 而 边缘 维持 在 零 位 势 上 . 由 (12.19), 它 的 复 


位 势 是 


































































































Q(z) = 5(z) 十 还 (2] = log E = | +iô, 
pz—1 
其 中 6 是 实 常数 . 这 样 , 圆 枚 内 的 温度 由 下 式 给 出 : 
Gp(z) = —B(z) = — In a (12.21) 











注意 , 也 可 以 写 出 G,(z) = —In|f(2)|, 其 中 的 f(z) 是 适合 条 件 f(p) = 0 的 任意 映 
到 单位 圆 盘 的 共 形 映 射 , 这 些 共 形 映射 构成 一 个 单 参数 族 . 我 们 会 看 到 , 这 在 相当 
一 般 情况 下 都 成 立 . 

还 请 注意 , 格林 函数 具有 很 有 趣 的 对 称 性 质 : 





























G,(q) = Ga (p) z 








这 样 , 如 果 把 边缘 上 堆 满 了 冰 , 则 由 p 处 的 点 源 在 q 点 产生 的 温度 , 等 于 在 q 处 的 


点 源 在 p 点 产生 的 温度 . 值得 注意 的 是 , 对 于 具有 任意 形状 的 区 域 中 的 格林 函数 ， 
这 种 对 称 性 都 成 立 ! 









































© 注意 , 这 里 的 “ 极 
@ 格林 : George Green, 1793—1841, 英国 数学 家 . 一 一 译 者 注 





译 者 注 
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格林 函数 在 好 几 个 数学 领域 都 





域 BAR PY Sak 
个 重要 应 用 . 

回 到 图 12-31 所 
们 这 时 可 以 做 
之 由 2 流 到 边缘 的 曲线 
以 造 出 整个 复位 势 2(z) 


到 单位 圆 





E 





X 


























L 
u 











ARE 
log(z — p). X} 





与 此 类 似 , Hy(z) & 
, 等 价 于 选择 B 上 的 ! 


一 个 






































则 














EEA p 的 1 
回 


度 就 是 














因为 9, 在 边缘 上 为 零 
决定 : 


考虑 Gy Œ p 的 紧 接 的 近 令 
的 温度 , 由 p 流出 的 热 总 是 和 从 一 个 孤立 的 源流 出 的 热 很 相近 , 所 以 Q(z) & 
F, 如 果 z= p+ pel, 则 对 于 很 小 的 p, 


=i =a 
Fe 








力 的 工具 . 但 在 目 




















只 考虑 它 与 把 区 





站 




















盘 的 共 形 四 


示 的 一 般 情 况 , 假设 已 知 Gp. 正如 前 面 已 经 讲 过 的 那 


Ra w = f(z) 的 关系 . 下 一 节 


中 再 讨论 它 的 另 一 











E R 














上 其 调和 对 偶 KH,(z), 它 也 是 一 个 调和 函数 ， 
线 Gp = 和 常数 的 正 交 轨迹 ) . A 














( 即 等 温 
= — [Gp(z) + iHp(2)]. 
了 处 的 性 态 . 物 到 














G,(z) ~ —Inp. 


9 是 一 个 向 数 . 我 人 








i 
Fe 














pr 





一 (0 + ¢), 这 上 














—H,(q). 


到 (12.22), Gp 的 准确 式 与 —In(p) 相差 一 个 在 R 内 





Gp(2) = —Inp + gp(2)- 
gp 在 B 上 的 值 就 直接 由 B 的 形 ; 


























9p(z) = Inp. 


直觉 让 我 介 


Kh APRA C 上 的 特定 点 . 如 果 我 们 取 = 0, 则 Xt; 在 
典型 的 点 g 处 的 值 有 特别 简单 的 解释 . 见 图 12-31. 如 








其 水 平 曲 线 就 是 热流 沿 
f, 知道 了 Gp 就 足 




















] 想 到 , 不 论 对 B 指定 什 


(12.22) 


门将 会 看 到 , 选择 % 的 























果 热 随 着 流 由 q 回 到 p, 


调和 的 函数 gp (z): 





RAK p 在 B 内 的 位 置 








所 以 , 构造 Gp 的 问题 , 就 等 价 于 求 一 个 在 B 上 取 给 定 的 值 而 在 其 内 域 为 调和 的 函 





BL gp(z) 的 问题 . 这 是 下 一 节 要 讲 的 “ 狄 利 砚 


的 解决 也 就 给 出 了 Hp, 
要 做 由 R 到 单位 圆 


f RES R 





























AB 





ae 
二 




















tk D 的 共 形 映射 w = f(z) 并 使 


的 流 的 复位 势 2(z) 等 于 D 中 的 复位 势 Alw) = log w, 这 里 在 











DA 


正如 图 12-31 Bras, 左 方 的 

















画 的 半径 为 e-9o f 
的 以 
6 = 0 的 意义 ,一般 























IA 
f BHA D EHMK 





PAY 0 处 有 一 个 热源 ， 














在 D 的 边缘 上 温度 要 为 零 
f(z) =e) 


而 


w 














e eM . 























虚线 画 的 温度 为 Gq) 的 等 温 
的 圆周 , 而 以 角度 0 进入 p 的 流 线 H = H(q) = —0 被 映 为 
ABE 9 进入 0 的 射线 . 所 以 f 在 p 的 扭转 率 为 零 . 这 就 是 我 们 前 面 天 
SALF, 我 们 取 arg [f (p) 





问题 ”类 型 的 一 个 例子 . 这 个 问题 
因为 我 们 可 以 做 gs(z) 的 调和 对 侦 hy, 而 得 Hp = —0 + hp. 
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H 





说 过 的 





f(p) = 0, 如 前 














这 样 





(12.23) 


用 虚线 


ps 





线 被 f 映 为 


























FE 设 我 们 已 经 有 了 映射 f, 则 RR 上 的 任意 调和 的 温度 分 布 T(z) 者 
的 对 应 点 z f(z) E, 











BT (w), 就 是 规定 , 在 两 个 区 域 











可 以 通 ; 
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mH 





们 要 取 相 同 的 值 : 了 [f(z)] = T(z) ( 反 过 来 也 一 样 ) , E T E B ERER 
到 C 上 . 

这 一 点 使 我 们 懂得 了 : 如 果 我 们 知道 了 由 R 到 D 的 共 形 映射 w= f(z), 使 得 

f(p) =0, 则 有 R 的 以 p 为 极点 的 格林 函数 是 
G,(z) = —In|f(2)|. 

为 了 看 到 这 一 点 , 考虑 用 f 把 9, 移植 到 D 中 得 到 的 温度 分 布 9,(w)， 我 们 知道 ， 
共 形 移植 外 ei HEE Gy 的 调和 性 , 并 且 把 p 处 的 源 送 到 f(p) = 0 处 的 同样 强度 的 
W, 而 在 B 上 为 零 的 温度 移植 到 在 C 上 为 零 的 温度 . 于 是 这 个 在 D 中 的 温度 分 布 
Gp(w) = Gp [F (w)] 必定 是 以 0 为 极点 的 格林 函数 , 但 我 们 已 经 知道 , 这 个 格林 函 
数 就 是 — ln |w]. 证 毕 . 

完全 同样 的 推理 , 还 给 出 了 以 下 的 推广 . 令 J(z) 是 由 R 到 男 一 个 以 Y 为 边缘 
的 单 连通 区 域 5 的 一 对 一 的 共 形 映射 . 则 S GE R 的 以 a 为 极点 的 格林 函数 96(z) 
共 形 移植 到 5 的 以 J(a) 为 极点 的 格林 函数 . 特别 是 , R 中 的 流 线 被 映 为 S 中 的 流 
线 . 在 这 个 意义 下 , 格林 函数 的 概念 是 共 形 不 变 的 . 

这 个 结果 立刻 给 出 了 (12.21) “4 R 的 格林 函数 以 任意 点 s 而 不 只 是 f0) 为 
极点 时 的 推广 . 由 (12.21), 我 们 可 以 得 到 极点 已 由 0 移 到 了 f(s) 时 圆 盘 的 格林 函 
数 的 公式 . 用 fo) 做 共 形 移植 , 这 个 极点 又 被 移植 到 RAIN s 点 〈 这 正 是 我 们 要 
求 的 ) , 所 以 
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f(z) = f(s) 
G,(z) = — In | == ; 
2 f(s)f(z)—1 
作为 一 个 意外 收获 , 这 个 一 般 公 式 还 证 明了 前 面 已 经 提 到 的 格林 函数 的 “对 称 性 ”: 


习题 15 给 出 了 研究 对 称 性 的 
现在 以 一 个 以 后 用 得 着 的 结果 来 结束 本 节 . 流体 的 速度 在 热流 中 的 类 比 是 所 
谓 热 流向 量 A; 在 现在 的 情况 下 , 其 定义 是 H = -49. 我 们 称 其 大 小 Q= A 为 局 
部 热流 量 ; 它 是 流体 速率 ( 即 速度 的 大 小 , 不 计 方 向 ) 的 类 似 物 , 它 表 示 穿 过 短 短 的 
正 交 于 热流 向 量 的 直线 段 的 (单位 长 度 ) 热流 量 . 因为 B 是 一 条 等 温 线 , H FEEL 
B, 所 以 在 边缘 上 的 > 点 , 局 部 热流 量 可 以 表示 为 

OG 

Q(z) = “pn” 
这 里 ”量度 B 的 外 法 线 方向 N 上 的 长 度 〈 见 图 12-3). 现在 我 们 把 这 个 结果 陈 
述 为 : 


























































































































(12.24) 


























在 边缘 点 z 处 , 局 部 热流 量 等 于 厂 的 伸缩 率 : Q(z) = IFN (12.25) 
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例如 , 利用 (12.20), 这 个 结果 预示 了 , 单位 圆 盘 边 缘 上 的 局 部 热流 量 是 [练习 |]: 








2 
OOl 产生 = 下， (12.26) 
pl p 
这 个 公式 将 在 下 一 节 起 中 心 作 用 ， 当然 直 接 把 (12.21) 代入 (12.24) 也 可 以 得 到 
QO) [练习 , 但 是 现在 的 做 法 要 简单 一 些 . 
于 一 般 结 果 (12.25) 可 以 做 很 直观 的 理解 . 见 图 12-31. 对 于 无 穷 小 的 值 ， 
做 由 了 发 出 而 且 于 > 点 达到 B 上 的 大 流 管 , 并 设 它 在 2 处 宽度 为 = CERN f 
下 的 象 是 由 0 发 出 而 且 于 w= f(z) 点 达到 C 上 的 上 流 管 . [注意 , f 原来 就 是 定义 
为 具有 这 个 性 质 的 ! 令 = 是 象 流 管 在 w 点 的 宽度 . 因为 B 在 > 点 的 长 为 = 的 线段 
被 Pa 伸 扭 为 C E w ARKA E RBE 所 以 






























































































































































Ir @l= = 

回想 一 下 , 一 条 大 流 管 在 给 定点 的 宽度 等 于 大 除 以 该 点 的 局 部 热流 量 [原来 在 
流体 情况 下 是 除 以 流体 速率 ]. 因为 在 C 上 的 局 部 热流 量 是 常数 , CE w 的 值 就 是 
在 0 处 热源 的 强度 除 以 C 的 周 长 , 而 由 我 们 的 做 法 , 这 个 比 就 是 (27/27) = 1. 因 
为 在 * 处 的 局 部 热流 量 是 Q(z), 我 们 看 到 
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Z=k/1, ¢=k/Q. 
所 以 g 
rol E= 7g =e), 
证 毕 . 
12.7 JAA E A 
12.7.1 引言 














考虑 一 片 表面 绝热 的 金属 板 内 的 定常 热流 , 除了 在 奇 点 以 外 , 温度 T(z) 是 一 
个 调和 函数 , 而 (局 部 ) 无 源 的 热流 向 量 场 是 H = 一 VT. 

我 们 来 量度 绕 一 个 半径 为 R 的 圆周 C 的 温度 , 并 设 圆周 之 内 , 没有 源 和 汇 , 为 
方便 计 , 取 圆 心 为 原点 . 当 z = Rel? 沿 着 圆周 C 运动 时 , 可 以 把 量度 到 的 温度 记 为 
角度 9 的 函数 : T = 7T(9). 我 们 希望 这 些 温度 值 在 物理 上 真正 有 可 能 决定 任意 内 点 
a 处 的 温度 . 事实 上 , WR a = 0, 我 们 知道 [高 斯 平均 值 定理 ], 在 圆心 处 的 温度 是 
C 上 的 温度 的 平均 值 : 




























































































































































































i T(0)d0. (12.27) 











12.7 狄 利克 雷 问 题 499 
我 们 最 终 会 看 到 , 这 个 结果 对 于 a A0 的 情况 的 推广 是 
F E = =] T(8)d6 . (12.28) 


如 果 把 a 写作 a= rèt (r < RR) ,再 用 余弦 定型 


[| 


T(a) 








~ On 


|z — al? 











R? — r? 











[练习 ] 即 得 这 个 公式 的 通常 写法 : 





TT 











R? + r? — 2Rr cos (0 — a) 


| roao， 


这 个 公式 通称 泊 松 "公式 , 方 括号 中 的 量 式 称 为 泊 松 核 , 以 后 我 们 记 作 Pa (2). 











(12.28) 说 , T(a) © T Æ C 上 的 加 权 平 均值 , C 的 每 一 个 元 素 对 了 
E Pi(z). 注意 , Pa(z) 按 此 元 素 到 a 的 
E 离 比 另 一 元 素 到 a 的 距离 大 两 倍 , 它 对 a 点 的 温 
因为 到 a 有 相 


的 贡献 , 均 正 比 于 其 权 习 
衰减 , 所 以 如 果 某 一 元 素 到 a 的 
个 元 素 的 1/4. 如 果 a= 0, 则 C 的 各 个 部 分 ( 
们 将 又 回 到 (12.27). 

EAI Ma) el, 即 狄 利克 雷 ” 问题 . 这 个 问题 不 
F 一 个 单 连 通 区 域 R°, 在 其 边缘 上 任意 指 








度 的 影响 就 只 有 另 


同 距 离 ) 都 有 相同 的 影 
泊 松 公式 联系 着 下 面 的 习 
上 定 了 的 调和 函数 , 而 是 对 了 














是 处 理 已 经 有 

















响 , 你 会 看 到 , 我 
要 而 又 轩 
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温度 T(a) 
E 离 的 平方 成 反比 


(= 

















定 了 一 个 〈 分 段 连续 ) 函数 以 后 , 求 一 个 在 R 中 连续 的 调和 函数 , 使 得 在 趋 近 边缘 





时 , 取 此 函数 值 



























































始 来 解释 这 一 切 ” 





12.7.2 ” 施 瓦 茨 的 解释 
施 瓦 奖 关 于 公式 (12.28) 有 
惜 的 是 , 这 个 解释 现在 远 未 得 到 它 理 应 得 到 的 注意 . 






























































门 一 个 在 C 上 分 段 连续 的 




















要 求 a 点 的 温度 , 可 把 C 上 各 点 的 温度 移植 到 与 此 点 隔 着 a E 
相对 的 点 ( 即 与 a 连 线 延 长 到 与 C 相交 的 交点 ), 然后 对 C 上 的 新 
的 温度 分 布 再 求 平均 值 即 可 . 


















































® Siméon Dennis Poisson, 1781—1840, 法 国 数学 家 . 一 一 译 者 注 

©@ Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805—1859, 德国 数学 家 . 译 者 注 

© 狄 利 克 雷 问题 不 一 定 限于 R 为 单 连 通 情况 . 一 一 译 者 注 

@ 以 下 材料 大 部 分 见于 Needham [1994].《〈 本 书 的 许多 书评 都 指出 : 本 书 部 分 获得 美 
(MAA) 1995 年 的 Carl B. Allendoefer 奖 , 就 是 指 的 这 一 部 分 ， 这 个 奖项 颁 给 优秀 
期 刊 论文 , 而 不 是 颁 给 整个 一 本 书 . Needham [1994] 就 得 到 了 这 个 奖 . 一 一 译 者 注 ) 








在 圆 盘 情 况 下 , 施 瓦 次 不 仅 证 明了 狄 利克 雷 问题 的 解 存 在 , 而 且 证 明了 它 恰 
(12.28) 显 式 地 表示 . 如 果 给 了 我 
C 的 内 域 按 泊 松 公式 做 出 函数 Ta). 施 瓦 次 的 解答 就 
和 的 , 而 且 当 a 趋 近 于 C 上 T(0) 为 连续 的 点 时 , T(a) 趋 近 已 给 的 TO). 我 们 现在 


函数 了 (0), 我 们 就 能 在 
相当 于 说 , T(a) 自动 地 是 调 





























个 非常 可 爱 的 几何 解释 IL Schwarz [1890]) , 可 


(12.29) 


数学 协会 











的 


介绍 性 的 

















施 瓦 次 是 从 泊 松 公式 推出 这 个 结果 的 , 而 泊 松 公式 本 身 则 是 从 直接 计算 得 到 的 . 我 
们 现在 不 这 样 做 , 而 是 直接 地 、 儿 何 地 证 明 这 个 结果 , 并 把 泊 松 公式 作为 其 推论 得 出 . 

图 12-32 的 例子 , 说 明了 (12.29) 的 美丽 . 在 图 12-32a F, C 有 一 半 【〈 就 是 用 粒 
黑 线 画 的 一 半 ) 用 蒸汽 保持 其 温度 为 100 E, 另 一 半 ( 就 是 用 虚线 画 的 一 半 ) 则 用 
冰 维 持 其 温度 为 0 度 . a 点 因为 靠近 冷 的 一 半 , 可 以 预期 那里 比较 凉 . 图 12-32b 则 
表示 通过 a 做 反射 式 的 温度 移植 后 的 新 的 温度 分 布 . 现在 非常 清楚 地 看 到 , 距 a 较 
远 的 热 的 一 半 , 经 对 a 反射 后 “聚焦 ”为 小 得 多 的 圆 弧 , 于 是 在 C 上 给 出 较 小 的 平 
均值 , 也 就 在 a 点 给 出 较 低 的 温度 . 

在 开始 论证 (12.29) 前 , 我 们 先 回忆 一 下 调和 函数 的 共 形 不 变性 : 如 果 T(z) 是 
任意 调和 函数 , h(z) 是 任意 共 形 映射 , 则 T(z*) 也 是 z 的 调和 函数 , 这 里 z* = A(z). 

现在 设 h(z) 把 圆 盘 映 为 其 自身 . WR z= Re 位 于 C E, W L Ri” 也 
在 C E, 而 因为 我 们 已 经 在 整个 C 上 量度 了 温度 , 我 们 也 就 知道 了 z* 处 的 温度 
T(O*). 既 已 知道 了 T(0*) 之 值 , 就 能 用 它 做 积分 (12.27) 来 计算 调和 函数 Th) 在 
z=0 处 的 值 ， 
























































































































































































































































































































































j T(0*)d0 ， (12.30) 





图 12-32 
































这 里 应 该 注意 0* = h(0), 而 且 积 分 变量 仍 是 原来 的 2 的 辐 角 9, 而 不 是 其 象 2* 的 
mfa O*. 
我 们 对 (12.30) 的 解释 如 下 : 在 0* 的 温度 , 是 经 过 移植 所 得 的 〈 即 把 在 2 处 量 
度 到 的 温度 移 到 z* 处 ) 在 C 上 的 新 温度 分 布 的 平均 值 . 现在 离 施 瓦 茨 的 结果 还 有 
一 半路 . 要 求 出 在 a 点 的 温度 , 只 需要 找到 一 个 把 圆 盘 映 为 其 自身 , 而 且 把 0 映 到 
a 的 共 形 映射 , 然后 再 求 新 温度 分 布 的 平均 值 就 行 了 . 

但 是 把 圆 盘 看 作 双 曲 平面 的 庞 加 莱 模 型 ， 就 会 发 现 我 们 其 实 已 经 对 这 种 映射 
很 熟悉 了 ! 暂时 先 对 图 12-33b FA EIR, 我们 不 久 还 会 回 到 这 个 图 来 ， 如 
R m 是 线段 04〈 在 双 曲 意义 下 )〉 的 中 点 ， 则 把 双 曲 平面 绕 m 旋转 半 周 ， 即 做 
























































































































































































































































12.7 狄 利克 雷 问题 501 














z= 2* = Ma(z), ?就 可 以 把 0 与 a 对 调 , 即 0* = a (这 正 是 我 们 想 要 的 ) ,a* =0. 














所 以 , 为 了 证 明 (12.29), 只 需要 ii 





FE 明 图 上 画 出 来 的 事实 : 若 > 位 于 C 上 , 则 六 就 是 





过 > 和 ua 的 ( 欧 几 里 得 意义 下 ) 


的 公式 , 所 以 计算 起 来 也 很 容易 ， 











弦 B 的 另 一 端点 . 我 们 在 第 3 章 中 导出 过 Ma(z) 
但 是 我 们 更 喜欢 直接 的 几何 证 明 . 
































我 们 先 需要 一 个 简单 的 结果 , 图 12-33a 是 它 的 解释 . 考虑 集合 
N= {过 zz 和 z* WAIK, 











这 里 z* 暂时 看 成 C 上 的 给 定点 























. 图 12-33a 上 画 了 N 中 的 三 个 元 素 , 即 过 0 的 

















S| 











弧 A. WULE (E52 B 和 双 曲 直线 L. [回忆 一 下 , NV 的 元 素 就 是 工 的 等 距 曲线 .] 我 




















们 需要 的 结果 就 是 : 





欧 几 里 得 弦 B ÆN 中 唯一 的 使 得 工 平分 A 和 B 交角 的 元 素 . (12.31) 











因为 W 中 的 元 素 都 由 它 自 z 出 发 的 方向 决定 , 又 因 半 径 20 在 z AUF L, 所 以 
(12.31) 这 个 关系 就 等 价 于 : 车 tz 和 如 分 别 在 z 和 0 切 于 A, 则 黑色 的 角 tz0 与 
阴影 的 角 z*z0 相等 . 这 个 关系 从 图 上 看 得 很 清楚 , 所 以 留 给 读者 自己 证 明 . 


























Al 12-33 











现在 请 把 注意 力 转 到 图 12-33b, 其 中 的 2* 是 2 在 绕 m 旋转 半 周 后 的 象 . 为 了 
最 终 证 明 施 瓦 欧 的 结果 , 我 们 必须 证 明 图 上 画 出 来 的 事实 , 即 a 位 于 弦 B 上 . 为 此 ， 
考虑 4 的 象 4*. 因为 旋转 半 周 将 把 z 和 z* 对 换 , 0 和 a 对 换 , 所 以 A* 必 是 N 的 
一 个 经 过 a 的 元 素 . 但 是 L* = L, 故 由 映射 的 共 形 性 知道 , 4* 与 工 的 夹 角 等 于 A 






























































与 工 的 夹 角 . 由 (12.31) TA, 这 个 经 过 z, a 和 z* 的 弧 A* 只 能 是 B. 证 毕 .” 





12.7.3” 圆 盘 的 狄 利克 雷 问 题 














12-32 的 例子 讲 得 太 急 了 一 点 . 在 眼下 , 施 瓦 交 的 结果 只 是 说 , 对 于 一 个 已 
给 定 于 圆 盘 中 的 调和 函数 , 怎样 从 它 在 C 上 的 值 , 找到 它 在 C 的 内 域 中 的 值 . 但 是 














® 见 3.9.2 节 (3.52). 












































@ 5 Needham [1994] 中 那个 更 初等 的 论证 相 比 , 这 里 的 论证 在 概念 上 更 清晰 . 

















502 第 12 章 流 与 调和 函数 














在 图 12-32 中 , 我 们 却 不 经 意 地 就 假设 了 , 只 要 给 出 了 任意 分 段 连续 的 边界 值 , 我 们 
构造 出 的 圆 盘 中 这 个 函数 就 有 这 样 的 性 质 . 换言之 , 我 们 就 假设 了 , 已 经 得 到 了 施 
瓦 茨 关于 圆 盘 内 的 狄 利克 雷 问 题 的 解答 . 在 引言 里 , 我 们 确实 说 过 , 这 是 可 以 做 到 
的 . 现在 我 们 来 论证 这 一 点 . 

12-34a 画 出 了 a 趋 近 边 缘 上 的 z 点 , 也 画 出 了 两 段 邻 接 于 z 的 很 短 的 圆 弧 
(Ci 5 C2) 在 越过 a 点 做 上 述 的 投影 后 的 象 (CY GCS). 如 果 已 给 的 边界 值 在 > 
点 连续 , WW T Æ CUCO 基本 上 是 一 个 常数 (因为 C 和 Cs 都 很 短 ) , 所 以 新 的 温 
度 分 布 在 C+ U CE 上 类 似 地 也 几乎 就 是 常数 . 所 以 , 当 a 趋 近 z 时 , 做 出 来 的 函数 
T(a) 确实 趋 近 T(z), 这 就 是 我 们 要 求 的. 

虽然 犹 利克 雷 问 题 对 于 当 a 趋 近 了 在 边缘 上 的 不 连续 点 时 , T(a) 的 性 态 如 何 
并 未 做 出 要 求 , 但 是 要 看 出 究竟 发 生 了 什么 事情 , 并 非 难事 (虽然 计算 起 来 并 不 简 
BL). 假设 从 Cy 进 到 Co IN, 边缘 上 的 温度 由 克 跳 到 To. 如 果 a 是 沿 一 个 与 C 成 
H Br 的 方向 趋 近 z, 则 T(a) 将 趋 近 [67 + (1 — AOT) [练习 ]. 这 个 结果 与 不 连续 
函数 的 傅 里 叶 级 数 表示 有 关 . 

现在 , 只 需 证 明 所 构造 的 函数 确实 是 调和 的 . 我 们 在 此 暂停 一 下 , 先 转 来 把 泊 
松 公式 恢复 到 它 的 经 典 形式 . 首先 要 注意 , (12.30) 可 以 重 写 为 [为 什么 ? 























































































































































































































(12.32) 








图 12-34 





为 了 把 它 写成 与 (12.28) 同样 的 形状 , 就 要 把 db* 用 dé 表示 出 来 . 
考虑 图 12-34b, 上 面 画 的 是 当 > 做 运动 RAO 时 , z* 的 运动 RA0 .这些 弧 最 
终 " 等 于 纺 s Ril t, 所 以 (Ab*/Ab) 最 终 等 于 (t/s). 但 是 s 和 二 是 两 个 相似 三 角形 
































© 在 1.3.4 节 中 解释 了 本 书 中 对 于 “最 终 ” 二 字 的 用 法 . 例如 在 这 里 ，“ 最 终 ” 是 指 RAO 与 s 之 差 对 
泽 者 注 














于 AO 是 高 阶 无 穷 小 . 











12.7 FA REM A 503 











画 有 阴影 ] 的 对 应 边 
得 到 














这 相 





E, (12.32) 变 成 了 














此 得 知 , 为 了 导出 
是 按 反 方向 进行 的 
有 一 条 初等 的 几 























则 











a 的 直径 〈 虚 线 ) 即 得 po = (R? =r?) KA 











作为 泊 松 核 的 几何 解 























, 所 以 (t/s) = (o'/p). 最 后 , 因为 最 终 有 (0'/p) = (o/p), 我 们 
dé* o 
s- 
T(a) = n | z] T(0)d6 . (12.33) 




















白松 公式 ， 我 们 只 rig UE HA 








o/o) 就 是 泊 松 核 Pa(z). HEREA 



























































: 他 原来 是 从 泊 松 公式 导出 他 的 结果 (12.29) 的 . 
何 定理 , 说 明 po = p'o 是 一 个 仅仅 依赖 于 a 的 常数 , 利用 过 
f 我 们 就 真 的 得 到 了 
加 本 | 
p p 





vi 


释 的 





个 有 超 




















Re, 我 们 看 到 , 对 了 








回 定 的 z, 作为 a 的 函数 








Pa(z), 它 的 水 平 曲线 是 一 族 切 于 z 的 圆周 , 而 





回 
为 现在 2 在 


到 调和 性 

















问题 ， 
圆周 C J 
要 证 明 这 一 点 , 请 看 图 12-35. 因为 在 E 点 的 角 是 直角 , 所 以 








我 们 看 到 , 只 要 能 对 a A 





E 积 分 号 下 求 导 ( 这 当然 是 许可 的 ， 





= 
内 |. 


C AA MIE Ps(z) = 0, 即 极限 














因 




















E, 从 而 r< R) ,然后 





再 证 明 


是 a 的 调和 函数 就 够 了 . 


o/p 















































o _ +alcosy Re z+a Í 
p |z—al z—a 
既然 [o/o] 是 a 一 个 解析 函数 的 实 部 , 它 就 自然 是 调和 的 . 证 毕 . 






































从 推理 的 思路 , 还 可 以 得 到 一 项 副 产 
T+iS = 一 (复位 势 ) 是 解析 函数 . 这 时 , 除了 相 
数 是 唯一 决定 的 , 而 它 必 定 P 

















im. & 3 为 了 的 调和 对 偶 , 从 而 f = 
差 再 加 上 一 个 虚 常 数 以 外 , 这 个 函 

































































因为 这 是 一 个 解析 函数 ， Sunes T(a). 这 个 结果 称 为 施 瓦 茨 公 式 , 它 使 我 们 
能 从 一 解析 函数 实 部 在 C 上 的 值 恢复 完整 f. 
12.7.4， 诺 依 曼 和 波 软 的 解释 
如 果 我 们 在 上 半 平 面 的 边缘 ( 即 实 轴 ) 上 指定 了 任意 的 分 段 连续 的 温度 T(z)， 
则 有 男 一 个 也 属于 泊 松 的 公式 给 出 上 半 平 面 的 任意 点 4a = X +iY CY > 0) 处 的 温 
度 如 下 : 

















































































































T(a) = L D 元 os i 万 | T(ax)da . (12.34) 
我 们 将 用 双 曲 几何 重新 解释 (12.32), 这 样 来 解释 这 个 结果 . 这 样 一 来 , 从 (12.28) 转 
到 (12.34) 只 不 过 就 是 从 双 曲 平面 的 庞 加 莱 模 型 转 到 它 的 上 半 平 面 模型 而 已 . 然而 
我 们 先 要 给 出 泊 松 公式 的 另 一 个 几何 解释 . 
为 简单 计 , S C 为 单位 圆周 . 考虑 图 12-36. 设 在 弧 KOK 也 表示 其 弧 长 的 弧 
度 值 ) 上 有 单位 温度 , 而 在 C 的 其 余部 分 上 , 温度 则 保持 为 零 . 由 施 瓦 茨 的 结果 , 在 
a 点 的 温度 为 T(a = (K*/2n) (这 里 K* 如 前 所 述 , 是 K 通过 a 在 C 上 的 投影 ， 
表示 其 弧 长 的 弧度 值 ) , 而 在 圆心 处 的 温度 则 是 T(0) = (K/27). 





























































































































































































































图 12-36 


想象 你 站 在 a 处 向 外 看 着 许 许多 多 等 距 分 布 在 圆周 上 的 温度 计 . 当 你 把 头 转 











一 整 圈 当然 脚跟 也 得 跟着 转 ! 一 一 用 《7》。 表示 你 所 看 见 的 〈 一 切 方向 上 的 ) 
温度 的 平均 值 . 例如 , 出 现在 高 斯 平均 值 定 理 中 的 (T) 就 是 《4T》0o. 
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在 我 们 的 情况 下 ,《T》。 = (XM2m), 其 中 入 是 K 对 a 点 所 张 的 角 的 弧度 值 . 从 


图 上 我 们 看 到 ” 





1 

















所 以 《T》。 = A[T(a)+T(0)|: 你 所 看 到 的 边缘 温度 平均 值 等 于 你 所 在 处 的 温度 
和 圆心 处 的 温度 的 平均 . 然后 就 容易 看 到 , 对 于 许多 有 不 同 温度 的 弧 , 以 及 对 于 最 
终 ” 一 般 的 分 段 连续 的 温度 分 布 , 这 个 结果 也 是 对 的 . ROPE, 泊 松 公式 可 以 重新 写 为 





这 是 诺 依 曼 的 结果 , 见 Neumann [1884], KA A ee 
则 从 另 一 个 角度 重新 发 现 了 它 . 在 Perkins [1928] 4 








T(a) = 2 4T} a — T(0) . 






































有 发现 了 它 , 而 Duffin [1957] 














PP 还 有 一 个 有 趣 的 推广 . 


12-37 的 目的 就 是 想 让 这 个 结果 更 加 生动 : 你 连续 不 断 地 扭头 , 每 次 都 扭 动 
同样 的 小 角度 。 你 就 能 看 到 边缘 上 空心 圆 点 处 放置 的 一 个 温度 计 . 它们 所 记载 的 




















温度 的 平均 值 就 是 《4T》。 的 很 好 的 近似 [ 当 。 一 0 时 则 得 到 准确 















































值 ], 也 就 是 你 所 


处 位 置 的 温度 与 在 0 点 的 温度 平均 值 的 很 好 的 近似 . 请 注意 , 在 边缘 最 接近 你 的 地 
方 , 这 些 空心 圆 点 是 怎样 挤 到 一 起 来 了 . 这 样 , 正如 你 能 够 预期 到 的 那样 , 这 一 部 分 





























边缘 会 对 你 所 站 位 置 的 温度 





@ 附带 提 到 , 这 也 意味 着 等 温 线 就 是 过 p 和 gq 的 圆 弧 . 


© 请 注意 前 一 个 译 者 注 . 











具有 最 大 的 影响 . 
































译 者 注 














@ Carl Gottfried Neumann, 1832—1925, 德国 数学 家 . Carl 的 父亲 (1798—1895) 也 是 一 位 大 数学 





家 和 物理 学 家 . 是 哥 尼斯 堡 学 派 的 创始 人 . 和 希 尔 伯 特 其 实 也 是 出 



































这 个 学 派 . 但 是 偏 微 分 方程 理论 中 








的 诺 伊 曼 问 题 , 则 是 因 儿 子 Carl 命名 的 . 但 是 请 勿 与 20 世纪 的 大 数学 家 , 计算 机 科学 的 开创 者 过 
的 汉 : W (John von Neumann, 1903—1957) 混淆 , 这 一 位 是 匈牙利 人 , 希 尔 伯 特 的 学 生 , 与 我 人 


























这 里 讲 的 诺 伊 曼 毫 无 关系 . 





译 者 注 














站 

















为 了 得 到 泊 松 公式 的 第 三 种 , 也 就 是 最 后 一 种 解释 , 请 把 这 个 圆 盘 想 成 双 曲 平 
面 的 庞 加 莱 横 型 ,你 又 一 次 站 在 a 处 向 K AE, 现在 K 成 了 无 穷 远 处 的 天 际 线 
(其 定义 见 6.3.4 节 , 例如 图 6-21) . 那么 , 在 这 个 扭曲 了 的 几何 中 , K 有 多 大 ? 如 果 
你 是 上 帝 那 样 的 观测 者 , 能 够 俯视 双 曲 平面 的 这 个 模型 , 那么 光 所 行走 的 直线 在 你 
看 来 就 是 正 交 于 C HAI, 所 以 你 看 见 K 所 张 的 角 就 是 


双 曲 角度 =A+(e+0). 
晶 是 我 们 从 图 12-36 看 到 K* = K+20+420, BH 
































oy 
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=> 








(@+0)=5 


这 样 我 们 就 得 到 一 个 值得 注意 的 事实 : 











双 曲 角度 = a + K) + =(K* — K) = K* = 2nT(a) . 








这 就 是 说 , 你 所 处 位 置 的 温度 恰好 正比 于 你 所 看 到 的 K 的 大 小 ! [直接 求助 于 我 们 
前 面 讲 过 的 双 曲 旋转 半 周 M(z) 的 共 形 性 以 及 它 只 保持 圆周 的 性 质 , 也 能 得 到 这 

个 结果 .] 

现在 就 能 重新 解释 (12.32) T, 我 们 已 经 看 到 db* 就 是 C 的 元 素 对 a 点 所 张 
的 双 曲 角度 : C 的 每 个 元 素 对 于 内 点 a 的 温度 的 贡献 , 正比 于 此 元 素 对 于 点 a 所 
张 的 双 曲 角度 的 大 小 . 像 我 们 在 欧 几 里 得 空间 所 做 过 的 那样 , 用 <T =a 记 你 站 在 

a 点 环顾 一 周 时 , 在 双 曲 平面 的 天 际 线 上 所 看 见 的 温度 的 平均 值 . 于 是 我 们 发 现 了 






















































































T(a)=<T>a. (12.35) 


这 个 结果 ( 比 施 瓦 茨 的 结果 更 美 ) ETK, 请 参看 Bocher [1898], [1906]. 我 们 是 
把 它 表 述 为 施 瓦 茨 的 结果 的 推论 , 但 在 本 节 之 末 我 们 会 看 到 , 还 可 以 用 简单 得 多 的 
方法 去 理解 它 . 
图 12-37 的 类 似 物 现在 是 图 12-38， 如 果 你 仍然 站 在 原来 的 地 方 , 不 断 扭头 环 
顾 四 周 , 每 次 都 扭 一 个 很 小 的 角度 。, 图 上 画 的 就 是 温度 计 在 边缘 上 的 新 位 置 . 这 些 
温度 计 读 数 的 平均 值 就 是 < T =a 的 一 个 很 好 的 近似 [ 当 。 一 0 时 则 得 准确 值 ], 因 
此 也 是 你 所 处 位 置 的 温度 的 一 个 很 好 的 近似 . 请 注意 , 在 边界 最 接近 你 的 部 分 , 空 
心 圆 点 变 得 拥挤 起 来 , 因此 这 一 部 分 边缘 对 你 所 处 位 置 的 温度 影响 最 大 . 

从 (12.35) 这 个 有 利 的 视点 来 看 , (12.27) 和 (12.32) 的 区 别 就 烟消云散 了 . 本 
来 双 曲 平面 上 的 每 一 点 都 和 其 他 点 是 平等 的 , 只 不 过 在 a = 0 时 , 双 曲 角度 db* 恰 
好 等 于 我 们 更 熟悉 的 欧 几 里 得 角度 do. 
































































































































































































































































































































@ Maxime Bôcher, 1867—1918, 美国 数学 家 . 译 者 注 
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Al 12-38 


把 结果 这 样 陈述 出 来 , 就 使 我 们 能 把 它 转 移 到 双 曲 几何 的 上 半 平 面 模型 中 来 . 
[这 种 转移 的 完全 的 论证 将 在 本 节 之 末 给 出 .] 对 于 上 帝 那 样 的 观测 者 , 现在 天 际 线 
是 实 轴 , 而 直线 则 是 与 实 轴 交 成 直角 的 半圆 弧 . 你 所 处 位 置 的 温度 就 是 图 12-39 中 
那些 空心 圆 点 的 温度 的 平均 值 (当然 须 令 。 一 0) . 








































































































图 12-39 





12-40 对 此 做 了 更 详细 的 分 析 . 它 画 出 了 天 际 线 上 的 元 素 Aa 对 a 点 所 张 的 
双 曲 角度 A9* 和 欧 几 里 得 角度 Ad. 把 Ar 取得 充分 小 , 就 可 以 认为 T(x) 在 其 上 
基本 上 是 常数 , 对 于 a 处 温度 的 贡献 是 (1/20) T(z)A0*. 沿 整 个 天 际 线 积分 , 我 们 
得 到 
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T(a) == Fz 


| T(z)db*. (12.36) 











为 了 把 它 写 成 (12.34) 同样 的 形状 , 我 们 需要 找到 (d% /dz). 我 们 将 通过 一 个 
很 吸引 人 而 且 很 令 人 吃惊 的 结果 来 做 这 件 事 : 非 欧 角 度 Ab* 正 是 欧 几 里 得 角度 Ab 
的 两 倍 , 即使 Ar 不 是 很 小 时 也 如 此 . 为 了 看 到 这 一 点 , 请 注意 与 实 轴 交 于 p 点 的 
半圆 弧 . 过 a 点 的 虚线 切线 与 过 p 的 铅 直 直 线 的 交角 , 很 明显 就 是 弦 ap 与 这 条 铅 
直 直 线 交 角 的 两 倍 . 于 是 立即 可 得 上 述 结果 . 
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A0 


Ag 7 





图 12-40 


现在 再 看 图 12-41. 其 中 小 的 有 阴影 的 三 角形 , 是 按 直角 三 角形 画 的 , 因此 当 
A0 — 0 时 , 最 终 相似 于 大 的 有 阴影 的 三 角形 . 这样 , (5/Az) 最 终 等 于 (Y/Q). 还 
A, 因为 很 像 半径 为 2 的 圆周 的 小 弧 段 , 它 最 终 会 等 于 240. MA, 只 要 AOA 
无 穷 小 , 就 有 







































































RAO E Y 


Ar Ar 1 
把 此 式 与 前 面 的 结果 结合 起 来 , 我 们 就 得 到 
te 7? la]? es 
dx “|dzj ~ | 22} ~|(X—2)?+¥Y2] ` 


代入 (12.36) 即 得 (12.34). 








na 








a=Y+iY 





|X—a| 








图 12-41 


以 上 的 论证 , 形式 虽然 是 新 的 , TA FEB RH RM Ud ke BIE OP IK PE 
思想 , 则 由 Osgood [1928] 给 出 . Lange and Walsh [1985] 是 (12.34) 的 另 一 个 处 理 
方法 . 关于 迄今 所 得 的 三 个 解释 的 更 多 知识 , 可 见 Perkins [1928]. 

12.7.5 “一般 的 格林 公式 
E R 是 任意 形状 的 单 连通 区 域 , 泊 松 公式 有 一 个 推广 (归功 于 格林 ), 可 把 R 
的 任意 内 点 a 处 的 温度 用 边缘 B 上 的 温度 值 T(z) 表示 出 来 . 和 前 面 一 样 , S galz) 
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为 此 区 域 当 热源 放 在 a 处 时 的 格林 函数 , 所 以 在 边界 点 z 处 的 局 部 热流 量 是 





借助 Qa 我 们 就 能 决定 T(a) 


T 
































Qa(2) = -2 
. 下 面 就 是 非常 引 人 注 目的 格林 公式 : 
(a) 一 去 f, Qa(z)T(z)ds, (12.37) 








这 里 ds 是 沿 B 的 弧 长 元 素 , 这 样 , Qa 在 这 里 所 起 的 作用 就 和 泊 松 核 Ps 在 (12.28) 


中 所 起 的 作用 一 样 。 事实 上 , 我 们 在 前 面 曾经 就 单位 圆 盘 























m 





的 情况 计算 过 Qa, Bll 























(12.26) 中 的 Q(z) = Qo(z), 我 们 现在 认 出 了 它 就 是 泊 松 核 P.. 
HAR (12.37) 在 理论 上 和 实用 上 都 很 有 价值 , 应 该 指出 , 它 不 如 泊 松 公式 那么 











明确 而 直接 , 因为 , 为 了 找 出 



















































































Qa 就 要 先 找 出 格林 函数 Ga. 但 是 我 们 前 面 已 经 讲 过 ， 

















SK Ga 的 问题 本 身 就 是 一 个 狄 利克 雷 问题 : 为 了 构造 


Ga(z) = -ln p + ga(z) ， 




















就 要 先 做 出 一 个 以 Inp 为 边 值 的 调和 函数 ga. 所 以 (12.37) 其 实说 的 是 , 如 果 能 够 
解决 这 个 特殊 的 狄 利 元 雷 问 题 , 就 能 解决 所 有 的 狄 利克 雷 问 题 . 





先 设 想 T(z) 是 给 定 的 一 个 RR 中 的 调和 函数 , 我 们 希望 从 它 的 边 值 来 决定 它 在 
内 点 a 处 的 值 Tla). 我 们 对 于 (12.37) 的 解释 背后 的 思想 其 实 很 简单 格林 函数 
Ga 使 我 们 能 够 做 出 区 域 R 与 单位 圆 盘 D 之 间 的 共 形 映射 及 其 逆 上 映射 fot 而 
使 得 a 对 应 于 原点 . 图 12-42 基本 上 就 是 图 12-31 的 复制 , 在 其 中 解释 了 这 点 . 
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Al 12-42 


利用 共 形 映射 z= w= f(z) 就 把 R 中 的 调和 函数 T(z) 移植 到 D 中 的 调和 












































函数 T(w) =T(f-*(w)). B 上 的 边 值 变 成 C 上 的 边 值 . 但 是 C 上 的 这 些 边界 温度 























的 平均 值 就 是 圆心 处 的 温度 , 而 这 就 是 我 们 想 要 求 的 , 因为 T0) = T(a). 























© $F Maxwell [1873], 其 中 用 








更 好 . 























静电 能 对 (12.37) 给 出 了 美丽 的 物理 解释 , Maxwell [1881, 第 3 章 ] 
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用 公式 来 表示 这 里 的 思想 , 我 们 有 


T(a) = = f, T(w)dé . 





如 果 在 C 上 的 w= f(z) 处 的 元 素 db, 是 B 上 的 z 处 的 元 素 ds 的 象 , 则 


dé = |f" (2)|ds ， 


所 以 ， 
Ta) = z f TRIP EIAs. 














最 后 再 回忆 起 (12.25): 伸缩 率 O 等 于 局 部 热流 量 Qa(z). 这 就 完成 了 (12.37) 














的 推导 












































这 里 的 论证 还 解释 了 更 强 的 结果 , 即 37) 解决 了 关于 R Po e e 

















用 FEB 上 给 定 的 边 值 共 形 地 移植 到 C 上 , 我 们 已 经 知道 , 泊 松 公式 使 我 们 能 








出 D 上 的 狄 利克 雷 问题 的 解 . 用 广 : 把 这 个 解 从 DD 移 回 到 








R, P R 


中 的 调和 函数 T, 它 在 a 点 的 值 必 由 (12.37) 给 出 . 你 现在 能 理解 为 什么 我 们 舍得 





花 那 么 大 的 精力 在 圆 盘 这 个 特例 上 了 . 


在 结束 本 节 时 , 我 们 给 出 格林 公式 (12.37) 的 美丽 的 几何 解释 , 如 图 

















12-43 Æ 


方 . 和 在 图 12-38 中 一 样 , 设想 你 站 在 a 处 , 不 断 把 头 每 次 扭转 一 个 小 角 。 但 是 
现在 假设 光 是 沿 着 图 上 所 务 的 热流 H = -Vga 的 流 线 行走 的 . 我 们 这 样 就 会 看 见 




















边缘 上 画 出 来 的 温度 计 . 一 般 公式 (12.37) 说 的 其 实 就 是 , 这 些 温度 的 平均 值 ( 当 


























。 一 0 时 ) 就 是 你 所 站 位 置 的 温度 ! 波 软 的 解释 明显 地 是 它 的 一 个 特例 . 




















© 如 果 我 们 定义 R 中 间隔 为 无 穷 小 的 两 个 点 的 距离 , 就 是 这 两 点 在 D 中 的 象 



























































的 双 曲 距离 , 则 R 变 成 




















双 曲 平面 的 另 一 个 〈 非 标准 的 ) 共 形 模型 , 图 12-43 中 由 a 发 出 
果 就 是 完全 相同 的 . 






































风流 线 就 是 划 





测 地 线 . J 


F 是 这 两 个 结 
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这 个 解释 本 质 上 只 不 过 是 重复 了 (12.25) 的 推导 . S zo 是 你 向 0 方向 看 见 的 
边界 点 . 格林 公式 说 的 就 是 , ze 处 的 元 素 ds 处 的 温度 T(zg) 对 于 a 点 的 温度 的 贡 
献 正 比 于 Qalzo)ds, BU H 通过 ds 的 流量 . 现在 随 着 图 上 有 阴影 的 流 管 回 到 a 点 
处 的 源 , 令 此 流 管 在 a 处 所 张 的 角 为 do. 因为 正比 于 27 的 总 流量 在 a 点 的 分 布 是 
对 称 的 , 所 以 流入 这 个 流 管 的 流量 8,(zg)ds 等 于 d0. 这 样 , (12.37) 可 以 重 写 为 
























































T(a) = 二 f, T(z0)d0, (12.38) 








这 就 是 各 方向 的 边缘 温度 T(zo) 的 平均 值 . 证 毕 . 

我 们 是 用 图 12-43 作为 (12.37) 的 几何 解释 的 , 我 们 也 能 用 它 来 简化 与 说 明 那 
个 公式 的 推导 . 关键 之 处 在 于 看 到 (甚至 不 需 令 。 趋 于 零 ) , 图 12-43 中 在 BEM 
测 到 的 温度 的 平均 值 是 共 形 不 变 的 . 和 前 面 一 样 , 令 T(z) 是 由 R 到 另 一 个 边缘 为 
Y 的 单 连通 区 域 S 的 一 对 一 共 形 映射 . 和 处 理 f 一 样 ， oe J 使 得 过 a 的 曲 
线 的 方向 在 此 映射 下 没有 扭转 〈 即 arg [J'(a)] = 0). & we = J(zo) H B EM zo 
EY EMR. 

由 格林 函数 的 共 形 不 变性 , 按 角度 0 离开 a 的 流 线 的 象 就 是 以 同一 角度 离 
J(a) 的 流 线 . 这 样 , we 不 仅 是 zo 的 象 , 它 也 是 J(a) 处 的 观测 者 向 着 9 方向 看 见 的 
边界 点 . 但 是 , 由 定义 , B 上 每 点 zo 的 温度 都 被 移植 到 了 Y 上 的 wo 点 , 所 以 , J(a) 
处 的 观测 者 在 Y 上 看 到 的 温度 与 a 处 的 观测 者 在 B 上 看 到 的 温度 一 样 . 证 毕 

令 。 趋 于 零 来 取 极限 , 平均 值 的 共 形 不 变性 就 可 以 表示 为 


1 1 ~ 


图 12-43 画 的 是 J = f 的 特例 , 即 前 面 构造 的 将 R 映 为 D 并 将 a 映 为 0 的 共 形 映 
射 . 这 个 特例 的 优点 在 于 , 现在 可 以 算出 这 个 共 形 不 变 的 平均 值 . 由 高 斯 平均 值 定 
理 , 移植 后 的 温度 的 平均 值 , 即 在 C 上 的 T(we) = T(zo) 的 平均 值 , 就 是 在 圆心 处 
的 温度 T(0) = T(a): 





































































































































































































































































































aa f Tendo = Jaf Toat =T(a). 
































这 样 , 再 回 到 R, 并 且 令 。 趋 于 零 而 取 极 限 , 就 知道 , 所 观测 到 的 温度 的 平均 值 就 是 
你 所 处 位 置 的 温度 . 最 后 , 图 12-43 的 推理 表明 , (12.38) 等 价 于 (12.37). 

图 12-44 说 明 的 是 , 共 形 不 变 的 平均 值 这 一 思想 使 我 们 做 过 的 许多 事情 有 了 统 
一 性 . 图 的 上 部 中 间 画 的 是 高 斯 平均 值 定理 : 当 。 趋 于 零 时 , 边缘 上 的 空心 圆 点 处 
的 温度 的 平均 值 等 于 圆 盘 中 心 的 温度 . 对 此 图 应 用 一 个 自 同 构 , 就 给 出 圆 盘 的 泊 松 
公式 的 可 视 化 形式 (上 左 ) ; 应 用 默 比 乌 斯 变换 把 双 曲 平面 的 庞 加 莱 模 型 变 为 上 半 
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平面 模型 , 就 得 到 上 半 平 面 的 泊 松 公式 的 可 视 化 形式 (下 图 ) ; 而 用 更 一 般 的 共 形 
映射 , 则 给 出 格林 公式 的 可 视 化 形式 . 














IS 








Al 12-44 


12.8 J 题 











1. (i) 证 明 偶 极 子 的 对 偶 仍 是 偶 极 子 . 
(ii) 把 偶 极 子 看 成 一 个 对 子 [强度 相同 的 源 和 汇 所 成 的 一 对 ] 的 极限 . 画 出 这 个 对 子 的 对 
偶 的 草图 , 并 由 此 弄 清 (i) 的 几何 意义 . 
2. 若 8 是 一 个 实 调和 函数 , $ 是 其 调和 对 偶 , 证 明 OD 也 是 调和 函数 . [提示 : 考虑 复 函数 
(@ + iP) | 
利用 高 斯 平均 值 定理 证 明 调和 函数 不 可 能 具有 局 部 极 大 值 . 
求 (12.7) 在 三 维 空间 的 推广 . 
5. (i) Æ S ARTH, WE VI = SFF 并 且说 明 为 什么 此 式 与 第 7 章 习题 19 的 (i) 
Ee 
(ii) 证 明 : 若 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 A|j = Ae. 请 使 用 硬 算 来 导出 此 式 . 
6. 令 f(z) 为 解析 的 . 依次 对 (fF + F) AFF) 应 用 可, 证明 : 若 了 的 实 部 或 模 为 常数 , 则 了 
本 身 也 为 常数 . 
7. (i) 把 > 和 有 z 看 成 z y 的 函数 ， 偏 微分 的 链 法 则 证 明 (至 少 是 形式 上 证 明 ) 


1 
ð- = 5V, Or=5V- 
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8. $ J 表示 变换 z w BJEN EREE. OP Ee, il 


Ne) 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 




















|dzw|?. 














Of =f, 














导出 ): ARPT BSR f 依赖 于 z, 但 不 依赖 于 Z: 
Ozf = 0. 


E 明 其 行列 式 为 det(J) = |d.w|? 一 





.从 习题 7(i 我 们 看 到 A = VV = 40.02. 利 








这 一 事实 解决 以 下 各 问题 . 


(i) 证 明 更 = [1 (£? +. y?)] WE Ab = 467 (26 — 1). 


(ii) 从 AF = è 形式 地 先 对 z PROT 

ysiny) 是 方程 AR = e cosy 的 

: f 是 平面 上 的 最 
是 任意 解析 函数 . 

和 通常 一 样 , 令 E 是 一 条 上 

的 象 的 曲率 . XS s 和 S 分 别 表示 原 | 





(ii) 证 明 











Z K = -iv 的 流 函 数 . 











(i) 
























































由 率 为 上 的 




















了 对 z 积分 来 解 出 F. 由 此 导出 R= te” (x cosy + 

















的 调和 函数 , 则 f 


个 解 . 通过 显 式 地 计算 出 AR 来 验证 





这 个 结果 . 
其 中 pM q 











z, Z) = p(z) + (Z), 


























线 和 和 象 曲线 的 3 











k2). 虽然 这 不 是 共 





1 线 的 单位 切 向 量 , K 是 此 曲线 在 解析 映射 f(z) 下 


K. 最 后 , & w= (I/I) ESE 


J] 5.9.3 节 (5.30) 证 明 Bs = Wd, [kv EK: ¿l 











年 如 何 企图 把 两 条 相 切 的 曲线 间 


形 不 变 的 , 但 请 证 










































































的 概念 的 这 个 有 几何 意义 的 推 / 








称 为 卡 斯 纳 不 


线 的 方向 i€ 的 距离 . 把 K = -ivw 代入 5.9.3 节 


利 | 
( 证 明 6.6 = ik, 同时 O.W = Ê- (K). 
(iii) 导出 
ask = Os + VOK).E. 
提示 : 记 住 (或 者 证 明 ) (ia) : (b) + (a) - (ib) = 01] 
(iv) 回忆 一 下 第 5 章 的 习题 18, 其 中 我 们 看 到 牛顿 当 
的 “ 角 ”@ 定义 为 它们 的 曲率 之 差 : 9 = (k1 
明 [6>/8.6] 是 一 个 共 形 不 变量 . 
变量 (Kasner Invariant) . 
用 上 题 的 记号 , 令 p 度量 正 交 于 此 则 


(5.30), 证 明 象 曲线 的 曲率 可 以 表示 为 一 个 很 干净 的 公式 : 














K=O + KW. 


SENT p 处 强度 为 S 的 源 在 一 解析 映射 刻下 的 象 . 


(i) 先 几何 地 证 明 





位 于 





Gi) FE ILS 














f(p) 处 ， 
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hiE 











对 于 位 于 p 处 的 偶 极 子 重复 上 题 的 研 
证 明 : 车 把 米尔 恩 - 汤 姆 森 公 式 (12.1 
的 涡 旋 , 一 个 位 于 1/5 处 , 另 一 个 位 于 








BY 


出 


























“NI 
WY 








FO 处 . 借助 





] 于 位 于 单位 圆 
F 黎 曼 球 面 上 的 图 像 来 解释 此 事 . 


代数 地 证 明 , Æ p 不 是 了 的 临界 点 ( 即 f'(p) 和 关 0)， 则 象 是 另 一 个 
强度 仍 为 S 的 源 . 
再 代数 地 证 明 , Æ p 是 了 的 (n—1) 阶 临界 点 , 则 象 仍 是 








个 源 , 但 现 


ù 


























内 的 p 处 的 涡 旋 , 则 给 出 两 个 新 





54 第 12 章 流 与 调和 函数 





15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 








穷 小 圆周 流出 的 流量 . 























将 单位 圆周 的 上 半 








En 

















(iii) 取 = Ga, v = Go 来 证 明 格林 函数 的 对 称 性 质 : Ga(b) = Gola) . 
入 周 (Im(z) > 0) 的 温度 保持 为 +(r/2)， 下 半 


(i) 证 明 : € u 与 v 为 调和 的 , 则 X = (uVv —vVu) 是 无 源 的 . 
(ii) Mu=T, v = Ga 来 证 明 (12.37), 然后 令 X 流出 B 的 流量 等 于 
































DE a 的 无 


E 


























En 





周 的 温度 保持 为 


— (0/2), 记 这 时 的 单位 圆 盘 的 温度 分 布 为 T(z), 证 明 




















fl+z 
T(z) = Arg te ; 





























S T(z) 为 圆 盘 |z| < R 内 的 非 负 温度 分 布 . 记 |a| = r, 用 泊 松 公式 来 导出 哈 纳 克 " TE 


(2) T(0) < T(a) < (=) T(0). 














式 : 
R+r 
FARA ANEN [ 即 上 题 ] EERE 




















理 在 调和 函数 中 的 如 下 类 比 : BT AAP OE 


是 调和 的 ,而 且 是 上 有 界 ( 或 下 有 界 )， 则 了 为 一 常数 . 




















把 圆 盘 的 格林 函数 (12.21) 代入 (12.24), 














此 证 实 圆 盘 边 缘 的 热流 公式 (12.26). 





























镜像 法 求 上 半 平 面 的 格林 函数 . 









































H. 
FE 
zZ 


Gp(z) = — ln 


上 
Gi) 用 此 式 证 明 一 般 的 格林 公式 (12.37) 确实 给 出 上 半 平 面 的 泊 松 公式 (12.34). 
镜像 法 的 思想 证 明 , 若 0 < Re(p) < 1, 则 上 半圆 盘 (Re(z) > 0, |z| < 1) 的 格林 函数 








= 





























—P 
pz— 1 





之 十 万 
pz+ 1] 


通过 用 计算 机 做 Gp(z) 的 草图 来 验证 这 一 点 . 
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在 译 完 这 本 书后 , 我 有 一 些 想法 愿 与 读者 分 











我 在 翻 a tow aA 
过 部 分 内 容 的 读者 的 意见 . 他 们 几乎 一 致 的 看 法 是 , 这 本 书 有 很 高 的 独创 性 : 



































门 有 近 200 年 历史 , 而 


已 经 

















些 刊物 上 的 书评 , 以 及 读 






































有 了 数 十 部 公认 名 著 的 基础 分 文学 科 里 , 能 够 写 











此 不 同 凡响 的 著作 , 实在 难得 . 



































方面 它 的 基本 内 容 确实 属于 复 分 析 的 传统 领域 ; 另 一 方面 
知识 也 仅 限 于 “比较 认真 地 ” 读 过 微 积 分 与 线性 
起 来 容易 做 起 来 难 ) . 那么 







































































代数 ( 当 








, 还 有 什么 可 以 向 读者 说 一 说 


I 











的 呢 ? 


在 一 
出 如 


但 是 应 该 承认 , 本 书 仍然 是 一 本 基础 教科 书 . 因为 一 
Al, 它 所 要 求 于 读者 的 预备 
然 ,“ 比 较 认 真 地 ”也 是 说 








这 本 书 的 书 名 就 标明 了 可 视 化 . 可 视 化 当然 属于 当前 最 热门 的 时 尚 “ 品 牌 ”而 





且 完 全 是 由 信息 技术 派生 

















出 来 的 . 那么 , 本 

















的 要 点 是 否 教 读者 如 何 使 / 














Hit SPL 


类 的 方法 呢 ? 否 . 本 书 确实 强调 计算 机 的 作用 , 甚至 许多 习题 需要 用 计算 机 来 完成 . 






































书 的 创世纪 中 ”. 他 从 牛顿 


但 是 , 正如 作者 指出 的 那 术 




















莱 因 〈 即 埃 尔 朗 根 纲 领 的 提 








AS 








本 由 复旦 大 学 出 版 社 出 版 ) 的 第 1 卷 关 于 “数学 的 





学 到 了 方法 , 甚至 学 至 
何 本 质 ; 或 者 说 , 强调 从 事物 的 几何 与 物理 侧面 来 直观 地 理解 
出 者 ) 在 他 的 名 著 《 高 观点 下 的 初等 数学 》 (此 书 中 译 
现代 发 展 及 一 般 结构 ” 的 一 节 中 
































,应 该 像 物理 学 家 对 待 实验 室 那 样 对 待 计算 机 : 用 它 来 
发 现 或 验证 新 思想 , 解决 新 问题 . 作者 认为 , 他 的 这 本 书 出 生 于 “牛顿 的 《原型 


E) — 





I 了 技巧 . 这 就 是 强调 问题 的 几 























是 强调 概念 的 明确 性 , 逻辑 上 的 无 

















指出 , 数学 的 发 展 和 教学 有 三 种 进程 , 即 进程 A、 
































无 不 必要 的 引申 , 总 之 , 使 


数学 成 为 严整 



































推论 , 等 等 , 每 名 话 、 每 个 式 子 都 要 有 根据 .进程 
强调 数学 概念 的 生成 和 发 展 , 强调 各 个 分 支 的 相互 联系 , 强调 逻辑 推理 背后 的 直觉 
和 物理 内 涵 . 其 陈述 方式 主张 夹 竹 夹 议 , 娓 妮 道 来 ， 














进程 B 和 C. 
懈 可 击 ， 方法 的 单纯 性 
的 体系 . 其 陈述 方式 是 : 定义 、 定 理 、 

















EW. 著名 数学 家 区 








进程 A 的 特点 
E, 逐步 演绎 , 环 环 相 扣 , 28 





























证 明 、 



































B, 这 是 殉 莱 因 特 别 推崇 的 进程 ， 

















生动 活泼 , 发 人 深 省 . 已 故 的 吴 


大 任教 授 在 为 《高 观点 下 的 初等 数学 》 中 译本 写 的 序言 中 说 , 克 莱 因 的 思想 可 以 用 


“融合 ”二 字 来 概括 : 数学 与 物理 学 的 融合 





, 数学 各 分 支 的 融合 , 逻辑 推理 与 直觉 








融合 , 还 有 数学 的 逻辑 展开 与 历史 发 展 的 融合 


克 莱 因 还 以 欧 拉 公 Sit ei? = cos x 十 isinx APT 
EAR) 的 德国 数学 教学 . 实际 J 





尖锐 地 批评 了 当时 ( 指 19 






























































E 细 比较 了 进程 A 和 进程 B. 他 
E, 他 的 批评 对 我 们 今天 
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的 教学 也 完全 适用 : 这 个 e 是 怎样 来 的 ? 为 何以 它 为 








底 的 对 数 称 为 自然 对 数 ? 其 





“自然 ”何在 ? 欧 拉 公式 难道 是 天 上 掉 下 来 的 吗 ?我 自己 就 遇 到 过 类 似 的 问题 : HEA 





数 ez =e, E 的 每 一 项 都 没有 周期 , 为 什么 加 起 


n=0 n! 


学 生 们 在 逻辑 上 接受 了 某 个 结论 , 不 等 于 “实际 上 ”到 














来 以 后 就 出 现 了 周期 ? 总 之 ， 
E 解 了 这 个 结论 . 这 就 是 在 教 





























学 上 过 分 强调 进程 A 带 来 的 副作用 . 本 书 作者 强调 自 
理 》 以 后 才 理解 的 , 必须 从 数学 问题 的 直觉 、 经 验 的 侧 


































































































己 是 认真 研究 了 牛顿 的 《 原 
面 去 “体会 ”数学 , 才能 得 到 











真正 的 理解 , 才能 “ 悟 ” 其 真 详 . 因此 , 他 用 了 极 大 的 精力 去 探求 复 分 析 的 许多 我 们 

















已 经 非常 熟悉 的 结论 的 几何 内 涵 和 处 理 方法 , 包括 对 上 述 欧 拉 公式 的 理解 .所 以 ， 


























读 后 确 有 耳目 一 新 之 感 . 



































比较 克 莱 因 的 说 法 与 作者 的 说 法 , 这 本 书 可 以 说 是 作者 在 按照 进程 B 帮助 读 


者 教 或 学 复 分 析 上 所 做 的 努力 , 而 作者 取得 的 成 功 是 有 目 共 暑 的 . 



































进程 C 是 另外 一 回 事 , 这 里 不 去 讨论 . 
















































































=> 


ELC Di PAT IIR. 他 认为 , 这 两 种 进程 都 为 数学 发 








如 果 要 比较 进程 A 和 进程 B WRZ, 就 会 得 到 进程 B 远 优 于 进程 A 的 结论 
本 书 作者 当然 是 这 样 看 的 . 但 是 , 克 莱 因 尽管 充分 评价 进程 B, 而 且 一 直 身 体力 行 ， 


























展 所 必需 , 互相 切磋 , 又 互相 























补充 . 克 莱 因 说 得 很 对 , 在 教学 与 研究 中 , 采取 哪 一 种 进程 , 视 各 人 的 学 识 素养 与 爱 











好 而 定 , 也 视 整个 数学 发 展 的 需要 而 定 . 为 什么 牛顿 特别 倾向 几何 学 ? 至 少 部 分 
于 在 牛顿 的 时 代 几 何 学 最 为 成 熟 , 而 且 是 人 们 (不 只 是 牛顿 ) 解决 科学 问题 的 最 有 
力 工具 . 牛顿 以 及 他 同时 代 的 大 科学 家 (还 应 加 上 伽利略 》 都 是 欧 氏 几何 的 高 手 . 
他 的 《原理 》 一 书 可 以 说 是 充满 了 求解 “几何 难题 ”的 例子 , 以 致 微 积分 的 基本 思 



















































































想 一 一 略 去 高 阶 无 穷 小 , 也 时 常 隐 藏 在 几何 难题 后 面 , 所 以 读 起 来 很 难得 其 三 昧 . 






































说 个 笑话 : 如 果 你 不 能 放 开 慧 眼 , 从 几何 与 物理 角度 














视 问 题 , 就 难以 看 穿 大 干 世 






























































界 ; 但 是 , 如 果 你 这 样 做 了 , 立定 足 跟 , 循 此 渐进 , 自然 能 进入 牛顿 的 不 二 法 门 一 一 

















一 种 几何 化 的 物理 科学 . 
本 书 作者 这 样 的 做 法 , 值得 我 们 效仿 . 这 当然 有 很 
欧 拉 、 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 , 就 以 分 析 的 方法 来 处 理 同 









































何 的 方法 , 时 常 难以 解决 力学 问题 , 或 者 只 能 部 分 地 解决 ; 而 拉 普 拉 斯 的 名 若 《 天 























大 的 难度 . 所 以 牛顿 以 后 , 如 
样 的 问题 . 欧 拉 说 过 , 完全 几 



































体力 学 》 则 把 天 体 运 动 的 研究 完全 归结 为 研究 微分 方 









































Bz. 当然 , 从 几何 和 物理 侧面 考察 问题 的 方法 , 也 就 退 





























经 过 两 百 多 年 的 锤炼 , 借助 e-6 语言 得 到 了 较 完 美的 解决 , 进程 A 就 占据 了 统治 地 


展 , 风向 似乎 又 有 了 改变 . 这 里 起 了 决定 作用 的 有 高 斯 , 特别 是 歼 曼 (他 是 本 书 特别 








程 . 再 考虑 到 微 积分 的 基础 




















居 后 台 了 . 19 世纪 的 数学 





















































推 深 的 大 师 〉.“ 回 到 牛顿 ”可 能 是 20 世纪 才 有 的 口号 , 但 是 潮流 的 改变 在 当时 已 
经 十 分 明显 . 不 妨 说 , 这 是 本 书 的 一 条 主线 . 但 是 , 作者 并 没有 简单 地 着 力 于 几 个 几 



































何 难题 〈 但 是 看 来 本 书 作者 对 几何 难题 情 有 独 钟 , 所 以 本 书 中 有 不 少 很 有 趣 的 几何 
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题 ) ,所谓 强调 几何 和 物理 实质 , 其 具体 内 容 读者 能 在 书 中 看 到 . 这 里 需要 特别 强 
调 的 是 , 计算 机 的 出 现 不 仅 对 于 研究 工作 的 影响 已 经 有 有目共睹 , 而 且 它 为 数学 教学 
辟 了 多 么 广阔 的 前 景 远 非 我 们 今天 敢于 估计 的 . 作者 将 可 视 化 展现 在 本 书 书 名 
中 , 不 但 是 由 于 数学 的 本 质 就 有 可 视 化 这 一 侧面 , 而 且 由 于 今天 的 信息 技术 的 现状 
使 我 们 能 够 在 前 人 无 法 想象 的 程度 上 揭示 这 个 侧面 . 
当然 , 任何 事物 都 有 两 个 方面 . 强调 了 几何 直觉 一 面 , 就 有 可 能 对 于 数学 严格 
性 有 所 忽视 . 作者 并 没有 回避 这 一 点 . 他 明确 地 宣称 , 他 总 是 把 “洞察 力 ” 置 于 严格 
性 之 前 . 为 了 得 到 深刻 的 洞察 , 宁可 (在 某 种 程度 上 ) 牺牲 严格 性 . 全 书 基本 上 
没有 用 =-6 语言 , 而 且 非 常 自由 地 把 小 量 与 无 穷 小 量 混 起 来 用 . 作者 常用 “最 终 相 
等 ” 之 类 的 说 法 , 时 常 把 相差 高 阶 无 穷 小 就 说 成 是 相等 . 当然 , 作者 明白 地 说 , 这 些 
说 法 都 有 确切 的 数学 含义 , 但 是 他 并 不 引述 任何 一 本 数学 书 , 而 是 引证 了 一 位 大 物 
理学 家 S. Chandrasekhar 的 Newton’s Principia for the Common Readers 一 书 (在 
这 部 关于 复 分 析 的 近 600 页 的 大 书 里 , 竞 然 没有 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 名 字 ”, 这 恐怕 只 
能 以 作者 是 “性 情 中 人 ”来 解释 了 ) . 读者 当然 会 问 , 这 样 做 利 次 如 何 ， 是 有 利于 学 
生 更 深刻 地 理解 数学 概念 、 方 法 、 理 论 的 实质 , 还 是 实际 上 在 鼓励 一 种 大 而 化 之 的 
TRER? 这 当然 要 看 教学 的 实际 情况 而 定 . 但 是 , 问题 并 不 如 此 简单 . 例如 在 第 
5 EE, 作者 实际 上 宣布 了 , 一 个 解析 函数 序列 只 要 收敛 , 必 可 逐 项 求 导 . 这 当然 是 
错 了 , 但 是 , 即使 像 柯 西 这 样 的 大 师 , 也 犯 过 类 似 错误 . 正 是 阿 贝尔 以 致 魏 尔 斯 特 拉 
斯 等 人 按照 进程 A 的 要 求 正 确 地 处 理 了 这 个 问题 , 否则 就 不 会 有 今天 的 复 分 析 . 至 
于 译 者 , 在 大 多 数 问 题 上 是 尊重 了 原作 者 的 处 理 ， 但 在 这 类 问题 上 ， 就 不 能 简单 、 客 
气 地 说 原 书 错 了 , 只 好 写 一 个 比较 长 的 脚注 . 这 里 并 不 是 讨论 数学 方法 论 或 教学 论 
的 合适 地 方 , 但 是 应 该 指出 , 并 非 所 有 数学 概念 、 pista: 从 都 可 以 或 者 适合 于 可 
视 化 . 进程 B 和 进程 A 相辅相成 甚至 相反 相 成 , 能 不 能 说 , 进程 B 帮助 我 们 放 开 
慧眼 , 而 进程 A 则 让 我 们 立定 足 跟 ? 对 于 译 者 ， KERESET, 数学 书 没 有 一 个 
至 高 无 上 不 得 违抗 的 写法 , 现今 最 流行 的 不 一 定 是 最 好 的 , 更 不 一 定 是 最 适合 你 的 . 
这 就 给 学 数学 和 教 数 学 留 下 了 广阔 的 创造 空间 . 
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一 个 数学 分 支 被 认为 是 基本 分 支 , 一 门 课程 被 认为 是 基础 课 , 有 两 个 原因 : 首 
先 它 从 其 他 分 支 吸 取 营 养 ; 其 次 它 又 影响 其 他 分 支 的 发 展 或 其 他 课程 的 教学 . 数学 
和 其 他 极为 广博 的 科学 一 样 , 虽然 是 一 座高 符 入 云 的 伟大 建筑 , 必然 有 一 些 最 为 基 
础 、 影 响 又 最 为 深远 的 思想 和 方法 等 , 这 些 可 以 说 是 其 精华 . 基础 课 的 教学 有 一 个 
无 可 推卸 的 责任 , 就 是 把 这 些 精华 交 给 学 生 . 为 此 , 按 当 前 流行 的 做 法 , 就 是 开 许多 


































































































@ 正文 中 只 有 一 次 提 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 , 还 是 译 者 加 注 的 . 一 一 译 者 注 
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课程 , 各 司 其 职 , 分 兵 把 关 . 姑且 不 论 多 数学 校 有 没有 可 能 开 这 么 多 课程 , 即使 开设 








T, 也 一 定 会 助长 各 门 课程 孤立 分 离 , 看 不 到 数学 
什么 真正 关键 的 问题 . 这 也 是 进程 A TOR AUT 
B 找 出 路 . 正如 吴 大 任 先生 给 克 莱 因 





























己 的 科学 兴趣 , 选择 了 三 个 问题 , 使 


读者 走向 更 广阔 的 科学 天 地 . 
A. 几何 学 和 非 欧 几 何 








什么 是 几何 学 ? 克 莱 因 在 他 的 《 
的 就 是 几何 岁 形 在 某 类 运动 所 成 的 和 
大 学 生 都 应 该 了 解 的 . 遗憾 的 是 , 绝 大 多 数 大 学 4 
乎 多 数 大 学 里 也 找 不 到 一 门 课 认 真 







































































作为 一 个 整体 是 如 何在 发 展 , 有 






































H. 因此, 解决 之 道 , 在 于 从 进程 











的 思想 所 做 的 概括 : 在 融合 二 字 上 下 功夫 . 下 
面 看 一 下 本 书 是 怎样 处 理 这 个 问题 的 . 作者 按照 复 分 析 发 展 的 内 在 要 求 , 也 按照 自 
读者 能 从 数学 发 展 的 整体 来 看 待 复 分 析 , 引导 


























朗 根 纲领 》 里 给 出 了 回答 ; 几何 学 所 研究 
fF 下 面 的 不 变性 质 ， 这 本 是 每 一 个 想 学 数学 的 
FE 也 就 只 是 知道 这 一 句 话 而 已 . 似 
也 解释 这 个 极其 重要 的 思想 (但 是 有 不 少 大 学 





















































为 文科 学 生 开设 的 “数学 与 文化 ” 之 类 的 课 
EF, 现在 我 国 多 数 大 学 数学 系 里 , 几何 教学 很 不 恰当 地 被 削弱 了 , 而 一 门 儿 何 课 
要 能 够 认真 地 介绍 《 埃 尔 朗 根 纲领 》, 必定 及 
负担 . 请 看 本 书 是 如 何 解 决 这 个 问题 的 .“ 怎 相 
动 简单 地 就 是 z rm azx 十 5b, 其 中 a Alb 都 是 实数 , 而 且 a £0. 对 于 二 维 欧 氏 平面 ， 






























































旦 里 却 简单 地 介绍 了 一 下 ) . 原因 可 能 





























HADE, 对 教学 两 方面 都 是 不 轻 的 
来 描述 运动 ? ”对 于 实 轴 的 情况 , 运 




































































了 描述 空间 本 性 的 需要 , MAE 














而 不 一 定 束 是 作者 心目 中 所 想 的 ， 

































































本 书 指出 , 只 要 进入 复 域 , 就 立刻 可 见 运 动 就 是 z az +b, 其 中 a 和 "都 是 复数 ， 
MH. a A 0. 作者 这 样 讲 , 本 是 为 了 克服 一 个 大 家 都 知道 是 历史 的 虚构 说 法 :“ 复 数 
出 现 于 需要 求解 二 次 方程 ?十 1 = 0.” (这样 讲 最 “方便 ”.) 复数 的 出 现 深刻 地 适合 

地 来 自 什 么 “实际 需要 ”. 作者 还 指出 , 物理 学 中 
有 许多 类 似 情 况 是 复数 的 用 武之 地 . 例如 (下 面 的 例子 是 译 者 在 教学 中 过 到 过 的 ， 
因为 作者 的 兴趣 明显 地 在 于 理论 物理 等 方面 ) 我 































































































们 在 工科 数学 中 都 会 讲 如 何 用 复数 讲 交 变 





电流 和 振动 现象 , 表面 上 看 , 这 也 是 一 种 



































“方便 ”, 其实, 稍 想 一 下 就 会 发 现 ， 





并 不 是 电流 、 电 压 等 取 了 虚数 值 , 而 是 实数 现在 











已 经 不 足以 描述 它们 . 需要 平面 向 量 






























































氏 平 耐 的 运动 需 用 复数 来 描述 是 













































































就 是 复数 . 这 里 的 情况 和 二 维 欧 























羊 的 ， 读 者 自然 会 问 , 是 否 有 一 种 “空间 复数 ” 























足以 描述 三 维 欧 氏 空间 的 运动 ? 从 作者 的 分 析 看 到 , 这 是 不 可 能 的 . 怪 就 怪 在 , 到 
了 四 维 欧 氏 空间 却 又 可 能 了 , 这 就 是 四 元 数 . 对 大 学 生 讲 四 元 数 ,“ 离 经 叛 道 ”， 菲 
夷 所 思 . 然而 , 作者 非常 顺畅 地 引导 读者 和 他 一 同 在 这 条 思想 的 小 道上 漫步 , 真 可 
谓 “ 花 径 不 曾 缘 客 扫 , ETS RAA”. KEA 
































F, AF ZIR, 得 到 了 一 个 深刻 的 




















洞察 : 数学 为 的 是 更 加 深刻 地 描述 大 自然 . 当然 , 这 样 做 要 有 本 事 , 具体 说 来 就 是 


要 比较 认真 地 读 过 线性 代数 . 其 实 , 所 























自 的 线性 代数 知识 有 限 , 并 无 “ 超 纲 ”之 嫌 ， 








很 容易 懂 . 问题 仍然 在 于 , 大 学 生 们 

















想 过 “线性 代数 还 可 以 这 样 读 ”, 那么 很 好 ， 





526 后 it 


if 























这 本 书 这 样 告诉 你 了 , 帮助 你 放 























再 转 到 非 欧 几何 . 这 时 我 们 遇 
知道 的 仅 限 于 几何 学 中 的 一 桩 “公案 ”: 


慧眼 .” 
到 的 情况 也 与 以 


























上 说 到 


的 相仿 , 可 能 大 多 数学 生 
过 直线 外 一 点 对 此 直线 是 否 可 以 做 出 恰好 




















一 条 (或 多 于 一 条 或 少 于 
是 ,每 


2o 





很 明显 了 : “现实 的 物理 
曼 手 上 成 了 一 个 微分 几 








条 ) 平行 线 , 或 者 三 角形 三 内 





个 学 数学 的 学 生 都 应 该 知道 , 在 高 斯 , 特别 


E Z 时 
FEAR SE 





角 之 和 = (>, <) x. 但 
以 后 , 问题 的 症结 就 变 得 























间 是 什么 样 的 空间 ? 是 否 是 
可 问题 . 于 是 出 现 了 内 蕴 几 何 与 外 





Afs ite 


KK 














现 了 空间 的 度量 问题 、 











| 率 问 题 ， 


贝尔 特 拉 米 发 现 


























面 一 一 伪 球 面 上 的 几何 就 是 双 




















1 几何 , R 

















几 个 不 同 的 伪 球 面 映 为 平面 的 映 
夫 斯 基 的 非 欧 几 何 的 几 种 不 同 的 
观点 应 该 有 相应 


是 非 欧 几何 与 复 分 析 的 深刻 内 









































几何 就 是 题 中 之 义 了 . 在 20 世纪 50 年 代 曾 
洛 夫 的 《 复 变 函数 引 论 》, 认真 来 说 , 它 只 是 用 小 字号 文字 介 








的 运动 群 . 而 庞 加 


身 
“模型 ”. 那么 , AE 











1 罗 巴 切 夫 斯 基 
二 《本 书 就 说 是 几 种 不 


莱 发 现 这 些 运动 

















同 


氏 空 间 ? ”这 个 问题 在 黎 
在 几何 的 区 别 和 联系 , 出 
| 率 为 —1 的 常 负 曲 率 曲 
的 非 欧 几何 , 他 还 做 出 了 
的 地 图 ) ， 





























得 到 了 罗 








fr 


WL 


A 








可 
wen 














在 联系 浮 出 了 水 面 























也 是 几何 , 按照 元 莱 
REL ARR z 让 
. 在 讲 复 分 析 的 同时 也 讲 
出 版 过 一 本 从 苏联 引进 的 教材 : 





QZ 十 
cz+d 






































后 来 大 概 再 





且 兼 及 罗 巴 切 夫 斯 基 度量 . 






































欧 几 何 的 了 解 , 最 多 也 就 是 


KE 








性 . 对 于 它 在 现时 数学 发 展 中 的 地 位 





生 接 触 一 项 数学 精华 的 机 会 . 本 


当 作 一 





桩 公案 , 或 者 




















知识 , 使 和 





导 大 学 生 在 低 年 级 就 能 不 太 
斯 的 绝妙 定理 (Theorema Egregium) ,而 











困难 地 接触 内 





x 























作用 就 不 明白 了 . 
可 以 说 是 “ 借 题 发 挥 ”, 简单 而 负责 
几何 的 许多 基本 思想 , 直到 高 


日 


FÆ 果 





oe 
S] 
Zin 





门 , 如 





也 没有 哪 本 教材 涉足 于 此 . 于 是 学 生 
只 知道 一 点 公理 系统 的 相 容 性 独立 
总 之 , 我 们 失去 了 一 个 让 学 





了 默 比 乌 斯 变换 , 并 
门 对 非 

















也 介绍 了 有 关 
































H 








想 在 这 条 微分 儿 何 的 








路 上 走 下 去 , 你 可 以 读 些 什么 . 作者 认为 这 是 复 分 析 的 意义 最 为 重大 的 一 部 分 , 这 


AI 














SRE | 
庚 先 生 的 《从 单位 圆 谈 起 》 一 书 . 












































数论 和 矩阵 几何 等 ) 介绍 了 许多 关于 非 


B. 拓扑 学 与 复 分 析 








拓扑 学 与 复 分 析 有 着 深刻 的 内 在 联系 , 这 已 是 众所周知 上 
不 同 的 途径 来 揭示 二 者 的 联系 . 例如 , 把 积分 回路 看 成 某 个 同 
个 微分 形式 ) 看 成 上 同调 类 的 元 ,积分 是 二 者 的 对 偶 . |! 
Rham 理论 . 许多 书 都 是 这 样 做 的 ， 




















O 但 是 最 新 的 科学 发 y 





明 ， 








RUE 





Ff 8 2 TAA, 走 的 


Bay 
FEY 








罗斯 的 路 子 . 在 此 愿 请 











读者 去 找 一 下 华 罗 











华 先生 也 是 沿 着 




















口 


7N 


自己 的 学 术 


道路 (例如 多 复 变 函 





qa 











欧 几 何 的 知识 , 读 后 必 可 大 获 教 益 . 





日 
调 


事情 . 可 以 沿 着 多 种 
类 的 元 , 被 积 式 (一 




















此 再 











进一步 就 到 达 了 de 








是 走 多 远 各 有 不 同 . 例如 


元 数 绝 非 是 一 种 仅 有 历史 兴趣 的 “遗产 ”. 





Ahlfors 的 名 若 《 复 








正文 中 就 提 到 





[元 数理 论 与 

















计算 机 图 形 学 的 关系 , 这 是 很 有 趣 的 . 读者 如 果 有 兴趣 , 不 妨 读 一 下 Joan Lasenby, Anthony N. 
Lasenby and Chris J. L. Doran 的 文章 “A Unified Mathematical Language for Physics and 





Engineering in the 21st Century”. 可 见 , 切 勿 以 为 我 们 所 不 习惯 的 事情 就 是 “ 离 经 产道 ”“ 菲 夷 


所 思 ”, 那 只 会 妨碍 科学 的 创新 . 





译 者 注 
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分 析 》 就 给 出 了 
始 , 即 方程 g(x) = 0 的 解 的 存在 问题 . 9 











we. 











分 析 学 的 男 一 个 基本 问题 












































单 的 一 维 问题 . 这 时 假定 g(a) 在 








(0, 1] 上 连续 . 如 果 记 g(x) = f(x) — 2, 问题 就 归结 为 求 映射 f(x) (f(x) 也 在 [0, 1] 


上 连续 ) 的 不 动 点 , 即 求 一 个 z 使 得 f(x) = 2. 
一 个 映射 ,将 [0, 1] 映射 到 





























个 非常 本 质 的 假设 是 : Be f 作为 
自身 . 如 果 z=0 或 z=1 已 经 是 不 动 点 , 自然 无 话 可 









































说 了 . WEDA, 则 0 < f(0) <1, f(x) 一 x|,_o > 0; ABE f(x) -zl。; <0. 由 连续 


函数 的 介 值 定理 知 














不 动 点 . 这 个 定理 是 极其 重要 上 




















道 , 一 定 存在 至 少 一 个 zo € [0, 1] 使 得 f(zo) = zo, 即 为 所 求 的 
是 一 个 代数 方程 , 在 次 数 不 高 于 4 














时 , 可 以 用 根 式 和 其 他 代数 式 把 解 写 出 来 . 5 次 以 至 于 更 高 次 代数 方程 的 解 用 根 式 





来 表示 的 问题 , 则 引 ， 

















到 群 论 的 发 现 . 这 是 另外 

















个 故事 了 . 如 果 就 根 的 存在 问题 

















而 言 , 第 一 个 正确 的 证 明 应 该 归功 于 高 are 























问题 提出 i 就 是 


后 才 明确 了 必须 在 复 平面 上 才能 解决 问题 , 复 平面 的 











后 给 出 过 好 几 个 证 明 , 最 


= 














提出 者 之 一 Argand 也 就 这 个 























旋转 x/2 . 看 起 来 高 斯 本 人 对 这 个 定理 十 分 看 重 , 所 以 才 称 之 为 代 











数 基本 定理 . 高 其 








FE 明 本 质 上 是 一 个 拓扑 证 明 ， 

















就 是 依赖 于 上 述 的 连续 函数 















































的 介 值 定理 . 但 是 高 











斯 并 未 认识 到 这 是 于 证 明 的 重要 定理 , 是 波 尔 察 诺 指 出 












































了 高 斯 的 毛病 . 其 
他 也 不 知道 实数 
是 在 二 维 平面 ( 即 复 平面 ) 上 建立 上 述 的 不 动 点 定理 . 






































和 的 实数 完备 性 的 结果 来 证 明 , 但 
19 世纪 末 才 完全 地 确立 . 那么 , 看 起 来 需要 的 


H 















































说 代数 基本 定理 
看 出 复 分 析 这 么 一 大 块 都 具有 拓扑 学 的 本 质 . 
定理 , 只 不 过 是 “这 一 
我 们 走向 广阔 的 新 天 革 

个 二 维 空间 Cw 
一 部 分 里 , 作者 总 是 把 解析 映射 
的 拓扑 特性 说 明白 . 例如 上 面 讲 
到 w 平面 的 连续 映射 (不 一 定 



























































理 的 二 维 情况 . 




















析 的 某 个 具体 结果 的 


EVE, (是 偶然 的 推论 吗 ? ) 而 是 进一步 















































[a] 


到 本 书 , 作者 不 是 简单 地 

































































员 角 原理 和 和 鲁 葡 定理 到 代数 基本 















































bt 其余 绪 而 已 . 这 样 我 们 又 一 次 得 到 了 新 的 洞察 , 引导 
th. 复 变 量 的 解析 函数 , 作为 从 一 个 二 维 空间 (z 平面 ) 到 另 
不 过 是 很 大 一 类 映射 的 特例 . 因此 在 本 书 的 这 


般 的 非 解析 映射 对 照 起 来 , 力图 把 解析 映射 


































































































E, 在 二 维 情况 下 就 是 : 如 果 由 2 平面 















































ENT) 2 w = f(z) 把 单位 圆 盘 |z| < 1 映射 到 另 一 






































个 单位 圆 盘 |w| < 1, 则 它 必 有 人 至 少 一 个 不 动 点 . 这 就 是 著名 的 布 劳 威 尔 不 动 点 定 
人 情况 的 证 明 是 很 容易 的 《如 果 你 认为 连续 函数 的 介 值 定理 也 算 










































































很 容易 的 定理 的 话 ) , 二 维 情况 的 证 明 也 不 算 难 . 





是 更 高 维 数 的 情况 又 如 何 ? 对 
































F n THA 





位 球体 , 它 仍然 是 对 的 . E 











E 明 就 需要 全 新 的 概念 和 方法 . 这 


























就 是 环绕 数 和 映射 度 等 . 作者 





















































D-E ÉRE H 




















等 , 直到 发 现 连 中 学 生 都 知 




















E、 奇 点 的 指数 、 欧 拉 示 性 数 、 庞 
ARRAT V- E+F=2 其 实 是 
一 只 “微笑 着 的 大 恐龙 ”"! 这 块 新 天 地 有 自己 的 尊 神 , 例如 庞 加 莱 . 我 想 借 此 机 会 请 




















读者 们 , 特别 是 大 学 生 , 看 一 篇 文章 : 辛 布 洛 特 的 《不 动 点 定理 》, 见 《现代 世界 中 


的 数学 》( 齐 民 友 等 译 , 上 海 教育 




















版 社 , 2004 年 , 第 242~251 页 ) , 可 能 有 助 于 体 


528 译 后 it 











会 这 个 新 世界 是 多 么 美丽 而 有 趣 . 


C. 黎 曼 的 思想 











1851 F, 黎 曼 发 表 了 以 高 斯 为 总 























F 阅 人 的 著名 博士 论文 ， 题 为 《 单 复 变 函数 的 


般 理 论 基础 》 (“Grundlagen fiir eine Allgemeine Theorie der Funktionen einer 


veranderlichen complexen Grösse”) .局 





























斯 通常 很 少 称赞 他 同时 代 的 人 , 但 














是 对 了 





黎 曼 他 却 热 情 地 称赞 说 :“ 黎 曼 先生 提交 的 这 篇 论文 令 人 信服 地 证 实 了 他 在 这 篇 论 
































文 处 理 的 主题 上 深刻 而 彻底 的 研究 , 表现 J 
才智 , 一 种 光辉 的 富有 成 果 的 独创 
种 固定 的 代数 形式 〈 例 如 震级 数 ) 下 解放 出 来 , 而 放 在 几何 与 物理 学 的 基 硬 
此 , 他 使 用 了 (宁可 说 是 创造 了 ) 许多 今天 看 来 极其 重要 的 概念 和 
































函数 的 研究 基本 上 是 从 柯 西 - 黎 曼 
AY FEE AN eB. f(z) 是 一 个 共 
值 条 件 下 求 u 和 (或 ) v. 例如 在 条 件 ul poundary 
指出 , 为 此 只 需求 一 个 适合 上 述 条 伯 
u 在 物理 上 表示 如 静电 场 的 能 量 ) (u) = ff [u2 + u2] dady 达到 最 小 值 . 



























































F 的 函数 u, 使 得 所 i 























个 方法 称 为 狄 利克 雷 原理 , 这 并 非 






























































Fa Eh 
OR BS 


种 创造 的 、 富有 活力 的 、 真 正 的 数学 
的 基本 思想 可 以 说 是 把 函数 概念 从 某 
HE. 为 
方法. 他 对 解析 
HAC, 即 设 f(z) = 4 十 ivy, Hu Mo 是 
DEC, 需要 在 某 个 (或 某 些 ) 边 
上 函数 ) FK u. 
YZ PR KAN A AE 


et 
RB 


5 





把 这 
于 狄 利 克 雷 发 现 了 这 个 方法 , 事实 上 , William 


Thomson (EI BLAK MCh) BF, Lord Kelvin, 这 是 他 的 贵族 封号 , 而 不 是 人 名 , 但 是 人 们 


IN av FEY J). Kirchhoff, Stokes 和 高 
教 他 的 , 所 以 这 样 称 呼 . 黎 曼 用 这 个 方法 证 明了 共 形 映射 的 基本 定 开 
意 的 是 , 歼 曼 是 把 复 变量 的 解析 函数 作为 静 
理想 流体 的 流 场 . 所以, EWA ERZA 















































B. RSE 































































































把 这 样 的 方法 看 成 探索 数学 真理 的 手段 . 这 是 十 分 值得 























最 后 三 草 里 充分 发 挥 了 这 一 点 . 








黎 曼 在 这 篇 博士 论文 中 提出 了 现在 以 他 
































H. 现在 的 教 本 里 通常 要 么 根本 不 提 歼 曼 曲 下 
道士 可 以 钻 过 来 钻 过 去 的 虚构 的 “ 















































的 名 字 命 名 的 几何 对 象 3 
它 说 成 是 一 个 奇怪 的 





~ 








因为 这 是 狄 利克 和 雷 
E 尤其 值得 注 
把 静电 场 看 成 一 种 
U, 黎 曼 就 认为 在 数学 上 也 成 立 . 他 至 少 是 
EAR, 而 本 书 , 特别 是 在 

















| 
山 
























































就 离 黎 曼 的 思想 相距 太 远 了 . AR 





























的 数学 对 象 , 而 一 
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些 说 , 是 拓扑 ) 






















































































的 许多 新 的 拓扑 概念 或 思想 , DH 





























一 切 都 是 为 了 “方便 ”的 权宜 之 计 . 这 
是 具有 深刻 几何 GEH 
解析 函数 的 本 性 , 可 以 说 是 由 它 的 黎 曼 曲面 决定 的 . 后 来 ， 
克 莱 因 和 庞 加 莱 等 人 的 功绩 , 直到 外 尔 Hermann Weyl) 1913 FRR (GS 
念 》(Die Idee der Riemanmsche Fläche) 这 部 名 车 , 才 明 确 了 黎 曼 曲面 是 一 个 
流 形 . 由 于 微分 流 形 的 概念 , 再 加 上 
黎 曼 是 拓扑 学 的 莫 基 人 之 一 绝 不 过 分 . 黎 曼 的 这 些 贡 献 对 20 | 
的 数学 发 展 影响 如 何 深远 , 绝 非 这 里 能 够 讨论 的 . 我 们 只 能 就 本 书 的 写法 , Ni 
点 情况 , 以 供 本 书 的 读者 参考 而 已 . 

如 上 所 述 , 不 妨 认为 黎 曼 的 函数 论 是 进程 B 的 代表 , 那么 , AMAN 


Ai 
由 于 
5 概 
微分 
说 
世纪 (以 及 21 世纪) 


i 魏 尔 斯 


























译 后 记 529 
特 拉 斯 的 函数 论 则 可 以 说 是 进程 A 的 代表 . 尽管 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 互相 很 熟悉 ， 
他 们 的 研究 工作 互相 借鉴 也 很 多 , 可 是 在 函数 论 的 发 展 方向 上 , 二 人 却 是 针锋相对 : 





























魏 尔 斯 特 拉 斯 认为 
级 数 














始 , 做 一 切 可 能 的 解析 延 拓 所 得 




















究 解析 函数 必须 依托 其 具体 的 表示 一 一 Fe BB. MAT 











的 总 体 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 称 之 为 一 个 analytic 


configuration. 他 认为 如 歼 曼 曲面 那样 的 东西 是 “ 超 验 的 ”, 即 人 类 经 验 无 法 接受 与 








理解 的 , 也 是 靠不住 的 . 














魏 尔 斯 特 拉 











对 于 所 有 “可 容许 ”的 























斯 指出 , 歼 曼 的 狄 利克 雷 原理 是 错误 的 . 
, 上 面 的 能 量 泛 函 Iu) > 0 ,所 以 集合 {I(w)} 下 有 








因为 


界 , 从 而 有 下 确 界 . 但 是 , 下 确 界 不 一 定 是 最 小 值 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 还 举 出 了 一 个 反 






































似乎 就 用 不 着 












































A 显 





再 去 跟 














直觉 的 . 经 过 好 几 十 科 























雷 原理 ， 

















OR SE 


























失去 了 原来 数学 与 物理 学 融合 的 风韵 . 这 个 “故事 ” 





B 甚至 可 以 是 相 
回 到 本 书 . 





























生 基 础 课 所 能 够 容许 



































或 老师 知道 那么 多 物理 学 呢 ? 作者 说 ， 
人 对 于 热 和 温度 还 是 熟悉 的 . 其 实 就 静 
多 少 . 问题 的 症结 可 能 是 , 学 数学 
了 的 ; 学 物理 的 时 候 又 很 少 想到 , 这 也 是 数学 的 




















反 相 成 的 呢 ? 
作者 感到 遗憾 地 说 , 由 于 篇 幅 的 限制 , ft AN AY BE SE eS I 2 
面 的 理论 , 虽然 他 也 很 想 这 样 做 . 这 是 很 自然 的 , 因 





等 是 极为 重要 


























例 说 明 , 一 个 有 下 确 界 的 泛 函 可 以 根本 达 不 到 下 确 界 , 因此 没有 最 小 值 . 这 个 批评 
确实 是 击 中 了 要 害 . 据说 当时 的 数学 家 们 反而 有 一 种 如 释 重 负 的 感觉 , 因 
基本 思想 虽 有 极 大 的 说 服 力 〈 也 许可 以 说 
甚至 找 不 到 一 个 具体 例子 . AAD RL MEE AA A T BEAR 


为 黎 曼 的 
是 “诱惑 力 ”) , 可 是 歼 曼 的 文章 太 难 懂 ， 
REPLI 
较劲 了 . 但 是 数学 家 是 不 会 放弃 这 样 精彩 的 几何 与 物理 
FE 的 努力 , 直到 1901~1902 EF BERKER RO TIR 
此 发 展 起 来 的 理论 对 于 当代 的 数学 和 物理 
它 , 必须 要 有 进程 A 的 良好 训练 . 经 过 希 尔 伯 特 “ 挽 救 ” 的 狄 利克 雷 原理 也 部 分 地 


的 . 不 过 要 掌握 


























为 这 个 理 























让 








是 否 能 够 说 明 , 进程 A 和 进程 




















gi 

















论 确实 























的 程度 . 但 是 本 书 最 后 三 章 的 风格 , 恐怕 在 其 
止 是 复 分 析 教材 ) 是 未 曾 见 到 过 的 . 作者 和 
静电 场 以 及 温度 场 完 全 地 融 为 一 体 . 可 能 i 
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的 时 候 








电场 的 理 
总 以 为 物 至 








管 你 对 了 


电场 可 能 


























论 而 言 , 本 
学 是 另 一 个 天 寺 















































用 武之 地 . 总 之 , 没有 











超出 了 作为 大 学 
他 数学 教材 (不 
巴 复 解析 函数 的 概念 与 理想 流体 的 流 场 、 
卖 者 会 问 , 怎么 能 够 要 求 一 个 数学 的 学 生 
(RE, 但 是 绝 大 多 数 
书 并 未 超出 高 中 物理 学 
也 , 是 我 们 管 不 
按照 元 莱 因 的 


进程 B 所 要 求 的 那样 , 在 数学 和 物理 学 的 融合 上 人 花 力 气 . 请 看 本 书 , 讲 的 是 一 个 解 





析 函 数 , 也 就 如 同 在 











4 一 个 流 场 : 它 可 能 





级 数 讲 的 无 非 束 是 


是 源 或 者 ; 


















































CER, 也 可 能 是 一 个 偶 极 子 
巴 这 些 东西 登 加 起 来 , 正 窜 部 分 表示 在 无 


穷 远 处 有 源 或 者 汇 或 者 其 他 什么 , 负 震 部 分 表示 有 限 远 处 有 这 些 东西 ; 在 某 一 个 流 

















或 多 极 子 生成 的 ; HE 
场 内 放 进 例如 一 个 单位 
单位 











H 








ME 


圆 盘 , 或 者 另 一 个 























障碍 物 R, 流 场 的 变化 就 是 由 R 的 外 域 到 




















] 还 需要 








个 数学 证 明 , 但 是 应 该 青 























事实 的 数学 说 明 , 而 这 个 物理 事实 也 就 是 对 一 个 数学 结 














圆 盘 的 外 域 的 共 形 映射 . 这 样 的 变化 当然 是 存在 的 , 这 就 意味 着 这 个 共 形 映射 
LE 解 , 这 个 证 明 是 对 一 个 物 
论 的 物理 说 明 . 这 已 经 十 


530 4 后 记 





























分 引人入胜 了 , 而 且 还 发 现 了 许多 原来 以 为 并 无 联系 的 结果 , 从 双 曲 几何 的 视角 来 
看 原来 是 一 回 事 . 全 书 就 结束 在 双 曲 几何 的 和 粥 的 交响 中 . 

如 果 要 用 儿 句 话 来 说 明 这 一 大 段 文字 的 意思 , 那 就 是 : 学 了 一 门 基础 课 , 就 应 
该 是 打开 了 通 向 数学 发 展 的 主流 的 一 扇 门 . 可 不 可 以 说 , 这 正 是 本 书 最 值得 注意 的 
特点 呢 ? 
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域 的 可 视 化 测字 





次 ， 深 受 世界 读者 好 评 。 
本 书 用 一 种 真正 不 同 寻常 的 、 


角 和 可 以 看 得 见 的 论证 方式 解释 
论 ， 公开 挑战 当前 占 统治 地 位 的 纪 





作者 通过 大 量 的 图 示 





名 著 , 开创 了 数学 信 
斋 ， 自 首次 出 版 以 来 ， 已 量 印 了 十 多 





RS 





独 具 创 造 性 的 视 














J 等 复 分 析 的 理 
符号 逻辑 推理 。 








RIERA BETH 


象 的 数学 概念 变 














号 直观 易 懂 ， 读 者 在 透彻 理解 理论 的 同时 ， 还 能 充 


分 领略 数学 之 美 。 
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